■à    ,J   &  JSX  ' 


^  \ 


**f!* 


;m 


- 


--^  - 


fa 


V     Jf 


-, 

i 

. 

■y  - 

X 

.« 


&N 


-   v\. 


T^ 


^•-f    -V' 


JOURNAL 


DE 


MATHÉMATIQUES 

ÉLÉMENTAIEES 

A     L  '  L  S  A  G  E 

DE  TOUS  LES  CANDIDATS  AUX  ÉCOUES  DU  GOUVERNEMENT 
ET  DES  ASPIRANTS  AU  BACCALAURÉAT  È3  SCIENCES 

PUBLIÉ  SOUS  LA  DIRJBCnOU 

\)E    MM. 

J.  BOURGET 


Bec  teur 
<io  PAcadémie  de  Clermont 


DE  LONGGHAMPS 

Professeur  de  Mwfhéiitiqiici  irpfriilni 

an  Lvcée  Charlemagn'-. 


Lucien  LEVY 

Agrégé  dri  ffj^nftw  iflifwiilk|iifi. 

Directeur  de*  études  é  l'École  préparatoire 'Je  Sointe-B  irhc. 


«; 


SERIE 


î(Qrg  IJRÇMIER 

Année  Î887. 


«^f 


PARIS 

LIBRAIRIE   CH.  DELAGRAVH 

15,   RUE    SOUFFLOT,   15 

1887 


/ 

5 

t.l 


S-o  ^ 


JOURNAL 

DE 

MATHÉMATIQUES 

ÉLÉMENTAIRES 


SIMPLIFICATION  DU  CALCUL  ALGÉBRIQUE  (*) 

Par  M.  M.  Philippof. 


1.  —  Tout  polynôme  homogène  et  rationnel,  ordonné 
d'après  deux  variables,  ou,  si  l'on  préfère  cette  expression , 
toute  forme  binaire  axn  -+-  bxn~iy  +  . . .  +  kxy11-1  +  lyn  peut 
être  représenté  par  un  symbole,  composé  des  coefficients  du 
polynôme  donné.  Ainsi  le  symbole  (xabcdy)  ou  simplement 
(abcd)  représente  complètement  la  forme  axs  -+-  bx%y  -+-  cxy* 
+  dys  (**).  Il  suffit  de  remarquer,  que  la  position  des 
coefficients  dans  le  symbole  détermine  complètement  les 
puissances  sous-entendues  des  deux  variables.  En  posant 
y  =  i ,  le  symbole  (xabcy)  =z  ax*  +  bxy  +  cy2  devient  {xabc,) 
s.  ax"1  +  bx  +  c.  C'est  uu  trinôme  ordonné  d'après  les  puis- 
sances décroissantes  d'une  seule  variable.  En  posant  x  =  i 
le  symbole  {x35Syy)  devient  (, 3 58^)  et  l'on  a  (35Sjy)  =  3  + 
5y  -  Sif  -h  yy\  etc. 


(*)  Les  lecteurs  du  Journ.  de  Math,  êlém.,  connaissent  déjà  les  pre- 
miers principes  de  ma  méthode  (Voir  l'article  de  M.  de  Longckamps- 
Journal,  1886,  p.  182).  Je  la  présente  maintenant  sous  un  point  de  vue 
un  peu  plus  général. 

C'est  en  1885  que  j'ai  communiqué  ma  notation  à  l'Académie  Française 
(Comptes  rendus,  1885,  n°  13). 

[**)  Depuis  qu'a  paru  l'analyse  rappelée  dans  la  note  ci-dessus  j'ai  eu 
l'occasion  de  lire  un  ouvrage  qui  ne  m'était  pas  connu  à  la  date  où 
cette  analyse  fut  écrite  et  qui  renferme  le  principe  d'écriture  symbo- 
lique, en  question.  Le  livre  dont  je  veux  parler  est  le  Synopsis  ofelementary 
results  in  pure  Mathematics,  etc.,  by  G.  S.  Carr;  sa  première  édition  date 
de  mai  1880.  On  trouvera  à  la  page  35,  des  exemples  de  multiplication 
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Pour  abréger  l'écriture,  ou  peut  employer  la  uotatiou 
abc  pour  désigner  indifféremment  xabcy,  xabc  et  abcy.  La 
nature  du  problème  indique  presque  toujours  le  nombre  des 
variables  et  l'ordre  des  puissances;  mais,  en  cas  d'ambiguïté, 
on  devra  recourir  à  une  notation  plus  explicite,  en  ajoutant  les 
variables  de  la  manière  indiquée.  Pour  expliciter  les  signes 
des  coefficients,  on  met  le  signe  —  au-dessus  du  coefficient 
considéré. 

Remarque.  —  Quand  on  a  deux  variables,  la  somme  (abcd) 
-f  (ABC)  —  ax*  +-  bx%y  +  ex  y*  +  dys  +  Ax2  +  Bxy  -+-  Ci/2 
est  irréductible.  Mais  dans  le  cas  d'une  seule  variable,  on 
aurait  a  +  A,  b  +  B,  c  -+-  G,  d  pour  les  symboles  croissants 
et  a,  b  -+-  A,  c  -h  B,  G  +  d  p:ur  les  symboles  décroissants. 
Cette  remarque  montre  que  l'addition  et  la  soustraction  des 
symboles  diffère  dans  les  trois  cas,  mais  les  règles  de  la 
multiplication,  comme  on  verra  plus  tard,  sont  toujours  les 
mêmes. 

2.  Multiplication.  —  Je  suppose  que  les  symboles  donnés 
contiennent  les  mêmes  variables  semblablement  ordonnées. 

Pour  multiplier  (abcd)  par  (ABC)  il  faut  appliquer  la  règle 

suivante.  On  écrit  le  multiplicande  autant  de  fois  qu'il  y  a  de 

coefficients  dans  le  multiplicateur. 

On  obtient  : 

abcd 

abcd 

abcd 


et  de  division  effectués  par  un  procédé  que  M.  Garr  nomme  Méthode  des 
coefficients  détachés:  ce  qui  est  aussi  l'idée  première  et,  si  je  ne  me 
trompe,  fondamentale,  de  la  méthode  de  calcul  qu'expose  ici  M.  Phi- 
lippof. 

Le  présent  mémoire  de  M.  Philippof  n'est  pas  élémentaire  dans  toutes- 
ses  parties;  mais  il  intéressera  certainement  le  plus  grand  nombre 
des  lecteurs  de  ce  Journal.  Les  symboles  de  M  Philippof  sont,  natu- 
rellement, gênants  pour  ceux  qui  sont  habitués  aux  notations  plus  expli- 
cites de  l'algèbre  et  il  ne  serait  pas  bon,  croyons-nous,  de  les  introduire 
dans  renseignement  de  cette  science,  devant  des  débutants.  Cette  écriture 
symbolique  exige,  en  effet,  une  abstraction  de  l'esprit  qu'on  ne  saurait, 
sans  danger,  exiger  de  ceux-ci;  mais  je  crois  qu'elle  pourra  rendre, 
dans  les  reherches  mathématiques,  à  ceux  qui  se  seront  familiarisés  avec 
elle,  de  réels  services.  G.  L. 
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A  ces  trois  lignes  horizontales,  on  ajoute  le  multiplicateur 

A 
rangé  en  quatre  colonnes  verticales  telles  que  B 

C 
et  on  obtient  : 

aX  bX  cA  dX 

R  =     aB  bB  cB  dB 

aC  6G  cC  dC 

Le  symbole  R  est  une  forme  rectangulaire  à  colonnes  obli- 
ques :  cela  veut  dire,  que  les  coefficients  des  diverses  puis- 
sances de  x  sont  rangés  en  colonnes  obliques.  On  voit  donc 
que  le  symbole  obtenu  est  égal  à  l'expression  suivante 
aXx"}  4-  (bX  4-  aB)xitj  4-  (cX  4-  bB  4-  aC)x3y2 
4-  {dX  4-  cB  4-  bC)xhf  4-  (dB  4-  cOxy*  4-  dGif. 

Problème.  —  Multiplier  : 

(a2  -  ab  4-  b2)x2  4-  (a  -  2b)xy  4-  (a  -  3b)y2 
par  (a  —  4b )x  4-  (a2  —  ab  4-  b2).y 

Rép.  —  Pour  représenter  les  polynômes  donnés_on  peut 
employer  les  symboles  1  1  1'  1  2.'  1  3  et  1  4/  1  1  1.  Les 
apostrophes  marquent  les  coefficients  du  symbole;  ces  coeffi- 
cients sont  eux-mêmes  des  symboles.  On  compose  la  forme 
rectangulaire  en  multipliant  1    1    1   par   1   4  etc.  On  obtient  : 


I    [    I 

1   2 

1 

ù 

4  4  4 

48 

4 

12 

1    1    1 

1   2 

1 

3 

1    1    1 

1   2 

1 

3 

1    1    1 

1   2 

1 

0 

Les  coefficients  du  produit 
sont  eux-mêmes  des  formes 
rectangulaires. 


En  réduisant  par  colonnes  obliques  les  coefficients  sym- 
boliques de  ce  symbole,  on  obtient  : 


1  D 


*5 


4   1  2  3  2  1  4-  1  6  8'  1  3  3  2  4  171  2' 144 3. 


Dans  ce  cas.  on  ne  peut  pas  réduire  davantage.  Si  l'on   veut 
revenir  à  la  notation  explicite,  on  observe  que 
1^2  3  2  1  —  a*  —  ia*b  4-  3a262  —  lab*  +  ¥\  1  6  8  =  a2  —  6ab 
4-  8/>2,  etc. 
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Mais,  si  l'on  avait  b  =  i,  il  serait  permis  d'aller  plus  loin. 
En  comparant  les  termes 

i   i  i 

i  i  i 


I    o 

et   _  " 
48 
1  1  1 


on  remarque  qu'on  peut  ajouter  1  +  8,  1  +  1  +  2  -+-  4,  etc., 
en  procédant  de  gauche  à  droite  d'après  les  colonnes  obliques. 
On  obtiendra  finalement  : 

[554    1  2489' 1  2410'  1443  p 
(a8  —  5a2  -f-  5a  —  4)  x*  +  (a4  —  2a*  +  4a2  —  8a  -+-  9)#2?/ 
-+-  etc. 

Si,  au  contraire,  a  =  1,  il  faut  ajouter  les  coefficients  dans 
l'ordre  inverse. 

(A  suivre.) 


SUR  LA  RACINE  CUBIQUE  D'UNE  IRRATIONNELLE 

DE    LA    FORME   a  +  y/ 6    (*) . 
Par  M.  Itoutin,  professeur  au  Collège  de  Vire. 


La  transformation  d'une  expression  de  la  forme  \/ a  -h  yb 
en  une  somme  de  radicaux  simples,  est  traitée  dans  les  cours 
élémentaires;  la  transformation  analogue  pour  une  expression 

de  la  forme  y  a  +  \/b  a  été  examinée  dans  ce  Journal  (**). 
Nous   nous   proposons  dans  cette   note   une   transformation 

3/ T=- 

analogue  ponr  les  expressions  de  la  forme  \J  a  -+-  y  b. 

Cherchons  d'abord  la  forme  de  cette  racine,  et  supposons 
que  l'on  puisse  avoir  : 

yo  +  \/b  =  yx  h-  \/y. 

(*)  Cette  question  a  été  posée  et  résolue  par  Lacroix  ;  elle  fait  partie 
des  exercices  proposés  dans  l'algèbre  de  M.  G.  de  Longchamps  {Algèbre, 
leçon  14,  ex.  12). 

(**)  Voyez  Journal  1882,  p.  63. 
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L'élévation  au  cube  donne  : 

a  -f-  \/b  —  x\J  x  -h  y\/y  -h  3x\J  y  -t-  3y\/x* 
Le  second  membre  contenant  deux  radicaux  différents  ne 
pourra  pas  être  identifié  avec  le  premier;  donc  l'hypothèse 
faite  est  fausse.  On  voit  toutefois  que  l'identification  devient 
possible  si  l'un  des  radicaux  du  second  membre  disparaît, 
c'est-à-dire  si  x  est  un  carré  parfait. 
Posons  donc  : 

\l  a  +  \/b  =  x  +  \/y 
d'où  a  -h  \/b  —  x3  +  3x2\/y  +  %xy  +  Vs/y- 

Identifions  les  deux  membres  ;  il  vient  pour  déterminer 
x  et  y  les  deux  relations  : 

a  =  x3  h-  3xy,  (l) 

\/b  =  \/y(3x*  +  y). 

Élevons  au  carré  ces  deux  équations  et   retranchons-les. 

a2  —  xG  -h  bx^y  ■+-  qx2y2 

b  =  qx'ly  ■+■  bx2y2  +  y* 

a%  —  b' '=  xG  —  3xHj  +  3xzy'1  —  \f  —  (x2  —  y):) 


3 


x*  -  y  =  ya2  -  b. 
Si  a2  —  b  est  un  cube   parfait,   la    transformation   pourra 
être  avantageuse,  la  condition  est  nécessaire  ;  elle  n'est  pas 
suffisante. 


Pour  abréger,  posons  :  c  =  sjcï1  -h  b. 

On  a 

y  =  x2  —  c. 

Substituons  dans  (I)  cette  valeur  de  y,  il  vient  pour  dé- 
terminer x  l'équation  : 

4.x3  —  3  ex  —  a  =  o. 

Si  la  transformation  est  possible,  cette  équation  aura  une 
racine  eommensurable,  qu'il  est  aisé  de  trouver.  Si  la  racine 
est  entière,  elle  se  trouvera  parmi  les  diviseurs  du  terme 
indépendant  de  x,  ces  diviseurs  y  compris  a  et  i  étant  pris 
avec  le  signe  -h  ou  avec  le  signe  —  ;  si  elle  est  fraction- 
naire, son  numérateur  se  trouvera  ainsi  qu'il  vient  d'être 
dit,  et  son  dénominateur  sera  parmi  les  diviseurs  du  coeffi- 
cient du  terme  en  x3.  Ainsi,  après  quelques  essais,  on  pourra 
trouver  cette  racine. 
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La   première    condition:  a2  —  b,  cube  parfait,    peut   tou- 
jours   être    remplie,    il    suffit   de  mettre  la  racine  cherchée 

sous  la  forme  :    (x  4-  \/y)   )Jz9  et  de  profiter  de  l'indétermi- 
nation de  z  de  manière  à  remplir  cette  condition. 

Exemples  :  1°  Soit  à  transformer  y  y  4-  \/5o. 
Posons 

V7  +  v/5o  =  x  4-  \/y. 
Ici  a2  —  b  —  49  —  5o  =  —  i   dont  la  racine  cubique  est 
—  i  ;  donc  c  =  —  i ,  x  est  déterminé  par  l'équation  : 

4#3  -+-  3x  —  7  =  o 
La  transformation  sera  possible  si   cette  équation  admet 
une  racine  commensurable  ;  or,  à  simple  inspection,  on  voit 
la  racine  x  =  1  ;  ensuite  y  =  x2  —  c  =  2.  On  a  donc  : 

\h  +  v/5o  =  1  +  v/2  (*). 

3f— — 

2°  Soit  à  transformer  y/52  4-  3oy/3. 
Posons  : 

3  y ^  _      o 

V  52  +   30V/3   =■  (05  +  \/î/)   y'~. 

Si    on   répète    le    calcul  précédent,  en  tenant  compte   du 
facteur  ^2,  il  vient  : 

1/  a2  —  b       1  3,- : — 

x    ~  y  =   V —  =  ~  vV  -  b)z. 

t       z1  z 

Ici  a  —  52,      b  =  2700,      a2  —  6  =  4;       donc  : 

x2  —  y  =   -  V45;. 

(*)  L'identité 

a  h-  |/p  S  ^/a3  4-  3a|3  +  t/ft3a*  +  0)> 
donne  la  forme  arithmétique  des  nombres  a  et  &  qui  se  prêtent  à  une 

transformation    avantageuse   pour    l'expression   irrationnelle  y/a-+-\jb' 
Par  exemple,  en  faisant  a  =  1,  j3  =  -,  on  a  l'expression  numérique 
considérée  ici. 
De  même,  l'identité 

V7(«  +  y/|3)  S  V/ay(a2  +  3/3)  4-  y/j3(3a2  +  jS)2y2 
donne  la  forme  arithmétique  des  nombres  a,  6  auxquels  s'applique  la 
deuxième  transformation.  Ea  donnant  aux  lettres  a,  j3,  7  des  valeurs 
numériques  quelconques,  g  —  2,  g  =  3,  7  =  2,  par  exemple,  on  ob- 
tiendra une  irrationnelle  y  52  4-3o>/3,  à  laquelle  s'appliqup,  avec  certi- 
tude, la  transformation  présente.  G.  L. 
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Pour  que  x2  —  y  soit  rationnel,  il  suffît  de  faire  z  =   2, 
il  vient  alors  a,2  —  y  =  1  ;  et  pour  déterminer  x  l'équation  : 

^zx*  —  3czx  —  a  =  o 
qui  est  ici  8.x'3  —  6x  —  52  =  o. 

Cette   équation    admet  la    racine    commensurable  x  —  2 

d'où  ?/  =  ce2  —  c  =  3  et  l'on  a 

3/" :      75        /  /r,3(- 


y/52  +  3ov/3  =  (2  +  ^3)^2. 


VARIÉTÉS 

SUR    LA 

GÉOMÉTRIE  DE  LA.  RÈGLE  ET  DE  L'EQUERRE  (i;) 

Par  M.  G.  de  IiOiigchaiiips. 

f SECONDE    PARTIE) 


CHAPITRE  Ict 

LES  PREMIÈRES  APPLICATIONS  ;  LA  FAUSSE  ÉQUERRE  ET  LE  CORDEAU 

Il  n'entre  nullement  dans  notre  plan  de  reproduire  ici  la 
description  des  instruments  d'arpentage,  non  plus  que  leurs 
applications  classiques.  Nous  insisterons  seulement  dans  ce 
premier  chapitre  sur  deux  instruments  moins  connus,  et  qui 
sont  pourtant,  croyons-nous,  d'une  utilité  pratique  incontes- 
table; nous  voulons  parler  de  la  fausse  équerre  et  du  cordeau. 

1.  La  fausse  équerre  et  le  cordeau.  —  En  principe, 
la   fausse   équerre   est   composée    d'an  piquet    vertical   sur 


*)  La  première  partie  a  été  publiée,  eu  partie,  dans  ce  Jourual  et,  en 
partie,  daus  le  Journal  de  Mathématiques  spéciales,  pendant  les  années 
1885  et  188G;  cette  seconde  partie  ne  comporte  que  des  développements 
très  simples,  elle  paraîtra  régulièrement  dans  le  Journal  de  Mathéma- 
tiques élémentaires,  jusqu'à  son  dernier  chapitre. 
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lequel  on  peut  fixer  deux  tiges  horizontales,  munies  d'ali- 
dades, faisant  entre  elles  un  angle  quelconque  (*). 

Le  but  de  cet  instrument  est  de  reproduire,  en  différents 
points,  un  angle  déjà  observé. 

Quant  au  cordeau,  c'est  l'instrument  d'arpentage  le  plus 
simple  qu'on  puisse  imaginer;  un  ruban  d'acier  divisé  en 
parties  égales,  comme  celui  dont  se  servent  les  géomètres 
arpenteurs,  ou  même  une  simple  ficelle  terminée  par  deux 
petits  piquets  en  bois,  voilà  tout  l'instrument,  Nous  emploie- 
rons pourtant,  dans  quelques  solutions,  un  cordeau  un  peu 
plus  compliqué,  portant  certaines  divisions  ou,  pour  mieux 
dire,  certains  points  de  repaire  et  que  nous  nommerons  le 
cordeau  divisé:  il  peut,  d'ailleurs,  être  obtenu  sans  difficulté 
avec  une  corde  quelconque,  comme  nous  l'expliquerons  plus 
loin. 

2.  Réflexions  générales.  —  L'utilité  des  développe- 
ments dans  lesquels  nous  allons  entrer,  et  qui  n'est  peut-être 
pas  suffisamment  apparente,  est  surtout  motivée  par  la  sim- 
plicité extrême  des  instruments  qui  sont  en  jeu  dans  les 
solutions  que  nous  allons  exposer. 

A  ce  propos,  il  est  boa  de  noter  ici,  au  moment  où  nous 
pénétrons  dans  l'exposition  des  applications  pratiques  de  la 
géométrie  de  la  règle  et  de  l'équerre,  qu'il  n'est  pas  indiffé- 

(*)  On  trouve,  dans  une  ancienne  géométrie,  cette  description  de  la 
fausse  équerre  «Il  suffit  de  pratiquer 'sur  la  tête  d'un  gros  piquet,  deux 
entailles  droites  qui  se  coupent  d'une  manière  quelconque,  ou  de  fixer 
en  croix,  sur  le  bout  d'un  bâton,  deux  morceaux  de  bois  qui  fassent 
un  angle  quelconque  et  qui  portent  trois  épingles  plantées  perpendicu- 
lairement, une  au  point  de  croisement,  les  deux  autres  vers  les  extré- 
mités des  côtés  d'un  des  quatre  angles  formés.  »  [Géométrie  appliquée  à 
l'industrie,  par  Bergery,  ancien  élève  de  l'École  Polytechnique,  profes- 
seur à  l'École  d'artillerie  de  Metz,  ...  Bachelier,  1835;  p.  70). 

Cette  description  de  la  fausse  équerre  la  montre  bien,  croyons-nous, 
sous  son  jour  véritable.  Telle  est,  en  effet,  l'extrême  simplicité  de  cet 
instrument  qu'on  peut,  à  un  moment  donné,  réaliser  celui-ci  sur  le 
lieu  même  de  l'opération.  On  observera  notamment  la  différence  essen- 
tielle qui  distingue  la  fausse  équerre  des  différents  graphomètres.  Ceux- 
ci  ont  pour  but  de  mesurer  des  angles;  la  fausse  équerre  se  propose 
simplement  de  relever  un  angle  donné  pour  le  reproduire  en  un  autre 
point  du  terrain,  sans  que  la  valeur  de  cet  angle  ait  besoin  d'être 
connue. 
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rent  de  savoir  résoudre  un  problème  d'arpentage  par  des  pro- 
cédés très  divers.  En  effet,  quand  il  s'agit  d'obtenir  sur  le 
terrain  certains  résultats,  les  conditions  matérielles  qui  sont 
imposées  à  une  solution  connue,  bien  que  celle-ci  soit  irré- 
prochable au  point  de  vue  théorique,  peuvent  la  rendre 
absolument  illusoire  et  vaine. 

Cette  observation,  Servois,  dans  le  livre  que  nous  avons 
cité,  l'a  produite,  à  plusieurs  reprises,  y  insistant  avec  raison; 
nous  l'avons  eue,  nous-mêmes,  l'estimant  fort  judicieuse, 
constamment  présente  à  l'esprit  dans  la  rédaction  de  la  seconde 
partie  de  cet  ouvrage.  C'est  précisément,  pour  répondre  aux 
besoins  si  divers  de  la  géométrie  pratique,  que  nous  nous 
sommes  efforcé  de  multiplier  et  de  varier  autant  que  possi- 
ble, sans  toutefois  sortir  de  la  simplicité  qui  s'impose  tout 
naturellement  à  cette  géométrie,  les  solutions  des  problèmes 
fondamentaux  de  l'arpentage.  Dans  la  géométrie  théorique, 
on  s'attache,  et  avec  raison,  à  trouver  la  solution  la  plus 
élégante;  il  n'en  est  pas  toujours  ainsi  dans  la  géométrie 
pratique  et  telle  solution,  bien  qu'elle  exige  plus  de  tracés 
et  plus  de  calculs,  peut  pourtant,  dans  certains  cas,  être 
celle  qu'on  doit  préférer,  du  moins  dans  les  conditions  maté- 
rielles oîi  le  problème  se  présente. 

Cette  remarque  générale  étant  faite  ici,  pour  n'y  plus  reve- 
nir, nous  abordons  l'exposition  des  solutions  de  quelques 
problèmes  d'arpentage,  solutions  obtenues  par  l'emploi  de 
la  fausse  équerre  et  du  cordeau. 

3.  —  Prorlème  I  (*).  Prolonger  une  droite  au  delà  d'un 
obstacle. 

Ce  problème  est  l'un  de  ceux  auxquels  s'appliquent  le 
mieux  la  fausse  équerre  et  le  cordeau. 

La  fig.  120  montre  suffisamment,  sans  qu'il  soit  besoin 
d'entrer   dans  des   explications    qui    se    présentent    d'elles- 

(*)  Dans  ce  problème,  et  dans  plusieurs  de  ceux  qui  sont  traite's 
dans  ce  chapitre,  il  est  sous  entendu  que  les  solutions  nécessitent 
seulement  l'emploi  de  la  fausse  équerre  et  du  cordeau.  S'il  ne  doit 
être  fait  usage  que  de  l'un  ou  de  l'autre  de  ces  instruments,  l'énoncé 
fait  alors  mention  de  cette  particularité. 
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mômes  à  l'esprit,  comment  la  répétition  de  l'angle  0  permet 

de  résoudre  cette  question 
classique.  On  suppose  bien 
entendu  que,    avec   l'aide   du 


T 


w 

/ 


a     a 'Min'     ;\o 


A 


D 


? 


cordeau,  la  longueur  AB  ait  été 
reportée  de  C  en  D. 
Mais  il  est  bon  d'observer,  à 
Fig.  wo.  propos  de  ce  problème,  que  la 

fausse  équcrre  permet  de  le  résoudre  dans  des   conditions 

qui  ne  se  prêteraient  pas  à  l'u- 
sage de  l'équerre  ordinaire.  On 
voit  d'abord  (fig.  121)  comment 
on  peut  trouver  le  prolongement 
A'  de  A  en  faisant  marquer  à  la 
fausse  équerre  un  angle  obtus; 
et  même  ce  procédé  est,  dans  la  pratique;  un  peu  plus 
simple  parce  qu'il  exige  seulement  que  des  jalons  soient 
plantés  aux  points    A,  B,  G,  D.  Dans  le  cas  de  la  fig.   422 

on  a  précisément  appliqué  cette  seconde 
manière;  on  voit  qu'en  supposant,  et 
cette  hypothèse  se  présente  fréquem- 
ment sur  le  terrain,  l'obstacle  considéré 
environné  lui-même  d'autres  obstacles 
rendant  les  mouvements  de  l'équerre 
ordinaire  inefficaces,  la  fausse  équerre 
résout  le  problème  posé  avec  la  même 
facilité  que  dans  le  cas,  plus  simple,  que  nous  avons  examiné 
d'abord. 

Nous  reviendrons  d'ailleurs  sur  ce  problème  dans  le  cha- 
pitre suivant,  pour  le  résoudre  par  des  procédés  très  variés. 
4.  —  Remarque  I.  Si  l'on  veut  évaluer  la  longueur  de  la 
dioite  A  A'  qui  est  renfermée  dans  l'obstacle  considéré,  on 
observera  (fig.  120)  que  l'on  a 

A'D'  =  BG  -  A  A'  -  DD'; 
il  suffira  donc   de   mesurer   avec   le   ruban   divisé   les  lon- 
gueurs BG,   AA'  et    DIV  ;  on  appliquera    ensuite  la  formule 
précédente. 

Dans  le  cas  où  l'on  opère  comme  l'indique  la  fig.  122,  la 
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Longueur  AI)  se  calcule  par  La  formule 

AD=.BC.^. 

Remarqué  II.  Dans  le  cas  que  nous  avons  soulevé  tout 
à  L'heure  et  dans  lequel  nous  avons  supposé  que  l'obstacle 
cousidéré  se  trouvait  dans  le  voisinage  d'autres  obstacles, 
on  peu!  imaginer  que  ceux-ci  soient  tellement  multipliés  que 
les  solutions  données  soient,  l'une  et  l'autre,  impraticables; 
les  jalonnements  nécessaires  ne  pouvant  être  réalisés. 

Voici  une  solution  qui  pourrait  alors  être  essayée. 

Par  le  point  A,  traçons  deux  jalonnements,  AB,  AC,  faisant 
avec  AA',  des  angles  0,  0r  que  l'on  peut  successivement  relever 
avec  la  fausse  équerre.  En 
un  point  C,  arbitrairement 
choisi  sur  AG;  portons  la 
fausse  équerre  dont  les 
branches  font  l'angle  6  et, 
dans  la  partie  accessible, 
jalonnons  les  droites  CD,  Fig.  m. 

GB  telles  que  BGD  =  6.  Transportons-nous  ensuite  au  point  B 
et,  en  partant  de  ce  point,  jalonnons  la  droite  BD  faisant  avec 
BC  l'angle  0.  Le  point  D  ainsi  obtenu  appartient  au  prolonge- 
ment de  AA'. 

Si  l'on  observe  que,  dans  cette  solution,  la  position  du 
point  A,  les  angles  8  et  6',  la  longueur  AG  et  la  direction  de 
GB  sont  autant  de  quantités  arbitraires,  on  reconnaîtra  qu'elle 
offre,  malgré  sa  complication  évidente,  pour  certains  cas 
difficiles,  comme  ceux  que  nous  avons  prévus  tout  à  l'heure, 
de  réelles  ressources. 

Quant  à  la  longueur  de  AD,  elle  se  calcule  en  appliquant 
au  quadrilatère  ABGD  le  théorème  de  Ptolémée,  et  l'on  a 

AB.GD  +  AG.BD 


AD 


BG 


5.  —  Problème  II.  Élever  une  perpendiculaire  en  un  point  0 
pris  sur  une  droite  A. 

Avec  le  cordeau,  prenons,  à  partir  du  point  0  deux  points 
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A  et  B  équidistants  de  0  et.  en  ces  points,  fixons  deux  jalons. 

Ayant  donné  aux  branches 


'    l 


['■ 


A       9 


i  > 


de  la    fausse    équerre    une 

inclinaison    quelconque   0, 

transportons  l'instrument  au 

to TH7^ —    point  A  et  dirigeons  l'une 

.    '  des    branches    de    façon   à 

° 

viser   le  jalon    B;     l'autre 
branche   peut   occuper  par 
'•  ''  rapport  à  AB,  et  successi- 

Fi9'  j~f*'  vement,  deux  positions  sy- 

métriques AC,  AD  que  l'on  fait  jalonner.  Ayant  répété  au 
point  B  la  même  opération,  on  détermine  ainsi,  facilement, 
deux  points  G  et  D.  Finalement,  en  jalonnant  GD  on  obtient 
une  droite  qui  passe  par  le  point  0  et  qui  tombe  perpendicu- 
lairement sur  AB. 

Remarque.  —  La  construction  précédente  résout  aussi,  évi- 
demment, et  par  l'emploi  de  la  fausse  équerre  seule,  le  pro- 
blème qui  a  pour  but  d'élever  une  perpendiculaire  au  milieu 
d'une  droite  donnée  AB. 

6.  —  Prorlème  III.  Avec  la  fausse  équerre,  d'un  point  donné 
G,  abaisser  une  perpendiculaire  sur  une  droite  donnée  A. 

La  solution  de  ce  problème  s'inspire  tout  naturellement 
de  la  précédente. 

Ayant  choisi  sur  A  un  point  arbitraire  A,  on  prend  avec  la 
fausse  équerre  (en  visant  du  point  A  :  1°  le  point  C,  2°  un 
jalon  quelconque  placé  sur  A),  l'angle  0  des  droites  AG  et 
AB  (*).  On  répète  alors   les   constructions   que   nous   avons 

(*)  Les  bras  de  la  fausse  équerre  sont  ordinairement  fixés,  sur  le  pivot 
vertical  qui  les  supporte,  au  moyen  d'une  vis  de  pression;  ce  qui  per- 
met de  faire  tourner  ceux-ci  arbitrairement,  autour  de  leur  point  d'attache. 

La  fausse  équerre,  réduite  à  sa  plus  simple  expression,  est  constituée 
par  deux  tiges  horizontales  fixées  à  demeure  sur  le  pivot;  et  alors  l'angle 
donné  par  l'instrument  est  invariable.  On  voit  comment,  dans  ce  cas, 
on  doit  modifier  la  présente  solution. 

Le  point  A  ne  peut  plus  être  arbitrairement  choisi  et  l'on  doit,  par  un 
certain  tâtonnement,  qui  aboutit  d'ailleurs  rapidement,  chercher  le  point  A 
pour  lequel  l'angle  correspondant  à  celui  que  nous  avons  désigné  par  0, 
est  justement  égal  à  celui  de  l'instrument  avec  lequel  on  opère. 
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indiquées  au  paragraphe  précédent,  avec  cette  seule  modi- 
fication, que  le  point  H  se  détermine  sans  faire  usage  du 
cordeau,  en  cherchant,  par  tâtonnement,  le  point  de  A  duquel 
on  voit  les  points  connus  A  et  G  sous  l'angle  0. 

On  peut  d'ailleurs  ramener  le  problème  au  précédent  en 
menant  d'abord,  comme  nous  allons  l'expliquer,  par  le  point 
C  une  parallèle  à  A;  ou,  inversement,  on  peut  traiter  le  pro- 
blème I,  au  moyen  du  problème  IL  Cette  dernière  remarque 
n'est  pas  absolument  sans  intérêt  parce  qu'elle  prouve  qu'on 
peut  résoudre  le  problème  I  sans  avoir  recours  au  cordeau 
et  par  le  seul  usage  de  la  fausse  équerre. 

7.  —  Problème  IV.  Avec  la  fausse  équerre,  mener,  par  un 
point  C,  une  parallèle  à  une  droite  donnée  A. 

Plaçons-nous  en  un  point  A  de  A,  point  pour  lequel  l'angle 
CAB  a  une  valeur  0,  enregistrée  par  la  fausse  équerre.  En 
plaçant  cet  instrument  au  point  C  et  A, 

en  dirigeant  une  des  branches   dans  eT"-' 

la  direction  CA,  l'autre  branche  donne  ..-  " 

la  direction  qu'il   faut  faire  jalonner    ^  ,  -  \  o 


pour  obtenir  la  parallèle  demandée  A'.  A  B 

Pour  résoudre  le  problème  I,  sans  Ft9-  *35. 

avoir   recours    au    cordeau,   voici    la    marche  qu'il  faudrait 
suivre. 

Soit  G  le  point  par  lequel  on  propose  d'élever  une  perpen- 
diculaire à  la  droite  A';  on  trace  d'abord,  comme  nous 
venons  de  l'expliquer,  une  droite  A  parallèle  à  A'  et,  du  point 
G,  on  abaisse  une  perpendiculaire  sur  A.  Le  problème  I  se 
trouve  ainsi  résolu  au  moyen  des  problèmes  II  et  III  les- 
quels, comme  on  l'a  remarqué,  n'exigent  que  l'emploi  de 
la  fausse  é  luerre. 

8.  —  Problème  V.  Étant  donnée  une  inclinaison  9  des  bran- 

chcs  de  la  fausse  équerre,  leur  donner  une  inclinaison  26,    -> 

900  ±  0. 

1°  Prenons  d'abord  le  cas  où  l'on  veut  faire  l'angle  2O. 
D'un  point  A,  arbitrairement  choisi,  on  vise  successivement 
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û  A 


deux  points  dans  la  direction  des  tiges  qui  font  entre  elles 

l'angle  proposé  0  et,  dans  ces  direc- 
tions, on  fait  fixer  deux  jalons  B  et 
C.  Sans  quitter  le  point  A,  et  l'une 
des  tiges  étant  dirigée  encore  vers 
le  jalon  B,  mais  l'instrument  ayant 
été  retourné,  on  vise  de  nouveau 
le  long  de  la  deuxième  tige  et 
dans  cette  direction  nouvelle  on 
fixe  un  jalon  D.  Laissant  alors  cette 
tige  immobile,  on  fait  tourner  la 
Fig.  126.  première  de  façon  qu'elle  soit  diri- 

gée  vers   le  point  C;  dans  cette   disposition,  les  deux  tiges 

font  alors  l'angle  26. 

2°  Cherchons  maintenant  à 
faire  marquer  à  la  fausse 
équerre  un  angle  moitié  de 
celui  qu'elle  donne. 

Soit  BAD  l'angle  6  observé 
Fig.  12:.  par  la  fausse  équerre;  ayant 

li\é  un  jalon  au  point  B,  avec  un  cordeau  on  prend  la  lon- 
gueur AB  et  on  la  porte,  dans  le  pro- 
longement de  DA,  de  A  en  C.  Si  l'on 
transporte  alors  la  fausse  équerre  au 
point  C  et  si  l'on  vise  avec  ses  deux 
branches  les  jalons   D   et  B,    celles-ci 


Fig.  128. 


0 


feront  entre  elles  l'angle  -  •  Ainsi  Ton 


peut,    à  volonté,  doubler  l'angle  des  branches  de  la  fausse 
équerre  ou  le  réduire  à  sa  moitié. 

2°  Enfin,  si  l'on  veut  former  l'angle  complémentaire  900  —  0, 
il  suffira  de  jalonner  la  droite  HH'  perpendiculaire  à  A,  au 
point  A;  l'angle  HAB  est  égal  ù  go°  —  8,  On  observera  que  si 
l'on  veut  obtenir  l'angle  qo°  4-  0,  celui-ci  est  égal  à  l'angle 
BAH'. 

9.  —  Remarque.  Dans  les  problèmes  I,  II  que  nous  avons 
résolus  tout  à  l'heure,  nous  avons  supposé  que  l'on  pouvait 
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jalonner  le  terrain,  de  part  et  d'autre  de  la  droite  donnée  A; 
nous  avons  admis  encore  que  celle-ci  pouvait  être  prolongée 
de  part  et  d'autre  du  point  considéré  0.  Dans  la  pratique,  ces 
conditions  ne  sont  pas  toujours  accordées;  soit  que  AB  repré- 
sente le  bord  d'un  fleuve,  soit,  dans  d'autre  cas,  qu'un  obs- 
tacle vienne  se  placer  au  point  0  et  ne  permette  pas  les 
opérations  que  nous  avons  décrites. 

On  peut  résoudre  ces  cas  particuliers  par  des  procédés 
divers  et  faciles  à  imaginer;  mais  nous  indiquerons  tout  à 
l'heure,  pour  ces  singularités,  des  solutions  tout  à  fait  simples 
en  utilisant  l'instrument  auquel  nous  avons  fait  allusion 
plus  haut  et  que  nous  avons  nommé,  pour  le  distinguer  du 
cordeau  ordinaire,  le  cordeau  divisé. 

(A  suivre). 


CORRESPONDANCE 


Monsieur  le  Directeur, 

Vous  avez  publié,  dans  le  numéro  d'août  1886  de  votre 
journal,  un  article  de  M.  Casimir  Rey  sur  ce  qu'il  appelle 
l'omniformule  de  cubature;  dans  cet  article,  note  IV,  M.  Rey 
critique  une  phrase  d'un  autre  article  que  j'ai  publié  moi- 
même,  dans  les  Nouvelles  annales  de  mathématiques  en  1880,  à 
la  page  529. 

Je  m'adresse  à  votre  impartialité,  Monsieur  le  Directeur, 
pour  faire  connaître  ma  défense,  vos  lecteurs  l'apprécieront. 

I.  —  La  phrase  incriminée  est  la  suivante  : 
«  On  retrouve  ainsi  pour  expression  de  V  dans  ces  hypo- 
thèses, 

V  =  |  (Bt  +  4B2  +  C), 

formule  due  à  Maclaurin  (Fluxions.  n°  848;  1742).  » 

M.  Rey  dit  d'abord  :  que  le  n°  848  du  Traite  des  Fluxions 
de  Maclaurin  ne  s'occupe  pas  de  cubatures:  à  ce  point  de 
vue  il  a  raison  ;  mais  il  ne  me  paraît  pas  en    résulter  que 
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Maclaurin  ne  soit  pas  l'autour  (Tune  formule  générale  com- 
prenant, sans  aucun  calcul  nouveau,  la   forme  -  (B,  +  y\B2 

4-  B3)  comme  valeur  exacte  de    /    F(x)  dx,  pourvu  que  F(.r) 

J     0 

soit  une  l'onction  entière  et  rationnelle  d'à;  dont  le  degré  ne 
surpasse  pas  3. 

Or  toutes  les  personnes  qui  s'en  occupent  savent  que  l'in- 
tégrale de  F  (a;)  sert  indifféremment  à  trouver  la  quadrature 
de  la  courbe  dont  l'ordonnée  est  F(a;),  à  cuber  le  volume 
engendré  par  une  aire  plane,  dont  le  plan  se  déplace  à  lui- 
même,  et  qui  est  exprimée  par  F(x),  et  encore  à  beaucoup 
d'autres  questions. 

M.  Rey,  lui-même,  parait  s'en  douter  un  peu,  car  il  déduit 
de  l'omniformule  de  cubature,  par  une  modification  insi- 
gnifiante, la  quadrature  de  la  parabole,  (note  III  de  son 
article. 

Il  me  parait  que  Maclaurin  devait,  lui,  en  être  absolument 
certain,  car  il  termine  le  n°  848  de  son  Traité  des  Fluxions, 
comme  on  le  verra  ci-après,  en  déduisaut  de  sa  formule, 
par  la  suppression  de  certains  termes,  deux  théorèmes  de 
Newton,  et  le  Dr  Richard  Baltzcr,  dans  son  ouvrage  intitulé  : 
Die  FAemente  der  Mathematik,  4me  édition,  Liepzig.  t.  II,  p. 
245,  n°  10,  dit  que  l'une  de  ces  formules  réduites,  (qui  n'est 
autre  que  l'omniformule  de  M.  Rey),  a  élé  établie  par  Newton, 
comme  méthode  approchée,  pour  la  cubature  d'un  segment 
solide  par  le  moyen  de  plusieurs  sections  parallèles,  ou  la 
quadrature  d'une  aire  plane  par  le  moyen  de  plusieurs  cor- 
des parallèles. 

Dans  mon  article  de  1880,  je  n'ai  point  dit  que  Maclaurin 
eût  appliqué  la  formule  que  je  lui  attribue,  plutôt  à  une 
question  qu'à  une  autre,  je  l'ai  seulement  cité  à  propos  d'une 
recherche  de  volume,  et  dans  la  note  finale  je  dis  que  1rs 
formules  que  je  donne  s'appliquent  sans  modification  sensible 
a  des  quadratures  que  je  définis. 

IL  —  En  second  lieu,  M.  Rey  entre  dans  l'analyse  du 
n°  848  du  Traité  des  Fluxions  de  Maclaurin;  je  ne  puis  le 
suivre  sur  ce  terrain  qu'après  avoir  examiné  quelques  dôii- 
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nitions  résultant    de   numéros   précédents;  j'emprunte  mes 

citations  à  la  traduction  française  du   Traité  des  Fluxions  de 
Maclaurin  par  le  P.  Pezenas,  17 VIL 

J'y  lis  d'abord  au  n°  830,  conservant  la  figure  mentionnée 
par  M.  Roy  : 

«  Supposant  maintenant  l'excès  de  af  sur  A  F  représenté 
par  y.,  les  excès  respectifs  de  leur  première,  troisième,  cin- 
quième Fluxions,  etc.,  par  g,  o,  Ç,  etc.,  la  fluxion  de  la  base 
étant  supposée  =  i,  »  ce  que  j'interprète  ainsi  d'après  noire 
langage  actuel  : 

Supposant  maintenant  l'excès  de  af  sur  AF  représenté  par 
a,  les  différences  des  valeurs  particulières  que  prennent  les 
dérivés  première,  troisième,  cinquième,  etc.,  de  l'ordonnée 
par  rapport  à  l'abscisse,  et  correspondant  aux  mêmes  valeurs 
de  l'abscisse  que  les  ordonnées  af  et  AF,  par  (3,  o,  Ç,  etc. 

Celte  interprétation  est  corroborée  par  ce  que  je  lis  au 
n°  833  : 

«  Car  supposant  OP  =  x,  PM  =  y,  soit  FM/ une  parabole, 
ou  une  hyperbole,  dont  l'équation  est  y  =  xr,  OA  =  m, 
Oa  —  n,  ...  par  conséquent  AF  =  mr,  af  =  nr,  ...  af  —  AF 
—  x  —  nr  —  mr;  y  =  rxr~ix  et  supposant  x  —  ...  =  i  la 
différence  des  Fluxions  de  afet  AF  est  rnr~i  —  rmv~{  =  (3; 
y  =  r(r  —  i)(r  —  2)xr~'ix,  et  o  =  r(r  —  i)(r  —  2)(nr_3  —  mr~'à. 
On  calculera  de  même  Ç,  0,  etc.  » 

Ceci  me  parait  constituer  une  définition  parfaitement  claire 
des  nombres  que  Maclaurin  désigne  par  a,  (3,  o,  l,  0.  etc. 

Je  trouve  encore  dans  le  n°  833  un  membre  de  phrase  que 
je  rapporte  parce  qu'il  m'est  utile  pour  établir  ma  proposi- 
tion, le  voici  : 

« ;  parce  que  lorsque  r  =  i  les  fluxions  de  AF  et  af 

sont  égales  et  (3  =  o,   lorsque  r  ==  3,  o  =  o,  lorsque  r  ==  5, 
'Ç  =  o,  etc.  » 

III.  —  Ceci  posé  je  puis,  de  mon  côté,  entrer  dans  l'examen 
du  n°  848,  et  j'y  trouve  en  premier  lieu  : 

«  La  base  ka  étant  divisée  en  un  nombre  de  parties  égales, 
représenté  par  n,  soit  l'aire  AF/a  =  Q,  la  somme  des  ordon- 
nées extrêmes  AF  -+-  af  —  A,  la  somme  de  toutes  les  ordonnées 
BE  +  CK  +  etc.  =  B,  la  base  ka  —  R,  et  que  6,  â,  £,  etc.,  repré- 
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sentent  les  mêmes  quantités  que  ei-devant;  l'aire  AI*1/''  =  Q 

A  //13     \_  RS  RGc     un  -+-  i 

R h ■ etc.  » 


K2n  -h  2        nn  —  1/  j2onn       30240       n* 

Puis,  plus  Las.  mémo  numéro; 

a  Supposons  n  =  2,  ou  qu'il  y  a  seulement  trois  ordonnées 
(auquel    cas  B  marque     celle     du     milieu)    l'aire   kY/'a 

A  +  4B  R*S  5  RGÇ  .      c. 

R 1 etc.  Si  on  suppose 


6  4  X  720        16  X  30240 

n  =  3,  ou  qu'il  n'y  a  que  quatre  ordonnées,  B  représentera 
la    somme    de    la    seconde    et   de    la    troisième,  l'aire  AF/a 

A  +  3B^  R4ô  R6C  t  ' 

—  etc.  Ln  négligeant 


720       81  >:  3024 
8;  Ç,  6,  etc.,  on  aura  deux  des  théorèmes  donnés  par  Newton 
et  par  d'autres,  pour  calculer  l'aire  par  les  ordonnées  équi- 

/  A  +  3B    \ 

distantes,  dont  le  dernier  (AF/a  =  — — -    R)  est  fort  recom- 
mandé par  M.  Cotes,  » 

IV.  —  Comparant  ceci  avec  ce  que  dit  mon  contradicteur 
je  constate  :   1°  que  la  formule  qu'il  cite  :  k¥fa  =  :  — — -R 

R4o  R6? 

4- etc.,  n'appartient  pas  à  Maclaurin; 


9  X  720  81  X  3024 
mais  est  le  résultat  de  la  soudure  que  le  critique  a  faite  du 
premier  terme  de  l'avant-dernière  formule  citée,  et  corres- 
pondant à  n  =  2,  avec  les  termes  suivant  le  premier  dans  la 
dernière  correspondant  à  n  =  3. 

2°  Que  la  définition  qu'il  donne  des  nombres  0,  ;,  etc..  à 
savoir:  0,  Ç,  etc.,  sont  ce  que  nous  appelons  actuellement  les 
différences  3e,  5e  de  y  par  rapport  à  l'abscisse,  pour  yt  =  ta. 
y0  =  FA  (les  abscisses  sont  comptées  à  partir  du  point  0),  non 
seulement  n'a  pas  la  clarté  de  la  définition  donnée  par  Mac- 
laurin et  rapportée  plus  haut,  mais  n'a  aucun  rapport  avec 
elle,  et  n'a  aucun  sens  pour  moi. 

3°  Que  bien  que  Maclaurin  n'ait  pas  fait  spécialement 
l'application  de  sa  formule  au  cas  ou  y  est  une  fonction 
entière  et  rationnelle  d'ec.  dont  le  degré  ne  surpasse  pas  3, 
son  observation  faite    plus   haut    que  si  r  =  3,     8  =  o,  lui 
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perniettail  de  conclure  que  dans  cg  cas  et  pour  n       i  sa  for- 

A  -+-  4B 
mule  se  réduit  à  AF/a  ,        H,  exactement,  tandis  que 

() 

dans  Le  cas  général  le  théorème  de  Newton  el  autres  qu'il 
reproduit  en  négligeant  0,  Ç,  etc.,  n'est  qu'une  formule  d'appro- 
ximation comme  celle  de  Simpson  aussi  citée  par  M.  Rcy. 

4°  Qu'on  peut  aussi  déduire  de  la  formule  de  Maclaurin. 
pour  le  cas  »  =,2  et  si  l'ordonnée  est  une  fonction  ration- 
nelle et  entière  du  quatrième  degré  de  l'abscisse,  que  l'aire 

AF/a        ■    —. —  R  —  -,  exactement  (Ç,  G,  étant  nuls), 

1  b  4X  720  v       '  ;' 

et  qu'en  conséquence  la  formule  que  M.  Rey  propose  de 
qualifier  d'omniformule  ne  s'y  applique  pas,  puisqu'elle  diffère 

R*o 

de  la  valeur  vraie  de  qui  n'est  pas  nulle  en  général, 

4  X  720 

ce  qui  n'est  peut-être  pas  propre  à  vulgariser  la  dénominaiion 

nouvelle. 

V.  —  Conclusion.  Je  pense  que  du  momeut  qu'une  propo- 
sition particulière  peut  se  déduire  d'une  proposition  générale 
due  à  un  auteur,  par  la  substitution  d'un  système  de  nombres 
à  un  système  d'un  nombre  égal  de  lettres  représentant  des 
nombres  quelconques,  dans  certaines  limites,  cette  proposition 
particulière  peut  être  considérée  comme  due  au  même  auteur. 

Cette  opinion  peut  m'être  personnelle,  mais  elle  me  parait 
au  moins  aussi  fondée  que  la  proposition  de  donner  la  déno- 
mination d'omniformule  à  une  formule  qui  ne  s'applique  qu'à 
un  nombre  limité  de  cas. 

Recevez,  je  vous  prie,  Monsieur  le  Directeur,  l'assurance 


de  ma  considération  distinguée. 


L.  Maleyx. 


Rien  n'est  plus  difficile  à  résoudre,  croyons-nous,  que 
certaines  questions  de  priorité  il  n'y  a  donc  pas  lieu  d'être 
surpris  qu'elles  donnent  naissance  à  des  discussions.  La 
paternité  de  la  plus  grande  découverte  mathématique  (celle 
du  calcul  différentiel)  a  soulevé,  comme  l'on  sait,  entre  New- 
ton et  Leibniz  et  leurs  partisans  réciproques,  une  querelle 
célèbre,  à  peine  éteinte  de  nos  jours.  Cette  difficulté  inné- 
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rente  à  la  plupart  dos  questions  historiques  ne  constitue  pas 
une  raison  suffisante  pour  les  abandonner,  bien  au  contraire, 
et  l'intérêt  qu'elles  comportent  veut  qu'on  s'efforce  de  jeter 
sur  elles  toute  la  lumière  possible.  Nous  voulons  même  profi- 
ter de  l'occasion  présente  pour  dire  à  nos  correspondants 
divers  combien  nous  leur  serons  reconnaissant  de  toutes  les 
indications  bibliographiques,  ou  autres,  qu'ils  pourront  nous 
communiquer  sur  une  question  soulevée  dans  ce  journal. 

A  propos  de  1  article  de  M.  C.  Rey  et  de  la  lettre  qu'on 
vient  de  lire,  voici  certains  renseignements  empruntés  à  une 
publication  étrangère  (*)  et  qu'on  lira  peut-être  avec  intérêt, 

«  C'est  la  formule  (**),  donnée  par  M.  Baillairgé  dans  son 
Traité  de  Géométrie  (Québec  1866),  et  propagée  par  lui  avec  un 
éclat  et  un  succès  qui  lui  ont  attiré  de  grands  éloges;  on  lui 
en  a  même  attribué  la  paternité. 

»  Un  peu  avant  cette  époque,  et  depuis;  M.  Sergent,  ingénieur 
français,  était  un  ardent  propagateur  de  cette  formule  ;  on  la 
voit  exposée  dans  son  Traité  de  Métrage,  dont  nous  avons 
sous  les  yeux  la  4e  édition.  M.  Edouard  Lagôut,  dans  sa 
Takimètrie,  ne  pouvait  manquer  d'en  tirer  profit  à  son  tour. 

»  Ce  n'est  que  depuis  peu  que  l'on  trouve  cette  belle  for- 
mule exposée  dans  les  traités  en  vogue,  et  que  l'on  commence 
à  se  demander  pourquoi  il  n'en  est  pas  fait  mention  dans  les 
programmes  officiels  de  l'enseignement  en  France.  On  lui 
donne  ordinairement  le  nom  de  Formule  prismoïdale;  l'auteur 
des  articles  publiés  par  le  Journal  de  Mathématiques  Elémen- 
taires propose  de  la  nommer  Omniformule  des  cubatures. 

»  Quoi  qu'il  en  soit,  cette  formule  est  déjà  vieille:  exposée  et 
démontrée  par  Thomas  Simpson  en  1750,  elle  a  été  généralisée 
et  améliorée  par  Charles  Hutton  en  1770,  reprise  et  appliquée 
largement  par  Macneil  en  1833,  et  par  W.-H.  Gillespie  en 
1847.  Aujourd'hui  on  semble  en  comprendre  mieux  l'impor- 
tance et  la  valeur;  son  admirable  simplicité  donne  certaine- 
ment lieu  de  désirer  qu'elle  soit  adoptée  même  dans  les  pro- 
grammes de  l'enseignement  élémentaire.  »  G.  L. 

(*)  Journal  de  l'Instruction  publique,  Montréal  (Canada);  novembre  1886. 
(**)  11  s'agit  de  ronmilbrmule,  bien  entendu. 
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BACCALAUREAT  ES  SCIENCES  (1886 


FACULTÉ  DE  DIJON 

9  juillet.  Série  unique.  —  D'un  point  O,  de  l'arête  d'un  angle  dièdre 
droit,  pris  pour  centre,  on  décrit  dans  l'une  des  faces  une  circonfé- 
rence de  rayon  r.  Par  un  autre  point  de  la  même  arête,  situé  à  une 
distance  d  du  point  0,  on  mène  dans  la  seconde  face  du  dièdre  une 
droite  IA  faisant  avec  l'arête  un  angle  donné  a. 

Gela  posé,  on  demande  de  trouver  sur  la  circonférence  O,  le  point  M 
dont  la  distance  à  la  droite  IA  est  maxima. 

8  novembre.  4"  série.  —  On  ignore  la  valeur  du  paramètre  K  dont 
dépendent  les  coefficients  de  l'équation  du  second  degré  en  x  : 

x>  +  (3K  +  i)x  +  K2  —  2K  —  5  =  o, 
mais  on   sait  que  l'une  des  racines  de  cette  équation  est  le  triple  de 
l'autre;  cela  posé,  on  demande  les  valeurs  de  ces  deux  racines. 

10  novembre.  2me  série.  —  Un  cercle  dont  le  plan  est  perpendi- 
culaire sur  la  ligne  de  terre,  étant  donné  par  les  projections  de  son 
centre  et  par  la  longueur  de  son  rayon,  on  demande  de  construire  les 
projections  de  ceux  de  ses  points  qui  sont  situés  à  une  distance  donnée 
d'un  plan  donné  par  ses  traces. 

12  novembre.  Sme  série.  —  Calculer  les  trois  côtés  d'un  triangle 
connaissant  le  rayon  du  cercle  inscrit,  un  angle  A  et  la  hauteur  issue 
du  sommet  de  cet  angle. 


QUESTIONS  PROPOSEES 


240.  —  La  résultante  de  trois  forces  MA,  MB,  MC  repré- 
sentées par  les  distances  d'un  point  quelconque  M  du  plan 
d'un  triangle  aux  trois  sommets,  est  représentée  par  la  droite 
qui  joint  M  à  son  anticomplémentaire  (*).      (J.  Neuberg.) 

241.  —  Soient  M  et  W  deux  points  inverses  par  rapport 
au  triangle  ABC.  La  résultante  de  trois  forces  représentées 
par  les  perpendiculaires  abaissées  de  M'  sur  les  côtés  de  ABC 
est  perpendiculaire  à  la  droite  qui  est  harmoniquement 
associée  à  M.  (J.  Neuberg.) 

■    {*)  L'éuoncé  seul  de  cette  question  est  nouveau.    On    peut  faire  une 
observation  analogue  pour  le  théorème  qui  suit. 

Pour  avoir  l' anti-complémentaire  de  M,  (7  suffit  de  joindre  M  au  centre 
de  gravité  de  ABC  et  de  prolonger  cette  droite  d'une  longueur  double. 
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242.  —  On  considère  un  cercle  0  et  deux  diamètres  rec- 
tangulaires AB, 
CD;  les  tangentes 
en  C  et  A  se  cou- 
pent en  P.  Soit  MN 
une  corde  quel- 
conque parallèle 
à  AB;on  rabat  AM 
en  AI  sur  AN,  et 
NBenNI'surNA; 
enfin,  on  joint  IP 
et  DP.  Démontrer 
que  les  perpendi- 
culaires élevées  : 
l'une  à  PI,  au  point 
I;  l'autre  a  DI\ 
au  point  I'  ren- 
contrent la  tangente  en  N'  en  deux  points  J  et  J'  symétriques 
par  rapport  à  N.  (G.  L.) 

N.  B.  On  pourra  résoudre  cette  question  en  observant  que  les  points 
I,  I'  décrivent  des  circonférences,  quand  MN  se  déplace  parallèlement 
à  AB  et  en  appliquant  le  principe  des  transversales  réciproques. 


NOTE  SUR  LES  QUESTIONS  131,  132  ET  238 


On  nous  fait  observer  que  ces  deux  questions  proposées  par  M.  E. 
Lemoine  ont  été  traitées  par  lui  dans  ses  «  Exercices  divers  de  Mathéma- 
tiques élémentaires  »  (J.  E.  188~>.  pp.  241-243.  Exercice  LU)  ;  nous  les  con1 
sidérons  donc  comme  résolue,  et  la  note  que  nous  avons  placée  à  la  fin 
du  n°  de  décembre  dernier  ne  les  concerne  pas. 

Il  ne  sera  pas  iDséré  de  solution  pour  la  question  238.  L'auteur  de 
cette  question  nous  annonce  qu'elle  a  été  déjà  traitée;  ainsi  qu'il  vienl 
de  l'apprendre. 


Le  Directeur-Gérant, 

G.  de  LONGGHAMPS. 


IMPRIMERIE    CENTRALE   DES   CHEMINS   DE   FER.   —   IMPRIMEKIE  CHAiX. 
RUE  BERGÈRE,  20,   PARIS.   —   27204-6. 
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SIMPLIFICATION  DU  CALCUL  ALGEBRIQUE 

Par  M.  II.  Philippof. 

[Suite,  voir  p.  3). 


3.  Symboles  cartésiens.  —  J'appelle  symbole  carté- 
sien, un  symbole  composé  des  coefficients  du  polynôme  (non 
homogène  dans  le  cas  général)  à  deux  variables  (ou  coor- 
données). 


Exemples  : 


*) 


x 


2; 


*j 


Les  lignes  horizontales  sont  multipliées 

A  d  u     respectivement  par  y2,  y  et  1  ;  les  colonnes 

D  h  v     verticales  sont  multipliées  par  x%,  x  et  1. 
G  H  I 

u 
ABC     —  (A  +  Bw  -h  Cua)  +  (D  -t-  Eu  4-  Yu%)v. 
D  E  F 


=  (kx*-hBxu+Cu2)y*-h(Dx'i-}-ïïxu+Fu*)yv 

-+-  (Gx*-hE.ux+Iu*)v2 
(symbole  homogène  à  quatre  variables). 


Je  reprends  l'exemple  du  paragraphe  précédent  et  je  me 
propose  de  multiplier 

1      1      i'     1     2'     1     3         par         1     4'     1     1      1 

en  supposant  que         1      1      1     —     a%  —  a  -h  1,  etc. 
On  verra  aisément  que  le  produit  est  une  forme  cartésienne  : 


X            u 

y 

V 

ABC 
D  E  F 
G  H  I 

x 

— 

— 

3 
4 

10 
4 

9 
8 

4 
5 

4 

2 

4 

i> 

1 

1 

2 

1 

0 

0 

1 

0 

a 
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X 

o 

0 

A 

o 

B 

C 

Remarque.  —  Les  colonne s  obliques  d'une  forme  cartésienne 
sont  des  polynômes  homogènes.  Exemple  : 


=  kx2  +  Bax  -h  Ca2. 
o  B 

a 

4.  Multiplication  des  symboles  ayant  les  bases 
différentes.  —  Je  me  propose  de  multiplier  (abcdx)  par 
(ABCD?/).  Il  est  évident  que  le  produit  est  égal  à  la  forme  car- 
tésienne suivante  : 

La  loi  de  formation  est  la  même  que 
celle  des  formes  rectangulaires,  mais  les 
colonnes  obliques  sont  des  polynômes 
homogènes  irréductibles.  Les  formes  rec- 
tangulaires ne  sont  que  le  cas  particulier 

y     ai)  OD  eu  au     des  formes  cartésiennes.  Il  suffit  de  poser 

y  =  x  pour  obtenir  une  forme  rectangulaire. 

5.  Multiplication  des  formes  cartésiennes.  —  S'il 
faut  multiplier 


X 

«A  bk 

c\ 

dk 

oB  bB 

cB 

cIB 

aC  bO 

cG 

dC 

au  bB 

cD 

(ID 

j'écris 

ah.    aB 
aC    aD 


y 

a    a 


X 

a 

b 

c 

d 

e 

f 

9 

h 

i 

par 


// 


X 

A 

B 

C 

D 

et  j'ajoute   les  lettres 


a    a 

,  J'écris  de  la  même  manière 


.  J'obtiens 
et  j'ajoute 


A  B 

C  D 

bk  bB 

bC  bB 

cette  expression  à  la  précédente  en  la  plaçant  à  droite  : 
•     ak    aB     +     bk     bB 
aG    au     -h     60     bu 

dk     dB  .,    .  ,,  v     ,       n 

et  j  ajoute    cette   expression   a    la    tonne 


J'écris 


ak    aB 
aC    aD 


dC    du 

en  la  plaçant  en  bas 


aC 

+ 
dk 


etc. 
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En  procédant  ainsi,  j'obtiens  finalement  la  forme  suivante  : 


ak 

aB 

bk 

6B 

ck 

(B 

aG 

al) 

bO 

bV 

cG 

cD 

dk 

dB 

ek 

eB 

A 

/B 

rfG 

dl) 

eG 

eD 

[G 

/•D 

gk 

r/ii 

hk 

liB 

ik 

tB 

gC 

gP 

hC 

hU 

iG 

iU 

Gela  veut  dire  que  le  produit  de 
a  -h  bx  -\-  dy  -b  ex2  -\-  exy  ■+■  gif  +  fx2y  +  hxy2  +  ix2\f 
par 

A  +  B#  +  Gy  ■+■  Dxy 
est  égal  à  l'expression  suivante  : 

ak  +  («B  +  6A)#  +  (aG  +  dA)?/  +  (6B  +  cA.)#2 
+  (aD  +  60  +  dB  +  eAjxj/  +  (dG  +  #A)?/2  +  etc  . . .  -h  îï)asty'  • 

6.  Division.  —  Diviser 

70c5  +  2  3a;2?/  h-  jxy2  +  3i/3     par     7a?2  -+-  ixy  +  y*. 

Réponse  : 


7     °-i 


/ 
2     1 


3 


7     2     1 


t     3 


21     6     3 
6     3 


o 


Résultat  :  œ  +  3?/. 


Remarque.  — J'adopte  la  notation  0,1  pour  — ;    0,01  pour 

x 

y 

— .  etc. 
x2' 
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Exemple  :  Diviser 

5         3         6  t         2 

2a2  4-  6a  -  1 ; r     par    a  4-  3  h h  — 

a        a2       a3  a       a* 


Réponse  :  Ou  divise 

2     6     7,         5     3     6         par         1     3, 


1     2 


ou 


2     6     1     5     3     6        par         1     3     1     2     o 
Résultat  : 

o 
—  D 

2     o,       3  —  ia 

a 

7.  Division  des  symboles  ayant  les  coefficients 
symboliques.  —  Exemple  :  Diviser 

(—  3  4-  4a  —  4a2  4-  a3)  -+-  (  1  o  —  4a  —  2a2  4  a3)# 
+  (g  _  8a  4-  4a2  —  2a3  4-  aK)x2  4-  (—  4  4-  5a  —  5a2  4-  a3)x8 
par 

(—24-  a)x  4-  (1  —  a  4-  a2)»2. 

Réponse  :  On  divise  : 


T  4  4*  1'  10  4  2  ['9842  1'  4  5  5  1 

3  1'  2  1'  1  1  1 

3 1      21     iii     444 
3  1      21     iii     iii 

11  r  4  1 

3  1      21     iii     0 

84 

o    12   7    I   o        ^ 


12    4 

3   1 


2   1 


0 


o 

Résultat  :  (1  -  a  4-  a2)  +  (-4  +  a)#. 

Le  calcul  est  si  simple  que  je  crois  inutile  de  l'expliquer. 
Il  est  préférable  d'opérer  avec  des  symboles  croissants  parce 
que  dans  ce  cas  toutes  les  réductions  procèdent  de  gauche  à 
droite. 

(A  suivre.) 
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MÉTHODE  SIMPLE  POUR  LE  TRACÉ  DES  JOINTS 

DANS   LES  VOUTES   ELLIPTIQUES    (*) 
Par  M.  Maurice  d'Ocaçne,  ingénieur  des  Ponts  et  Chaussées. 


On  ne  peut  se  servir,  pour  le  tracé  des  joints  dans  les 
voûtes  elliptiques,  surtout  lorsqu'il  s'agît  des  épures  de 
grandes  dimensions  que  les  appareilleurs  dressent  sur  les 
chantiers,  d'une  construction  quelconque  de  la  normale  à 
l'ellipse.  Une  telle  construction  peut,  pour  ainsi  dire,  être 
variée  à  l'infini,  mais  elle  doit  remplir  certaines  conditions 
particulières  pour  avoir  une  valeur  'pratique.  Elle  doit  d'abord 
être  aussi  simple  que  possible,  ne  comporter  qu'une  opéra- 
tion graphique  réduite  au  minimum  du  travail  nécessaire  ; 


0 r% % N5  ""Et  ""iï;"' S, "Wj 


elle  doit  ensuite  tenir  dans  un  espace  aussi  restreint  que 
possible,  exclure  par  son  essence  même  les  prolongements 
de  tracé  au  delà  des  limites  de  l'épure.  On  reconnaîtra  que  le 
procédé  suivant  répond  bien  à  ces  caractères. 


(*)  La  première  partie  de  cette  note  est  extraite  des  Annales  des  ponts 
et  chaussées  (septembre  1886,  p.  403). 
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Soient  Mt,  M2,  M3,...  M7  les  points  du  quart  d'ellipse  AB 
par  où  il  s'agit  de  tracer  les  joints,  c'est-à-dire  les  normales 
à  l'ellipse. 

Les  tangentes  aux  sommets  A  et  B  se  coupant  en  Ç,  tirons 
les  droites  AB  et  OC. 

Les  perpendiculaires  à  OA  menées  par  les  points  M4,  M2, 
M3,...  M7  coupent  la  droite  OC  aux  points  L1?  L2,  L3,...  L7. 

Les  perpendiculaires  à  AB  menées  par  les  points  Llf  L2, 
L3,...  L7  coupent  l'axe  OA  aux  points  Nt,  N2,  N3;...  N7.  Les 
droites  M^,  M2N2,  M3N3,...  M7N7  sont  les  normales  cherchées. 
La  justification  de  ce  procédé  est  des  plus  simples.  Soit 
MN  la  normale  à  l'ellipse  au  point  M.  Du  point  N  abaissons 
sur  la  droite  AB  la  perpendiculaire  NL,  qui  coupe  l'ordonnée 
MP  au  point  L. 

On  a,  en  vertu    d'une  propriété  bien  connue  de  l'ellipse 

PN       62 
ÔP  "=  ô2' 
Les    triangles  PLN     et    OAB 
ayant   leurs    côtés  perpendicu- 
laires  chacun   à  chacun,    on   a 
aussi 

PL       a 
PN  ~~  6' 
Multipliant  ces  égalités  mem- 
.  bre  à  membre  ;  il  vient 
PL       b 
OP  ^  a' 

égalité  qui  montre  que  le  point  L  se  trouve  sur  la  droite  OC, 
ce  qu'il  fallait  démontrer. 

Cette  propriété  est  un  cas  particulier  d'un  théorème  qui  se 
trouve  établi  avec  un  certain  nombre  d'autres,  dans  notre 
Étude  géométrique  sur  l'ellipse  qui  a  paru  dans  la  Revue  ma- 
ritime et  coloniale  (lit raison  d'octobre  1886). 

On  peut  encore  obtenir,  très  simplement,  la  normale  à 
l'ellipse  par  l'application  du  théorème  suivant  qui  n'est  pas 
connu  que  je  sache  et  qui  constitue  une  jolie  propriété  de 
cette  courbe. 
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Soit  (*),  sur  le  cercle  principal  qui  a  pour  diamètre  le  grand 
axe  d'une  ellipse,  M'  le  point  correspondant  au  point  M  de  cette 
ellipse.  Si  Von  porte,  sur  le  rayon  OM' ',  la  longueur  M'N'  égale 
au  demi-petit  axe  de  V ellipse,  la  droite  MN  est  la  normale  en  M 
à  cette  ellipse. 

Ce  théorème  se  rattache  à  un  ensemble  de  propriétés  de 
l'ellipse  qui  fera  l'objet  d'uu  de  mes  prochains  Mémoires. 

11  conduit  au  mode  suivant  de  description  de  l'ellipse  par 
points  et  normales  : 

Soient  (M"),  (M')  et  (N)  trois  cercles  concentriques,  de  rayons 
respectifs  b,  a  et  a  +  b.  Par  le  centre  commun  de  ces  cercles, 
menons  deux  axes  rectangulaires  Ox  et  Oy.  Un  rayon  pivotant 
autour  du  point  0  coupe  ces  cercles  respectivement  en  M",  M'  et 
N.  Soit  M  le  point  de  rencontre  des  perpendiculaires  menées  à 
Ox  par  M'  et  à  Oy  par  M".  Le  point  M  décrit  l'ellipse  qui  a  pour 
demi-axes  OA  —  a  et  OB  =  b,  et  MN  est  normale  à  cette 
ellipse. 


DÉMONSTRATION 

D'UN   THÉORÈME  D'ARITHMÉTIQUE 

Par  M.E.  Catalan,  Professeur  émérite  à  l'Université  de  Liège 


1.  —  Dans  un  des  derniers  numéros  de  la  Bévue  scienti- 
fique (18  septembre),  M.  Dclbœuf,  le  savant  Professeur  à 
l'Université  de  Liège,  donne,  sans  démonstration,  un  curieux 
théorème  sur  la  divisibilité  des  nombres,  que  l'on  peut  énoncer 
ainsi  : 

Soit  un  nombre  entier  N,  décomposé  en  deux  parties  aa',  bb' 
telles  que  les  facteurs  a,  b  soient  premiers  entre  eux,  et  que  les 
facteurs  a',  b'  soient,  aussi,  premiers  entre  eux. 

Soient,  d'autre  part,  six  nombres  entiers,  A,  A',  B,  B',  x,  xr y 
satisfaisant  aux  conditions  : 

Aa  +  B6  =  N*,  AV  +  B'b'  =  NV. 

(*)  Le  lecteur  est  prié  de  faire  la  figure. 

(**)  Extrait  de  la  Revue  Scientifique,  du  1G  octobre  1886. 
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Cela  posé,  on  a 

AA'  4-  BB'  =  «(N). 
Des  équations 

aa'  4-  W  =  N,  ka  4-  Bb  =  Nos, 
on  déduit: 

a  (A  -  a'a;)  4-  6(B  -  &'tf  =  o. 
Donc 

A  =  «'#  4-  66,  B  =  6'û3  -  «0;  (1) 

6  étant  un  entier  quelconque,  positif  ou  négatif. 
De  même, 

A'  =  ox'  4-  &'ô\  Br  =  bx'  -  aV.  (-2) 

Par  conséquent, 

A  A'  +  BB'  =  N(omd'  4-  06').  (3) 

2.  —  Remarque.  Si  N  =  f1  +  9%  prenons  a?'  =  as,  0'  =  6. 
L'égalité  (3)  devient 

AA'  4-  BB'  ==  (f*  +  #2)  (a;2  4-  02), 
ou  AA'  4-  BB'  =  (fx  ±  08)"  4-  (/&  ±  go?)».  (\) 

Ainsi,  dans  ce  cas  particulier,  la  quantité  A  A'  4-  BB',  mul- 
tiple de  N,  est  une  somme  de  deux  carrés. 

3.  —  Exemple.  N  =  j3,  a  =  3,   b  =  2,   a'  =  5,  b'  —  29, 

05=  7. 

On  trouve  : 
A  =  21  4-296,     B=i4-5e,     A=35  +  26,     B  =  2o3  -  36; 
puis 

AA'  4-  BB'  =  73(72  4-  62)  =  (56  ±  36)»  4-  (21  ~  86)2. 

LES  CARRÉS  MAGIQUES  DE  FERMAT 

RESTAURÉS   ET  PUBLIÉS    SUR   DES   DOCUMENTS    ORIGINAUX    ET   INÉDITS 

Par  M.  Ed.  Lucas. 
[Suite  et  fin,  voir  2m*  série,  9"1'  année,  p.  176.) 


V addition  d'équidifférences . 

Reprenons  la  table  d'addition  de  seize  nombres;  nous 
supposerons  a,  6,  c,  d,  et  p,  q,  r,  s9  rangés  dans  l'ordre  crois- 
sant et  de  plus 

b  4-  p  <  a  4-  q. 
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de  telle  sorte  que  ap  et  bp  sont  les  deux  plus  petits  nombres 
de  la  table. 

Si  l'on  échange  la  première  ligne  des  quartiers  de  droite 
avec  la  seconde  ligne  des  quartiers  de  gauche,  on  obtient 
la  table  II  (pg.  44);  mais  pour  que  cette  nouvelle  figure 
représente  une  table  d'addition  il  faut  et  il  suffît  que  l'on  ait 
les  deux  relations 

a  +  d  =  b  +  c    et    p  -h  s  =  r  -+-  q. 

Si,  dans  la  table  II,  on  échange  deux  quartiers  oproscs; 
par  exemple,  le  quartier  supérieur  de  droite  avec  le  quartier 
inférieur  de  gauche,  on  obtient  une  nouvelle  table  d'addition. 
D'ailleurs,  il  ne  saurait  exister  plus  de  trois  tables  distinctes  ; 
on  observera,  en  outre,  que  les  nombres  conjugués  se 
trouvent  toujours  accouplés  deux  par  deux,  comme  dans  la 
première  et  que  les  nombres  placés  sur  les  deux  diagonales 
sont  les  mêmes  dans  les  trois  tables. 

Chacune  des  tables  d'addition  fournit  un  nombre  égal  de 
carrés  à  quartiers;  on  a  ainsi 

8  X  432  =  3436 
carrés  qui  correspondent  aux  carrés   y,  (3,  y  des  tables  de 
Frenicle. 

On  a,  en  résumé,  les  théorèmes  suivants  : 

Si  l'on  forme  avec  deux  équidiffe  renées 

a.  b  :  c.  cl    et    p.  q  :  r.  s 
c'est-à-dire  avec  huit  nombres  différents,  mais  tels  que 

a  -+-  d  =;  b  +  e    et    p  +  s  =  q  +  r, 
trois  tables  d'addition;  d'après  les  tables  I,  II,  III,  on  pourra 
former  ensuite  3,4o6  carrés  magiques  à  quartiers  égaux. 

La  somme  des  huit  nombres  placés  dans  les  deux  dieigonales 
égale  la  somme  des  huit  autres  nombres. 

Il  en  est  de  même  de  la  somme  des  carrés  et  de  la  somme  des 
cubes. 

Les  carrés  3  des  tables  de  Frenicle. 

Si,  dans  le  carré  du  type  F  (pg.  40),  on  échange  les  nombres 
des  cases  intérieures  des  lignes  extrêmes,  on  obtient  le  carré 
(pg.  46);  mais  pour  que  ce  nouveau  carré  soit  magique,  il 
faut  et  il  suffît  que  la  somme  des  boules  ar  et  dq  soit  égale  à 
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la  somme  des  boules  bp  et  es,  c'est-à-dire  que  l'on  ait 
a  +  d  —  (b  +  c)  =  p  +  5  —  (q  +  r). 

Par  conséquent,  lorsque  cette  relation  sera  vérifiée,  on 
déduira  du  type  F  et  du  type  F  deux  nouveaux  carrés,  mais 
bien  que  ceux-ci  conservent  le  type  primitif,  nous  les  dési- 
gnerons par  G  et  G'. 

Dans  le  cas  particulier  de  la  table  d'addition  de  deux  équi- 
différences,  la  relation  précédente  se  trouve  vérifiée,  puisque 
les  deux  membres  sont  nuls;  dans  ce  cas,  le  nombre  des 
carrés  G  et  Gr  est  triplé,  on  a  donc  384 G  et  384G'  qui  cor- 
respondent à  96  carrés  8  de  Frénicle,  que  l'on  doit  multi- 
plier par  8,  à  cause  de  la  rotation  et  de  la  symétrie;  dans 
le  cas  particulier  de  deux  équidifférences,  les  deux  carrés 
médians  ont  des  sommes  égales  à  la  constante;  ainsi  cela  a 
lieu  pour  les  carrés  formés  (fig.  46)  par  bq,  cp,  bs,  cr  et  aq, 
dp,  as,  dr.  • 

Le  lecteur  trouvera  la  suite  de  ces  recherches  dans  une  note 
insérée  à  la  fin  de  l'ouvrage  de  M.  le  général  Frolow  :  Recher- 
ches nouvelles  sur  les  carrés  magiques  (Paris,  Gauthier- Villars). 


VARIÉTÉS 


SUR   LA 


GÉOMÉTRIE  DE  LA  RÈGLE  ET  DE  L'ÉQUERRE  ('* 

Par  M.  Ci.  de  Loiigchanips. 

(seconde  partie) 

[Suite,  voir  p.  9). 


10.  Le  cordeau  divisé.  —  Imaginons  qu'une  ficelle, 
d'une  longueur  arbitrairement  choisie,  ait  été  repliée  douze 
fois  sur  elle-même;  marquons  par  des  nœuds  les  points  de 
division  et  plaçons  des  signes  de  reconnaissance  à  la  troi- 
sième et  à  la  septième  division.  Nous  aurons  ainsi  constitué 
le  cordeau  divisé. 
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Il  nous  reste  à  montrer  quelques-unes  de  ses  applications. 

Si  nous  considérons  l'équation  indéterminée 

ce2  +  if  =  z\ 
nous    observons    qu'elle    admet   une    infinité    de    solutions 
entières;  en  particulier,  elle  est  vérifiée  par 
x  =  3,        y  =  4,        z=5. 

Ces  nombres  correspondent  à  la  solution  la  plus  simple, 
et  ils  représentent  les  trois  côtés  d'un  triangle  rectangle. 
C'est  pour  ce  motif  que  le  cordeau  AA'  a  été  divisé,  comme 
nous  l'avons  dit,  en  trois  parties  AB  =«  3,    BG  =  4,    CA'  =  5. 

Le  point  B,  qui  sépare  les  intervalles  AB  et  BC,  se  désigne 
parla  notation  (3.4)  ;  de  môme,  C  s'appelle  le  point  (4.5). 
Quand  nous  réunirons  les  extrémités  A,  Ar  du  cordeau,  nous 
obtiendrons  un  troisième  point;  ce  sera  le  point  (3.5). 

11.  —  Problème  VI.  Avec  le  cordeau  seul,  élever  une  perpen- 
diculaire en  un  point  0  d'une  droite  donnée  A. 

Au  point  0,  je  place  le  point  (3.4)  du  cordeau,  et,  à  l'aide 
d'un  piquet,  je  fixe  également  le  point  (4.5)  sur  A,  en  un 
certain  point  P.  Ayant  pris  le  point  q 

(3.5)  par  la  réunion  des  extrémités 
du    cordeau   dans   la    même    main, 
on  s'avance  jusqu'à  ce  que  le   cor-  &- — 
deau  soit  bien  tendu.  A  ce  moment  Hg-  /W- 

le  point  (3.5)  est  placé  quelque  part  sur  le  terrain,  en  Q.  Alors 
OQ  est  la  perpendiculaire  demandée. 

Remarque.  I.  —  On  observera  que  la  construction  précé- 
dente exige  seulement  que  l'on  puisse  parcourir  une  partie 
de  la  droite  donnée  A;  cette  solution  s'applique  donc  d'une 
façon  particulièrement  simple  au  problème  clans  lequel  on  se 
propose  d'élever  une  perpendiculaire  â  l'extrémité  d'une  droite 
qu'on  ne  peut  prolonger. 

Remarque  II.  —  On  voit  aussi  comment,  avec  le  cordeau, 
on  peut  abaisser,  d'un  point  donné  Q,  une  perpendiculaire  sur 
la  droite  A. 

Ayant  fixé  en  Q  le  point  (3.5)  on  chemine  sur  A  jusqu'à  ce 
qu'on  ait  trouvé  sur  cette  droite  un  point  P  tel  quePQ,  repré- 


M' 

P/'          Xo 
^ 

M  ~Û~"~ 

Fig.  130, 
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sente  le  segment  de  longueur  5  dans  le  cordeau,  rigoureuse- 
ment tendu.  Prenant  alors  le  piquet  qui  est  fixé  au  point  (3.4) 
on  chemine  de  nouveau  sur  A  jusqu'à  ce  que  l'on  oblienne 
un  cordeau  Lien  tendu.  Si  0  est  le  point  auquel  on  s'arrête 
alors,  QO  est  la  perpendiculaire  cherchée. 

Problème  (*).  —  Avec  le  cordeau  mener  par  un  point  donné  M 
une  parallèle  à  une  droite  A. 

Jalonnons  une  droite  partant  de    M    et  coupant  A  en  P  ; 
puis,  avec  le  cordeau,  ayant  pris  une  longueur  de  corde  égale 

à  MP,  plantons  sur  le  prolonge- 
ment de  MP  un  jalon  M'  de  telle 
sorte  que  PM'  =  MP. 

Gela  fait,  par  Mr  traçons  un 
nouveau  jalonnement  M'QM"  et, 
comme  tout  à  l'heure,  fixons  en 
M"  un  jalon  de  telle  sorte  que  QM"  =  M'Q.  Il  ne  reste  plus 
qu'à  jalonner  MM"  pour  avoir  la  parallèle  demandée. 

12.  Problème  VII.  —  Avec  le  cordeau,  tracer  la  bissectrice 
d'un  angle  donné. 

Soient  A,  A'  les  droites  données;  sur  A  je  fixe,  arbitraire- 
ment, un  jalon  en   A   et  je  prends  une  longueur  de  corde 
4  égale  à  OA.  En  portant  cette  même 

longueur,  à  partir  de  0,  jusqu'en 
Ar,  on  pourra  tendre  une  corde  de 
A  en  À'  ;  et  en  repliant  cette  der- 
nière longueur  de  façon  que  l'ex- 
trémité A'  vienne  en  A,  la  nouvelle 
Fl0-  /ISI-  extrémité    M     fera     connaître    le 

milieu  de  AA\  Il  ne  reste  plus  qu'à  jalonner  OM. 

Remarque.  —  Si  A  et  A'  représentent  les  traces  sur  le  plan 
horizontal  de  deux  murs  verticaux,  on  voit  que  la  méthode 


M 


â' 


A' 


(*)  Ce  problème,  et  plusieurs  de  ceux  qui  suivent  ont  été  examinés 
dans  une  note  intitulée  Sur  les  constructions  dans  le  plan  et  dans  l'espace, 
avec  la  droite  seule,  par  M.  de  Tilly,  membre  de  l'Académie  royale  de 
Belgique  Mathcsis,  1886  ;  p.  124.) 
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précédente   donne  très   rapidement,  et  dans  des  conditions 
tout  à  fait  pratiques  la  trace  CM  du  plan  bissecteur. 

13.  Examen  du  cas  où  le  sommet  de  l'angle  con- 
sidéré est  inaccessible.  —  On  sait  comment  on  résout 
ordinairement  ce  problème  en  coupant  les  droites  données 
par  une  transversale  quelconque  et  en  s'appuyant  sur  ce 
fait  que  le  centre  du  cercle  inscrit  au  triangle  ainsi  formé, 
étant  joint  au  centre  d'un  des  cercles  ex-inscrits,  donne  une 
droite  passant  par  le  sommet  correspondant  du  triangle. 

Mais  cette  construction,  très  simple  en  théorie,  présente, 
au  point  de  vue  pratique,  quelques  longueurs  qu'on  peut 
éviter,  comme  nous  allons  le  montrer. 

Nous  rappelons  que  si,  sur  deux  droites  A,  A',  ou  considère 
deux  ponctuelles 

Â,B,  C,...;    A',B',C'..., 
telles  que  l'on  ait 

AB  =  A'B',     BB  =  B'C'..., 
les  milieux  des   droites  AAr,  BB',  GC...    qui  joignent  les 
points  homologues  des  deux  ponctuelles  sont  des  points  situés 
sur  une  droite  (*)  parallèle  à  la  bissectrice  des  droites  A,  A' 

{*)  C'est  cette  droite  que  Gbasles,  dans  un  de  ses  mémoires  [Comptes 
rendus,  3  décembre  1860)  appelait  la  droite  milieu.  La  proposition  en 
question,  proposition  d'ailleurs  bien  connue  et  très  évidente,  fait  l'objet 
du  théorème  III  dans  le  mémoire  cité,  lequel  a  pour  titre  :  Propriétés  rela- 
tives au  déplacement  fini  quelconque  dans  l'espace  d'une  figure  de  forme 
invariable.  / 

Ce  théorème  que  nous  allons  utiliser  ici  X 

n'est  qu'un  corollaire  d'une  proposition  plus  /  / 

générale    et  qui  est  relative  à  la  parabole,  /     j 

enveloppe  des  droites  qui  joignent  les  points  / 

correspondants   B,  B'  de  deux  ponctuelles,  */  / 

telles  que  Ton  ait  /f  \n 

AB  =  K. A'B' ,        BC  =  K.B'C . . . 
K  désignant  une  constante.  / 

Mais,  pour  les  personnes    auxquelles   ces  / 

considérations    ne   seraient   pas  familières,      /  / 1 

voici  comment  on  peut,  en  deux  mots,  démon-  q     •'  /. — ■% -j 

trer  le  théorème  présent. 

Soient  m  et  n  les  milieux  des  droites  AA',  Fig.  133. 

BB';  menons  mp  et  nq  parallèles  à  AB,  puis  mr  parallèle  à  A'B'. 

Nous  avons 

OA                 OB 
mp  = ,       nq  = , 

2  2 
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ou  pour  être  plus  précis,  ù  la  bissectrice  des  semi-droites  dont 
les  directions  sont  celles  des  segments  ÀB  et  A'B'. 

Soient  A  et  B  deux  points  quelconques  de  A;  à  partir  d'un 

point  A',  arbitrairement 
choisi  sur  A',  prenons,  avec 
le  cordeau,  A'B'  =  AB  ; 
d'après  le  théorème  que 
nous  venons  de  rappeler,  la 
droite  8  qui  joiut  les  mi- 
lieux M,  N  des  droites 
AA',  BB'  est  parallèle  à  la 
bissectrice  cherchée.  En 
abaissant  de  A  une  per- 
pendiculaire sur  o  et  en 
jalonnant,  par  le  point  H 
Fig.  132.  milieu  de  AG,  une  parallèle 

à  o,  on  obtient  une  droite  8'  qui  est  la  bissectrice  demandée. 

(A  suivre.) 


M, 


â' 


I> 


CONCOURS  D'AGRÉGATION  (1886) 


PROBLÈME  DE  MATHÉMATIQUES  ÉLÉMENTAIRES 

Solution  géométrique  par  M.  Boudant,  professeur 
au  lycée  d'Àngoulème. 

On  donne  un  cercle  et  deux  points  P  et  Q  situés  sur  un  de  ses 
diamètres;  on  joint  les  points  P  et  Q  aux  extrémités  A  et  B  d'un 
diamètre  du  cercle  par  les  droites  PA  et  QB  qui  se  coupent  au 
point  M.  On  fait  tourner  le  diamètre  AB  et  l'on  demande: 

et,  par  suite, 


m  = 


OB  — OA 


De  même,  nous  pouvons  écrire 
op  =  , 


oq  = 


AB 

2 

OB' 


d'où 


pq  =  mr  = 


A'B' 


Ainsi  le   triangle   mrn   est  isocèle,  ce  qui  prouve  bien  que  mn   est 
parallèle  à  la  bissectrice  de  l'angle  des  droites  AB,  A'B'. 
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MA 
1°  D'étudier  la  variation  du  rapport  -r- — ■  c/  de  construire  la 

ir       MB 

/fywrc  lorsque  ce  rapport  a  une  valeur  donnée. 

2°  D'étudier  la  variation  de  l'angle  AMB  et  de  construire  la 
figure  lorsque  cet  angle  a  une  valeur  donnée. 

S0  A'  et  B'  étant  les  seconds  points  d'intersection  des  droites 
MA  et  MB  avec  la  circonférence  du  cercle  donné,  de  trouver  le 
lieu  du  centre  du  cercle  circonscrit  au  triangle  MA'B'. 


4°  Variations  du  rapport 


MA 
MB 


Menons  AQr  parallèle  à  MQ.     OQ'  =  OQ. 
Les  triangles  semblables 


donnent  : 
MA 


ia 


PA 
MQ 


b  —  a 

a  +  b 


AQ'       b  -  a 


d'où 


et 


MQ  +  AQ' 
AQ' 

MB 


2b 


b  —  a 
2b 


AQ'       b  -  a 
Par  division,  on  obtient 

MA       AQ' 

X 


PA        MB 


2a 


b-a 
MA 


X 


MB 


b  —  a 

2  h 
a       PA 

_    V    , 


b  ' x  AQ' 


PA 


MA 


nous  pourons  donc  substituer  le  rapport- —  au  rapport 

AQ  ir       MB 

Si  nous  nous  proposions  de  trouver  sur  le  cercle  CAO  un 

AP 

point  A  tel  que  le  rapport  •—  soit  égal  à  un  rapport  donné, 

il  faudrait  construire  le  cercle  lieu  des  potnts  dont  le  rapport 
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des  distances  à  deux  points  fixes  est  constant.  Ce  cercle  est 
symétrique  par  rapport  au  diamètre  CD.  Il  y  a  donc  un  point 

AP 

À  et  un  seul  situé  sur  l'arc  CD  tel  que  le  rapport  — — -  soit 

A  Q 

égal    à  un  rapport  donné.   Il    résulte    de  là  que   lorsque  le 

point  A  se  meut  de  C  vers  D  sur  la  demi-circonférence  CAD, 

le  rapport  va  sans  cesse  en  variant  dans  le  même  sens  et,  ici, 

en  croissant. 

A  p  T>    Ij 

Le  rapport  — — -  part  de  la  valeur  initiale  ~ et  croit 

AQ  R  —  a 

constamment  jusqu'à  la  valeur  finale— 

R  +  a 

Lorsque  le  point  A  se  meut  de  D  vers  C  sur  l'arc  DBC,  le 

•p    .    y. 

rapport  décroît  constamment  de  la  valeur  — ■  à  la  valeur 

R-t-  a 

R-b 


R-a 

Pour  construire  le  point  M  qui  correspond  à  un   rapport 

PA  b 

donnéK;  il  suffit  de  construire  un  point  A  tel  que  — —  =  K  X  -i 

1      AQ  a 

et  pour  cela,  de  construire  le  cercle  lieu  des  points  dont  le 

rapport  des  distances  aux  deux  points  P  et  Q'  est  égal  au 

b      Tr 
rapport  -  X  K. 
a 

2°  Variations  de  Vangle  AMB. 

Nous  substituons  à  l'angle  AMB  l'angle  PAQ'. 

Proposons-nous  de  construire  un  point  A  tel  que  l'angle 
PAQ'  soit  égal  à  un  angle  donné. 

Nous  construisons  sur  PQr  un  segment  capable  de  cet  angle 
PAQr.  Ce  segment  coupe  en  général  le  demi- cercle  CAD  en 
deux  points  A  et  A,. 

Si  nous  prenons  un  point  E  sur  l'arc  AAj,  l'angle  PEQ'  sera 
plus  grand  que  l'angle  PAQ\  Donc,  tant  que  la  circonférence 
menée  parles  deux  points  P  et  Q'  ne  sera  pas  tangente  à  la 
circonférence  CAD,  on  pourra  trouver  sur  l'arc  CAD  un 
point  E  qui  correspondra  à  un  angle  supérieur. 
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On  aura  donc  l'angle  maximum  en  menant  par  les  deux 
points  P  et  Q'  une  circonférence  tangente  au  cercle  CAD. 

On  sait  que  le  problème  admet  deux  solutions.  Dans  le 
cas  de  la  ligure,  les  deux  solutions,  sont  symétriques  par 
rapport  au  diamètre  CD  et  par  conséquent  donnent  deux  points 
symétriques  par  rapport  au  môme  diamètre. 

Soit  E  le  point  de  contact  de  cette  circonférence  avec  la 
circonférence  CAD. 

Ce  point  correspond  au  maximum  de  l'angle. 

L'angle  croît  donc  de  o  à  ce  maximum  PEQ'  et  décroît  de 
cette  dernière  valeur  à  o. 

En  dessous  du  diamètre  CD,  l'angle  croît  de  o  à  PE'Q'  et 
décroit  de  cette  valeur  à  o. 

Pour  construire  le  point  correspondant  à  un  angle  donné 
on  emploie  la  construction  indiquée  plus  haut. 


3°  Lien  du  centre  du  cercle  circonscrit  au  triangle  A'MB'. 
les  donnent  les  relations  sui\ 

PoT2  =  Sh?  +  PM2  -  2PM  X 


Les  triangles  donnent  les  relations  suivantes  : 

MA' 


"2  ^T"2 


Qco2  =  Mo/  h-  QM'  -  2QM  x 


2 

B'M 

o 


Retranchons  : 
Q^2  -  "K>2  =  QM2  -  PM2  -  QM  X  B'M  +  PMx  MA'. 
Qo?  - ï>o?  =  QM2  -  PM2 -QM(QM- QB')  +  PM(PM  +  PA) 
.  =  QM  X  QBr  +  PM  X  PA'. 

Les  triangles  semblables  donnent  : 

PM       a  +  b  QM_o+6[ 

PÂ  zz  b  -  a'  QB  "  "  b  -  a' 

Q^  _  ÏV2  =  ?-±_-  (QB'  X  QB  +  PA  X  PA'). 
b  —  a 

PA  X  PA'  =  GP  X  PD  =  R2  -  b* 
QB  x  QB'  =  R2  -  a2. 

Ô7T>2  -  ÏV>  =  ^-^UR2  -  «2  -  ^2)  -  conste. 
b  —  a 

Le  problème  revient  donc  à   trouver  lo  lieu     des   points 
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tels  que  la  différence  des  carrés  de  leurs  distances  à  deux 
points  fixes  soit  égale  h  un  carré  donné.  On  sait  que  ce 
lieu  est  une  droite  perpendiculaire  à  la  droite  qui  joint  les 
deux  points  fixes. 

Le  lieu  est  donc  ici  une  perpendiculaire  au  diamètre  DC. 


EXERCICES  DIVERS 

Par  M.  Boutin,  professeur  aux  Collège  de  Vire. 
(Suite,  voir  p.  270.) 


30.  —  Le  cercle  ex-inscrit  r'  partage  par  son  point  de 
contact,  chacun  des  côtés  a,  b,  c  en  deux  segments  soit  ad- 
ditifs, soit  soustractifs.  Si  La,  L'b,  L'c  désignent  les  longueurs 
des  portions  de  tangente  commune  extérieure  aux  circonfé- 
rences décrites  avec  les  segments  en  question  pour  diamètres, 
adjacents  aux  angles  À,  B,  C  et  comprenant  ces  angles  et  non 
leur  supplément.  Si  L'a,  L'û,...  L'a*.,  désignent  des  quantités 
analogues  pour  les  segments  déterminés  par  ces  points  de 
contact  des  deux  autres  cercles  ex-inscrits,  on  a  les  relations 

C2,v  RV*»"  ÇPrr'" 

L>  j  r  j  t         o  /  /        t  "t  "r  "  i  "'  \  '"t  "  fi\ 

aL(,Lc  =  — — ,   LaLijLr.  =  — ; — >  Llt  L^LC   =   — -       >     \i) 

abc  abc  abc 

-K-a&ij-K-r        LaL;,Lc       LaL/,Lc LaL^Lc a'r        b/'        ,~* 

r       ""T7-"- ~==      r'"      =âbc~4R'     U 

On  trouve,  en  effet,  aisément  : 

A  .  B 


C 


U=  p  sin  -  i/b  —  $  —  c)  sin  ~              h'c  =  {p  -  b)  sin  Z 

"  2 

A  B  u               \    .     G 

La  =  (p  —  c)  sin  —  Li>  =  p  sin  —  Lc  =  [p  —  a)  sin  - 


t  '"        /  /  \     •      A  T  '"        ,  ,      .      B  _  in  G 

La  =  ip  —  b)  sin  —         Lb  =  [p  —  a)  sin  -  Lc  =  p  sin  — 


d'où 


t    t  't  '         /         n,  .    .    A    .    B   .    C     p[p  —  ayp-b)-[p  —  c)- 

LaLhLc=  plp  —  b){p  —  c)  sm  —.sm  -sin  -=■ ; - 

i         i        i  abc 

S«  S2rr' 


p[p  —  a)dbc       abc 
On  démontre  de  même  les  deux  autres  formules  (1);  et,  de  leur  com- 
paraison entre  elles  et  avec  celles  de  l'exercice  précédent,  on  déduit 
la  formule  (2). 
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31.  —  Si  par  le  point  D  de  la  hauteur  AD  a'un  triangle 
ABC,  on  mène  une  droite  FDE  faisant  avec  BC  l'angle  x  et 
coupant  les  autres  côtés  en  F  et  Ë,  de  manière  que  les 
triangles  ABC,  AEF  soient  équivalents;  qu'on  fasse  de  même 
pour  les  pieds  des  deux  autres  hauteurs,  y  et  z  désignant 
des  angles  analogues  à  x.  On  a  : 

tgx  +  tgy  +  tgz  =  o. 

32.  —  On  considère  un  angle  A  =  6o°  et  un  cercle  de 
rayon  r  inscrit  dans  cet  angle.  On  mène  au  cercle  une 
tangente  quelconque  BC  qui  forme  avec  les  côtés  de  l'angle 
A  un  triangle  ABC.  H  désignant  l'orthocentre  de  ce  triangle; 
démontrer  que  quel  que  soit  le  côté  BC  ;  on  a  la  relation  : 

BH  +  CH  ±  AH  =  ir 
±  suivant  que  le  cercle  r  est  ex-inscrit  ou  inscrit  dans  ABC. 

33.  —  Si  sur  les  côtés  BC,  AC  d'un  triangle  ABC  on  porte 
les  longueurs  AD  —  AE  égales  à  la  moyenne  géométrique 
des  côtés  b,  c  qui  comprennent  l'angle  A  ; 

1°  Les  triangles  ADE,  ABC  sont  équivalents. 

2°  Si  xa  désigne  la  longueur  de  bissectrice  comprise  entre 
A  et  la  droite  DE  ;  xb,  xc  désignant  des  quantités  analogues 
pour  des  constructions  semblables  faites  relativement  aux 
autres  angles  ;  on  a  entre  ces  quantités  les  relations  : 

XaX[)Xc  ^=   op 

2  2  2  2 

&a  +  0Cb  +  Xc  =  p 

xa,  xb,  xc  sont  les  demi-petits  axes  des  ellipses  considérées 
précédemment  (§  13). 

3°  Si  2ya  désigne  la  longueur  DE;  2yb,  2yc  des  longueurs 
analogues;  on  a,  entre  ces  quantités  les  relations: 

yaybyc  =  Sr, 
I  I  I  I 

yl     vl     vl     rl 

Va,  Vb,  y<-  sont  les  demi-axes  non  transverses  des  hyperboles 
qui  font  l'objet  du  même  numéro. 

4°  La  droite  DE  coupe  le  côté  BC  en  A';  B',  G'  étant  des 
points  analogues;  les  droites:  AA'3  BB',  CC  concourent  en 
un  même  point. 
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5°  Ce  point  est  le  bary  centre   des  sommets   affectés  des 

coefficients  \/a,  \/h,  \/c 

6°  Il  eet  à  lui-même  son  réciproque  du  premier  ordre. 
(Système  général  de  correspondance  indiqué  par  M.  de  Long- 
champs.) 

7°  Il  jouit  de  la  propriété  que  la  somme  des  inverses  de 
ses  distances  aux  trois  côtés  du  triangle  est  minimum. 

34,  —  Dans  un  système  quelconque  de  numératiou,  le 
double  du  dernier  chiffre  significatif,  et  le  carré  de  ce  chiffre 
s'écrivent  avec  les  mêmes  caractères  en  ordre  inverse. 

D'une  manière  générale  b  désignant  la  base  d'un  système 
et  n  un  entier  <  b;  les  deux  nombres 

n(b  —  i)  et  (b  —  i)(b  —  n  H-  i) 

s'écrivent  avec  les  mêmes  chiffres  en  ordre  inverse. 

En  effet 

1°  b  étant  la  base,  le  dernier  chiffre  significatif  est  b  —  i  : 
2[b  —  i)         s'écrit         l.((6  —  2));   ■ 
(b  —  i)2  =  ft2  —  ib  -h  1  =  b{b  —  2)  +  1 
et  s'écrit  [[b  —  2)).i. 

2°  D'une  manière  générale 

n[b  —  1)  =  nb  —  n  =  (n  —  i)b  4-  [b  —  n) 
et  s'écrit. 

/>  —  i)(6  —  n  +  1)  —  b(b  —  n)  +  n  —  1, 
ce  qui  s'écrit 

((6--n)).((n-  1)). 
Les  doubles  parenthèses  comprenant  les  chiffres  employés. 

(A  suivre.) 


CORRESPONDANCE 


Extrait  d'une  lettre  de  M.  Levât,   ancien  élève  de 
r Ecole  Polytechnique. 

Voici  une  petite  propriété  des  nombres. 
Pour  avoir  la  somme  des  carrés  des  nombres  de  1  à   ion, 
on  procède  ainsi  : 

La  somme  des  carrés  des  nombres  de  1  à  10  est  égale  à  385. 
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Pour  avoir  celle  des  nombres  de  i  à  ioa  :  1°  ou  intercale 
un  3,  entre  le  3  et  le  8;  2°  un  3,  entre  le  8  et  le  5  ;  et  3° 
enfin,  on  ajoute  un  zéro  à  la  suite  du  5.  Ainsi,  l'on  a 

Sa(i  àio2)  =  33835o. 
La  loi  observée  se  continue  indéfiniment 
£a(i  à  io3)  =  3338335oo. 

h  n— 1  h— 1 

£*(i  à  io")  =  33377".     833...     5oo77 
C'est  facile  à  démontrer  à  l'aide  de  la  formule  de  la  somme 
Sa  des  carrés  de  n  nombres 

M 

S2  —  -(2n2  -b  3m  -h  i  ) 

J'avais  déjà  montré  que  pour  avoir  la  somme  des  nombres 
de  i  à  io ;  de  i  à  ioo  ;  ...  ;  de  i  à  ioH;  il  faut  prendre  la 
moitié  de  ion  et  écrire  les  deux  moitiés  à  la  suite. 

i  —  io  55 

i  —  ioo        5o5o 

i  —  iooo       5oo5oo 
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Le  troisième  livre  de  Géométrie  à  l'usage  de  l'enseignement  moyen  et  de 
renseignement  normal;  théorie  des  médianes  antiparallèles.  —  Nouveau 
plan  et  nouvelles  démonstrations  par  Clément  Thiry,  étudiant  à  la 
Faculté  des  Sciences  de  l'Université  de  Gand.  —  Gand,  Ad.  Hcste, 
éditeur;  Paris,  Gauthier-Villars,  imprimeur,  1887.  Prix  1  fr.  25  c.  pour 
la  Belgique,  1  fr.  50  c.  pour  l'Étranger. 

Nous  avons  lu  cet  opuscule  avec  beaucoup  d'intérêt  parce  qu'il  est 
animé,  d'un  bout  à  l'autre,  d'un  réel  esprit  d'originalité.  C'est  ainsi, 
pour  citer  un  point  qui  nous  a  plus  particulièrement  frappé,  que  tous 
les  théorèmes  relatifs  au  carré  de  la  médiane,  au  carré  d'un  côté  opposé 
à  un  angle  droit,  aigu  ou  obtus,  ceux  qui  donnent  la  longueur  de  la 
bissectrice,  etc.,  sont  déduits  du  théorème  de  Stewart  (*). 

On  sait  que  ce  théorème  correspond  à  l'énoncé  suivant  : 

Trois  points  ABC  étant  placés  sur  une  droite,  les  distances  d'un  point  quel- 
conque 0  à  ceux-ci  vérifient  la  relation 

OÂ*.BC  -h  OB2.CA  +  OC2.AB  +  AB.BC.CA  =  o. 

(*)  Ce  théorème  célèbre  a  donné  lieu  à  de  nombreux  travaux  géomé- 
triques; voyez,  à  ce  sujet,  Y  Aperçu  historique,  p.  175. 
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égalité  dans  laquelle  on  doit  tenir  compte  de  l'identité  d'Evier 

AB  -+-  BG  +  GA  s  o. 
Je  crois  pourtant  que  le  théorème  de  Pythagore  qui  se  démontre  de 

tant  de  façons  diverses,  plus  élégantes  les  unes 
que  les  autres,  ne  doit  pas  être  considéré 
comme  un  corollaire  du  théorème  de  Stewart, 
et  qu'il  est  préférable,  pour  établir  celui-ci 
avec  simplicité,  de  lui  donner  pour  base,  à 
l'inverse    de    ce    que  propose  M.  Thiry,    le 


. 


théorème  de  Pythagore. 


Il    A     13       V  Dans  cet  ordre  d'idées,  le  théorème  de  Ste- 

wart est,  comme  l'on  voit,  en  posant  : 
OH  =  h,      OA  =  a,      OB  =  b,      OC  =  c, 
la  conséquence  immédiate  du  théorème  de  Pythagore  et  de  l'identité 
évidente  : 

(V+o»J(c— 6)4-(A*H-6a)(o--c)  +  (Aa-Hc»)l6— a),+  (c  — 6)(o— c)(ô— o)so. 

On  pourrait  aussi  rattacher  au  théorème  de  Stewart  la  formule  de 
Héron  (*)  qui  donne  l'aire  du  triangle. 

La  brochure  que  nous  signalons  à  l'attention  de  nos  lecteurs  et  qui 
n'est,  probablement,  qu'une  première  tentative  vers  un  traité  complet 
de  géométrie  élémentaire,  se  termine  par  l'exposé  de  quelques  notions 
sur  la  symédiane  et  le  point  de  Lemoine  (le  point  de  Grèbe  des  Alle- 
mands). Nous  avons  vu,  non  sans  plaisir,  cette  nouvelle  géométrie,  au 
développement  et  à  la  propagation  de  laquelle  nous  avons  essayé  de 
contribuer,  venir,  dans  la  brochure  de  M.  Thiry,  prendre  place  à  côté 
de  son  aînée.  N'y  a-t-il  pas  lieu  d'espérer  d'ailleurs  que  certaines  de 
ses  propriétés  seront  bientôt  enseignées  et  deviendront  classiques?  Nous 
y  verrions  plus  d'un  avantage. 

Ainsi,  dans  les  cours  de  mathématiques  élémentaires  qui  préparent  aux 
mathématiques  spéciales  et  dont  les  élèves  sont  déjà,  pour  le  plus  grand 
nombre,  bacheliers;  quel  inconvénient  y  aurait-il  à  introduire  dans  les 
matières  de  l'enseignement  l'étude  de  la  géométrie  du  triangle,  par  le 
système  des  coordonnées  trilinéaires?  Ces  coordonnées,  si  précieuses 
pour  un  grand  nombre  de  questions,  sont  à  peine  indiquées  dans  les 
cours  de  mathématiques  spéciales.  Elles  ne  sont  pas  dans  les  programmes, 
elles  restent,  par  conséquent,  ignorées  et  il  n'y  a  pas  lieu  d'être  surpris 
de  cette  indifférence,  conséquence  inévitable  d'une  logique  qui  date 
de  loin.  Mais  nous  croyons  qu'il  y  a,  au  point  signalé,  dans  l'ensei- 
gnement de  la  géométrie  analytique,  une  lacune  regrettable:  il  serait 
utile  et  facile  de  la  combler. 


(*)  C'est  à   Héron   V Ancien  que  remonte,  d'après   Chasles,  le  traité  de 
géodésie  intitulé  la  Dioptre,  dans  laquelle  se  trouve  la  formule 

S  =  \Jplp  —  a)(p  —  b)[p  —  c); 
voyez  (Aperçu  historique,  p.  43).  Mais  ce  point  historique  (comme  tant 
d'autres!)  est  controversé.  On  pourra  consulter,  à  ce  propos,  le  tome  I 
de  YHistoire  des  sciences  mathématiques  de  M.  Maximilien  .Marie.  «  Je  ne 
crois  pas  du  tout,  dit  M.  Marie  (loc.  cit.,  p.  190)  que  le  Traité  de  la  Dioptre 
soit  de  Héron  l'Ancien,  et  si  l'on  ne  veut  pas  qu'il  soit  de  Héron  le 
Jeune,  alors  il  faudra  je  pense  chercher  un  troisième  Héron.  » 
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CERTIFICAT  D'APTITUDE  1886 


ENSEIGNEMENT  SECONDAIRE  SPÉCIAL 

4  juillet.  —  Dans  un  trapèze  isocèle  BGDE,  on  donne  la  longueur  d 
d'une  diagonale  BD,  l'angle  a  qu'elle  fait  avec  la  base  BG,  et  le  péri- 
mètre 2p.  —  1°  calculer  la  surface  du  trapèze,  ses  angles,  ses  côte's  et 
le  rayon  du  cercle  circonscrit.  —  2°  Quelle  relation  doit  exister  entre 
les  données  pour  que  le  trapèze  soit  circonscriptible?  Montrer  comment 
les  résultais  trouves  précédemment  se  simplifient  dans  ce  cas  particu- 
lier. Prouver  que  la  corde  de  contact  MM'  passe  par  le  point  de  con- 
cours des  diagonales,  et  calculer  sa  longueur.  —  3°  Le  trapèze  étant 
circonscriptible,  calculer  la  valeur  de  l'angle  B  pour  que  le  triangle 
AED,  soit  équivalent  aux  2/3  du  triangle  BIE. 


ENSEIGNEMENT  SECONDAIRE  DES  JEUNES  FILLES 

Quelles  valeurs  faut-il  donner  à  la  constante  m,  pour  que  le  trinôme 
[m  —  2)x~  -f-  2(2m  —  3)x  +  5m  —  6,  reste  positif,  quel  que  soit  x  ? 


BACCALAURÉAT 

DE  L'ENSEIGNEMENT  SECONDAIRE  SPÉCIAL 


ALGER 

Mathématiques. 

Novembre  1886.  —  î.  On  donne  un  triangle  ABC.  Une  droite  DE 
parallèle  au  côté  BC,  et  située  dans  l'intérieur  du  triangle,  partage  sa 
surface  de  telle  manière  que  la  surface  DEBC  est  moyenne  proportion- 
nelle entre  la  surface  du  triangle  ABC  et  celle  du  triangle  ADE.  On 
demande:  1°  de  calculer  DE  en  fonction  de  BC;  2°  d'exprimer  en  fonc- 
tion de  la  hauteur  AF  et  de  BC,  le  volume  engendré  par  la  surface  DEBC, 
tournant  autour  de  BC. 

II.  Expliquer  comment  l'on  mesure  la  hauteur  d'une  montagne  ou 
d'un  édifice  dont  le  pied  est  inaccessible. 

Application.  —  Pour  mesurer  la  hauteur  d'un  édifice  on  a  choisi  une 
base  de  6m,  telle  que  les  angles  adjacents  à  la  base  du  triangle,  formé 
par  cette  base  et  le  sommet  de  l'édifice,  sont  égaux  à  83°i2r22".  L'angle 
d'élévation  du  sommet  vu  d'une  des  extrémités  de  la  base  est  8o°22'6". 
Calculer  la  hauteur  de  cet  édifice. 
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ÉCOLE  DE  GLUNY 

Concours  de  1886.  —  Un  triangle  rectangle,  dont  lhypoténuse  est 
donnée,  BG  =  a,  entendre  en  tournant  successivement  autour  de  cha- 
cun des  côtés  de  l'angle  droit,   deux  solides  dont  les  volumes  sont 

entre  eux  dans  un  rapport  donné  —  On  demande  de  calculer: 

n 

lu  Les  deux  côtés  de  l'angle  droit,  AB  et  AG; 

2°La  hauteur  AD  et  la  bissectrice  AI,  issues  du  sommet  A  de  l'angle  droit  ; 

3°  Les  parties  BD  et  DG,  ainsi  que  les  parties  IB  et  IG  déterminées 
sur  l'hypothénuse  par  la  hauteur  AD  et  la  bissectrice  AI  ; 

4°  Le  rayon  x  qu'il  faudrait  donner  à  un  cercle  pour  que  l'aire  de 
l'octogone  régulier  inscrit  dans  ce  cercle  soit  équivalente  à  celle  du 
triangle  rectangle  ABC; 

5°  Le  rayon  y  qu'il  faudrait  donner  à  une  sphère  pour  que  sa  surface 
soit  équivalente  à  la  surface  totale  du  solide  engendré  par  la  révolution 
du  triangle  ABG  autour  de  l'hypothénuse  BG  comme  charnière. 

Application  :  a=  r"  ;   —  =  — 

h       4 

Nota.  —  Les  calculs  devront  être  donnés  numériquement  à  un  mili- 

mètre  près. 


QUESTIONS  PROPOSEES 


243.  —  On  considère  un  triangle  rectangle  BAC  et  l'on 
prend  sur  l'hypoténuse  BG  un  point  quelconque  M;  ayant 
abaissé  sur  BG  une  perpendiculaire  AI  on  détermine  sur 
celle-ci  un  point  I  tel  que  AI2  =  MG.MB.  La  droite  MI 
rencontre  les  côtés  AG,  AB  en  deux  points  P,  Q.  Démontrer 
que  les  points  M,  I  sont  isotomiques  sur  PQ  ;  en  d'autres 
termes,  les  points  M  et  I  sont  symétriques  par  rapport  au 
milieu  de  PQ.  (G.  L.) 

Erratum.  —  1°  Dans  l'énoncé  de  la  question  239,  p.  "ISS: 
au  lieu  de  a{y  -h  z  -+-  yz)  =  a, 

Usez  x[y  +  z  +  ocyz)  =  a, 

et  ainsi  des  autres. 

2°  Page  17,  ligne  5,  en  remontant;  au  lieu  de  C3,  Usez  B3. 


Le  Directeur-Gérant, 

G.  de  LONGCHAMPS. 


IMPRIMERIE   CENTRALE   DES   CHEMINS   DE   FER.   —   IMPRIMERIE  CHAiX. 
RUE   BRRGÈRE,   20,    PARIS.    —    2370-7. 
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SIMPLIFICATION  DU  CALCUL  ALGEBRIQUE 

Par  M.  M.  Philippof. 

[Suite,  voir  p.  25). 


8.  Substitution  simple.  —  La  substitution  "de  u  -+-  8 
au  lieu  de  x,  z  +  s  au  lieu  de  y  sera  nommée  substitution 
simple. 

Théorème  (*).  —  Si  on  désigne  par  nm  le  coefficient  de  x"\/m, 
on  celui  deu.nzm,  et  si  Von  emploie  le  signe,  ou  symbole  opératif, 
(nm)  pour  désigner  la  fonction  dérivée  de  l'ordre  n  par  rapport 
à  o  et  de  l'ordre  m  par  rapport  à  s,  fonction  multipliée  par  le 
facteur  numérique 

I  T  i 

i  .2.  .  .n    i  .2  .  .  .m        n!m! 
le  résultat  de  la  substitution  simple  dans  la  fonction 


Y 


X 


U 


y 


X 

a 

b 

c 

•    .    • 

d 

e 

f 

•    •    • 

pr 
5 

h 

i 

y 


X 


00  10    20 

01  II     21 

02  12    22 


s'obtiendra  en  appliquant  à  la  fonction  U  le  symbole  opératif 


00  10    20 

01  II     2  1 

02  12    22 


semblable  à  la  fonction  elle-même,  après  avoir  changé  les  coor- 
données x,  y  respectivement  en  u,  z. 

On  peut  énoncer  ce  théorème  en  écrivant  : 

00    10    20 
0  1     II    21     . . 


U  +  O 


U 


u 


U 


02     12    22 


[*)  Ce  théorème  forme  la  base  d'une  nouvelle  théorie  des  transforma- 
tions linéaires. 


JOURNAL    DK    MATli.    ELKiU. 


1837. 


m 
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9.  Explication  et  démonstration.  —  Pour  expliquer 
le  sens  du  théorème  précédent,  je  me  propose  de  substituer 
x  -H  8  pour  x  et  y  4-  s  pour  y  dans  la  fonction 


x 


abc 
d  e  f 
g  h  i 


y 


X 


U 


On  trouve  au  moyen  d'une  substitution  immédiate  ou  au 
moyen  de  la  série  de  ïaylor  : 


y 


X-{-o 


X 


U  a  b  c     b  2c     c 

d  e  f    c  if    f 
y  |  g  h  i    h  ii     i  (5) 

Ici     a  b  c  —  a  +  bo  +  c8%  etc 
On  pose 

X'  +  O 


U 


x 

A 

B 

G 

D 

E 

F 

G  H  I 

X 


y 


u 


(S) 


Mais 


t/ -H 


X-\-o 


U 


x 


U 


(3) 


x 


G 
D 

2G 

G 


E 
E 

2H 

H 


G 


(5) 


W 


Ici  on  a 


1) 
G 


A  -h  Ds  ■+-  Gc2,  etc. 
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Eu  substituant  pour  A,  D,  G,  etc.  leurs  valeurs  ou  obtieut 


x  4-0 


U 


X 

c 

f 
7 

21 

i 

fâ\ 

a  b  c 

d  c  f 
g  k  i 

b    2C 

e  2/' 
h  2i 

{'JJ 

d  e  f 

2g2ll2Î 

e   2f 
2  h  4Î 

« 

0  h  i 

Il    2Î 

Mais 


At 


w 


w 


abc 
d  e  f 
g  h  i 


est  une  forme  cartésienne  ayant  les  coordonnées  8,  z,  etc.  On 
remarque  que  At  est  égal  à  la  fonction  initiale  prise  par 
rapport  aux  variables  B,  s;  c'est  donc  la  fonction  U  à  laquelle 
on  a  appliqué  le  symbole  opératif  (oo).  Le  coefficient 

(2) 


W 


b 

2C 

e 

*f 

h 

2% 

est  le  résultat  de  l'opération  (10),  etc.  On  a  donc 


x 


U 


y 


X-+-0 


00  IO  20 

01  II  21 

02  12  22 


X    I   C 
( 

02  I 2  22 


et  le  théorème  général  est  vérifié  dans  ce  cas. 
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Pour  prouver  le  cas  général,  il  faut  appliquer  la  série  de 
Tavlor  à  la  fonction  : 


U+ù 


a  b  c  ... 
d  e  f  . . . 
g   h  i    ... 


5  +  6 

Le  théorème  de  Taylor  donne  : 


<?'(5) 


<p(tt  +  o)  =  cp(o  +  tt)  —  cp(o)  + U  +   ... 


ou,  si  l'on  pose 


(a) 


<p"«»(ô] 


i ,2\ù. . .n 

un  obtient 

y(u  +  o)  =  (o)  (i)  (2)  ... 

Mais  on  peut  poser 


x 


y 


u 


y 


X 


Y. 
Y. 
Y. 


(En  écrivant  Y0  —  a  b  c  ..,,  Yt  =  d  e  /  ...,  etc.)   En  posant 
encore 

cp('l)(8) 


ni 


=      G^H 


on  obtient 

w+3 


// 


U 


2/ 


m 


Y0«*'<>  Y0(*)t  Y0Wi  ...  = 
YtWi  YtWi  Y4(*)î  ...        0 
YtW«  Y,«i  Ya(*)2  ... 


(/ 


x„  Xt...  =  V. 


En  substituant  (dans  V)  a  +  e  pour  t/  et  en  substituant  les 
valeurs  de  X0,  etc.,  on  a  : 
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Z  +  E 


II    r  -0 


u 


II 


y  =  V 


X0^o  x^w» ... 
X0^i  X*Wi  ... 

./'      u 


Y0^\(6)0  /Y0(*).\(6)0 

Yld  [  ylW 

YtWt  )       (  Yt(») 


Mais,  en  rejetant  toutes  les  lettres  et  en  ne  laissant  que  les 
indices  des  puissances  de  u,  z,  et  des  fonctions  dérivées 
prises  par  rapport  à  o,  s  on  aura  : 


y=z 


X  —  U 


00  10  20  .  .  . 

01  I  !  2  1 

O  2  12  2  2  ... 


y=z 


x=u 


U 


OO  10  20 

or  i  [  21 

02  12  2  2 


Çwod  cra/  clemonstrandum. 


Exemple  :  Trouver  le  résultat  de  la  substitution  x-f-8  pourx, 
y  4-  e  pow  y  efans  /a  /bnwe  cubique  : 


y 

Réponse  :  On  applique  le  symbole  opératif 


X 

a 

b  c  d 

e 
li 

f  g 

i 

k 

54 


JOURNAL  DE  MATHÉMATIQUES  ÉLÉMENTAIRES 


Résultat  : 


y 


X 

f*\ 

a   b    c   d 

e   f  g 
h    i 
k 

b  2c  3d 
f  29 
i 

c  U    |  d 

g 

e  f  g 

2ll  21 

3k 

(29 

2Î 

[7 

h  i 
3k 

1  h 

w 

(A  suivre). 

VARIÉTÉS 


ESSAI 

SUR   LA 


GEOMETRIE  DE  LA  RÈGLE  ET  DE  L'ÉQUERRE  (*) 

Par  M.  Cm.  de  Loiigchamps. 

(seconde  partie) 

(Suite,  voir  p.  9). 


14.  Ajuster  un  jalon  entre  deux  jalons  donnés. 

—  Parmi  les  problèmes  qui  rentrent  dans  les  premières 
applications  de  l'arpentage,  il  en  est  un  que  nous  voulons 
traiter  en  terminant  ce  chapitre  ;  c'est  celui  qui  a  pour 
objet  de  placer  un  jalon  C,  en  ligne  droite  avec  deux  autres 
jalons  A,  B,  sur  le  segment  AB, 


;'a 
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Dans  la    pratique    on   opère   par  tâtonnements    et   de    la 

manière  suivante.  On  fixe,  dans  le  voisinage  de  la  droite  AB, 
un  jalon  G';  puis  on  dispose  deux  jalons  Cet  G'",  l'un  sur 
C'A,  l'autre  sur  G'B  ;  opération  possible  au  moyen  de  deux 
visées  successives.  Si  les  jalons  G',  G",  G'"  sont  sur  une 
même  ligne  de  visée,  c'est  que  le  point  G'  a 
été  bien  déterminé,  tout  d'abord.  Sinon,  on 
constate  que  le  point  C'  doit  être  rapproché  de 
AB,  vers  la  droite,  ou  vers  la  gauche,  de  l'ob- 
servateur. De  là,  quelques  tâtonnements,  mais 
qui  aboutissent  rapidement. 

La  difficulté  du  problème  qui  nous  occupe 
lient  à  ce  que  l'on  suppose  les  extrémités  A  et  B 
inaccessibles;  s'il   n'en  est   pas  ainsi,  si  l'on 
peut  notamment  opérer  sur  le  terrain  où  pénètre 
le  prolongement  de  AB,  toute  difficulté  dispa-  , 
raît.  En  effet,  on  peut  toujours  par  une  ligne  de  ' 
visée,  fixer  le  jalon  K  sur  le  prolongement  de       F,(J-  j3'4- 
AB;  puis  ce  jalon  étant  fixé,  l'observateur  revenant  se  placer 
entre  A  et  B  pourra,  par  une  nouvelle  visée,  ajuster  un  jalon 

IK',  en  ligne  droite  avec  les  jalons  B  et  K.  Mais,  si  nous  suppo- 
sons que  AB  ne  puisse  être  prolongée,  ni  dans  un  sens,  ni 
dans  l'autre,  alors  (au  point  de  vue  théorique,  tout  au  moins) 
la  petite  difficulté  signalée  existe,  et  voici  comment  on  peut 
la  tourner  (*). 

Une  première  solution  se  présente  immédiatement  à  l'esprit: 
elle   consiste   à  jalonner  par   les  extrémités  A  et  B  de  la 


(*)  «  Les  personnes  qui  ne  sont  pas  habituées  à  opérer  sur  le  terrain 
dit  Bergery  [loc.  cit.  p.  105)  trouveront  peut-être  quelque  difficulté  à 
planter  un  jalon  dans  un  alignement  dont  les  extrémités  sont  inacces- 
sibles. »  Bergery  décrit  alors  un  procédé  par  tâtonnements  qui  permet 
de  résoudre  pratiquement  cette  opération  pour  laquelle  il  n'indique  pas 
d'ailleurs  de  solution  théorique.  La  vérité  est  que  les  personnes  qui  se 
livrent  aux  opérations  d'arpentage,  étant  habituées  à  ces  difficultés,  les 
résolvent  instantanément  par  l'habileté  personnelle  qu'elles  ont  acquise; 
sans  avoir  recours  à  la  méthode  pratique  de  Bergery,  ou  à  toute  autre. 
Encore  bien  moins  feront-elles  usage  des  solutions  rigoureuses  que  nous 
indiquons  ici,  lesquelles  ne  trouveraient  une  application  réelle  que 
dans  le  cas  où  l'on  voudrait  obtenir  plus  d'exactitude  ou  dans  celui  où 
l'on  doit  considérer  des  grandes  distances. 


Fig.  135. 
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droite  donnée,  et,  Lien  entendu,  dans  la  partie  accessible, 
des  alignements  deux  à  deux  parallèles.  On  obtient  ainsi 
un  parallélogramme  ABmn  dont   la   seconde    diagonale    mn 

passe  par  le  milieu  de  AB.  En  répétant 
une  seconde  fois  cette  construction,  on 
obtiendra  donc  deux  droites  wn,  mV  pas- 
sant, l'une  et  l'autre,  par  le  milieu  de 
AB.  Le  point  de  croisement  C  des  deux 
diagonales  ainsi  tracées  se  trouve  nette- 
ment déterminé  ;  en  ce  point  C,  on  pourra 
donc  placer  un  jalon  qui  sera  situé  sur 
la  droite  AB,  au  milieu  de  ce  segment. 

Voici  une  seconde  solution.  Elle  exige,  il  est  vrai,  plus 
d'alignements,  mais  elle  ne  nécessite  pas  le  tracé  de  parallè- 
les, opération  toujours  délicate  ;  de  plus,  au  lieu  d'indiquer  la 
position  du  troisième  jalon,  justement  au  milieu  de  AB,  parti- 
cularité qui  peut  offrir  quelques  inconvénients,  elle  permet  de 
placer  ce  jalon  en  un  point  quelconque  du  segment  AB.  Elle 
prend  pour  base  le  théorème  de  Pappus  (Première  partie,  §  19). 
Supposons  que  l'on  veuille- fixer  un  jalon  sur  le  segment 
AB.  On  choisira  arbitrairement  deux  points  m  et  n  qui  cons- 
tituent, avec  A  et  B,  le  quadrilatère 
auquel  on  se  propose  d'appliquer  le 
théorème  que  nous  venons  de  rappeler. 
Ayant  alors  tracé  les  alignements  qu'in- 
dique la  figure,  on  obtient  deux  points 
0,  Or;  et  la  droite  A  A.'  coupe  mn  en  un 
point  C  qui  est  rigoureusement  en  ligne 
droite  avec  les  points  A  et  B. 

Mais  voici,  au  sujet  de  ce  problème, 
un  cas  particulier  présentant  plus  d'in- 
térêt, parce  qu'il  se  rencontre  dans  la 
pratique  de  l'arpentage  et  qu'il  ne  peut  être  résolu  par  la 
méthode  des  tâtonnements.  Il  peut  arriver  que  certains  acci- 
dents de  terrain  :  arbres,  maisons,  talus,  etc.,  cachent  à  l'opé- 
rateur, dans  la  partie  du  terrain  où  il  doit  fixer  le  troisième 
jalon,  les  points  A  et  B,  extrémités  de  l'alignement  considéré. 
Nous  allons  examiner  ce  cas  particulier. 


Fig.  436. 
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VY 


15.  —  Ajuster  un  jalon  entre  deux  jalons  donnés 
inaccessibles  et  invisibles  pour  certaines  parties 
du  terrain.  —  Soient  A  et  B  les  deux  points  qui  sont 
visibles  dans  les  parties  du  terrain  voisines  de  Pet  de  Q,  mais 
non  dans  celle  qui  environne  le  point  0,  point  inconnu  et  où 
doit  être  planté  un  jalon  en  ligne  droite  avec  A  et  B. 

Traçons  BS  parallèlement  à  PQ.  Nous  avons 

OM       m      OP 
ON       Ts='ÔQ" 

Le  problème   se  trouve    ainsi    ramené   au    suivant: 

Étant  donnée  (fig.  437)  une  ponc- 
tuelle (P,  Q;  M,  N),  déterminer  sur 
cette  ponctuelle,  un  point  0  qui  par- 
tage les  segments  PQ  et  MN,  dans  le 
même  rapport. 

Pour  résoudre  cette  dernière  ques- 
tion, menons  parles  points  M,  N  deux 
alignements  parallèles  et,  avec  le  cor- 
deau, prenons  MP'  =  MP  et  NQ'  =  NQ  ; 
le  point  0,  déterminé  comme  l'indique 
la  figure  138  est  le  point  cherché. 

Au  problème  qui  vient  de  nous 
occuper,  correspondent,  sans  sortir  des  limites  de  la  Géomé- 
trie de  la  Règle,  de  nombreuses  solutions;  celle  que  nous 
venons  d'exposer,  et  à  laquelle  nous  ^Q. 

nous  tiendrons,  est  la  plus  simple, 
parmi  celles  que  nous  avons  imagi- 
nées. On  observera  peut-être  qu'elle 
est  encore    assez    compliquée;    mais  ~v~  "s 

il  faut   reconnaître    que    la   question  Fig.  138. 

qui  vient  de  nous  occuper  offre  une  certaine  difficulté  relative, 

elle  ne  semble  pas  comporter,  si  nous  ne  nous  trompons, 
de  solution  sensiblement  plus  simple,  que  celle  que  nous 
venons  d'exposer. 

(A  suivre.) 


Fig.  137. 
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CORRESPONDANT 


Extrait  d'une  lettre  de  M.  l'abbé  E.  Gelin,  professeur 
au  collège  de  Huy  (Belgique). 

La  Méthode  des  coefficients  détachés,  (*)  que  vous  signalez 
comme  employée  par  M.  Garr,  dans  sa  Synopsis,  London  1880, 
est  aussi  employée  par  M.  McLellan,  dans  son  ouvrage  the 
teachers  hand-book  of  Algebra,  Toronto,  1879  : 

1°  Pour  le  calcul  des  valeurs  numériques  d'un  polynôme 
entier  en  x  (p.  6),  ou  pour  celui  du  reste  de  la  division  d'un 
polynôme,  entier  en  x  par  x  —  a  (p.  39).  Exemple  :  valeur  numé- 
rique du  polynôme  2x>4  4-  1 2#3  -h  6x2  4-  io,  pour  x  =  —  5  : 

+    T2       +      6       —    12       +10 
—    IO      —    IO       -h   20       —  40 


+    2     —     4     4-8     —  3o 
2"  Pour   la    multiplication    (p.  2*2).  Exemple 
3#4  —  2Xa  —  ix  H-  3     par    x2  4-  3x  —  2   : 


multiplier 


3      —  2       4-0 

—    2 

4-  3 

4-9      —     6 

4-  0 

-6      4-9 

-     6 

+  4 

—  0      4-4      — 

6 

3xc  4-  yx*  —   I  2X4 

4-   2X3 

—  3#2  4-  1 3x  — 

6 

4-  3 


3°  Pour  la  division   (p.  26).  Exemple  :  diviser  3xG  4-  7a?3 


1 IX 


4-   2#3   - 

-  3or  4-    l 

3x 

-  6 

par    o^' 

2  4-  3x  —  2 

3 

+  7 

1 2 

4-  2 

-  3 

4-  i3     -  6 

—    0 

-9     + 

6 

—  0 

4-  6 

-     9 

4-    2 

4- 

6 

-  4 

4-  0 

—    44-6 

3x4 

—  2#3  4- 

0 

—  2X  4-  3 

4°  Pour  la  résolution  des  systèmes  d'équations  du  premier 


(*)  M.  Philippof,  comme  il  nous  l'a  écrit,  ne  s'attribue  nullement 
l'invention  de  cette  notation  dont  le  germe,  comme  il  nous  le  fait 
observer  avec  raison,  se  trouve  déjà  dans  le  triangle  arithmétique  de 
Pascal  (V.  la  lettre  de  M.  Laisant;  Journal,  1886,  p.  238).  Elle  a  d'ailleurs 
été  explicitement  employée  par  Gauss  dans  ses  recherches  sur  les 
formes  quadratiques  et,  depuis,  par  M.  Cayley.  C'est  dans  l'introduction 
des  formes  rectangulaires  et  cartésiennes  qu'il  faut  voir  l'idée,  peut-être 
neuve,  de  M.  Philippof.  G    L. 
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degré  a  plusieurs  inconnues  (p.   178).    Exemple  :  résoudre 
le  système 

u   h  v  +  x  4-  y  4-  t       1 5 , 

?£  -h  2*;  +  4#  4-  8//  +  i6z  =  b~. 
u  ■)-  3v  4-  gx  4-  i-jii  4-812        179, 
u  +■  41;  4-   lôx  4-  (>4//  4-  2  56r  =  453, 
u  4-  5^  4-  25.r  4-  125?/  4-  62.S3        075. 


(2)-  (1) 

(3)-  (2) 

(4)-  (3) 

(5)-  (4) 

(7)-  (6) 

(8)-  (7) 

(9)-    (8) 
(ii)-(io) 

(»»)-(") 
(i4)-(i3) 

(i5)  :    24 
i{(i3)-6o(i6)J 

i[(Io)-{I2(i7)  +  5o(i6)|] 

(6)-{3(i8)  +  7(i7)+i5(ï6)j 

(i)-j(.9)  +  (.8)  +  (i7)  +  (i6)j 

Réduite  aux  applications  qui  précèdent,  la  méthode  des 
coefficients  détachés  me  semble  pouvoir  être  introduite  dans 
l'enseignement  élémentaire. 

Je  ne  trouve  aucune  indication  de  cette  méthode  dans  les 
traités  d'algèbre  de  Wood  et  de  Todhunter,  qui  sont  classiques 
en  Angleterre,  ni  dans  celui  de  Robinson,  qui  est  employé 
aux  États-Unis. 


I  [ 

F 

1 

1  = 

i5 

(D 

1  2 

4 

8 

ih  == 

57 

(2) 

1  5 

9 

27 

81  = 

l79 

(3) 

'  4 

16 

64 

256  = 

453 

(4) 

1  5 

25 

I  25 

625  = 

975 

(S) 

1 

3 

/ 

i5  = 

•  42 

(6) 

i 

5 

lr> 

65  = 

122 

(") 

1 

7 

*7 

i75  = 

.274 

(8) 

1 

9 

61 

369  = 

522 

(9) 

«? 

12 

5o  = 

80 

(10) 

2 

18 

110  = 

l52 

(11) 

2 

24 

194  = 

248 

(12) 

6 

60  = 

72 

(13) 

6 

84- 

96 

(14) 

24  = 

24 

(13) 

1 

I 

(16) 

1 

2 

(17) 

1 

3 

(18) 

T 
I 

4 

5 

(19) 
(20) 
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BACCALAUREAT   DE   L'ENSEIGNEMENT   SPECIAL 


SESSION  DE  JUILLET  ET  NOVEMBRE  1886. 

FACULTÉ  DE  DIJON 

Mathématiques. 

29  juillet.  —  1°  Établir  la  formule  des  annuités; 

2°  On  place  15.000  francs  à  4  0/0;  ou  prélève  1000  francs  à  la  fin  de 
chaque  année.  Combien  restera-t-il  au  bout  de  15  ans? 

2  août.  —  On  verse  750*'  de  mercure  dans  un  vase  ayant  la  forme 
d'un  tronc  de  cône.  A  quelle  hauteur  s'élèvera-t-il  sachant  que  le  dia- 
mètre de  la  petite  base  qui  forme  le  fond  du  vase  a  5em  de  diamètre 
et  que  l'arête  de  ce  tronc  fait  avec  la  verticale  un  angle  de  30°. 

On  prendra  13,6  pour  la  densité  du  mercure. 

15  novembre.  —  1°  Volume  du  segment  sphérique. 

2°  Un  vase  ayant  la  forme  d'une  portion  de  sphère  de  1  décimètre  de 
rayon  contient  de  l'eau  qui  s'élève  à  3rm.  On  y  plonge  complètement  un 
certain  corps  et  le  niveau  s"élève  de  lcm.  Trouver  le  volume  du  corps 
plongé. 


SESSION  DE  NOVEMBRE  1886. 

FACULTÉ  DE  POITIERS  (*) 

—  Soient  un  demi-cercle  ACB,  un  point  G  sur  ce  demi-cercle,  et  un 
point  K  sur  le  diamètre  AB.  On  demande  : 

1°  De  prouver  que  les  volumes  engendrés  par  les  segments  AMC, 
BNG  tournant  autour  de  AB  sont  entre  eux  comme  les  carrés  des  sur- 
faces des  zones  correspondantes;  2°  de  déterminer  par  une  construction 
géométrique  le  point  G  de  manière  que  le  rapport  des  volumes  précédents 

'     H    '     !    «    AK 
soit  égal  a  — — . 

—  Équilibre  de  la  poulie  mobile  dans  le  cas  particulier  où  les  deux 
cordons  sont  parallèles.  Démontrer  que  si  la  poulie  a  un  mouvement 
uniforme,  le  travail  de  la  puissance  est  égale  au  travail  de  la  résistance. 

FACULTÉ  DE  BORDEAUX 

—  On  donne  un  point  A  sur  une  droite  MN  et  un  point  B  extérieur. 
1*  Construire  la  circonférence  passant  par  B  et  tangente  en  A  à  la 
droite  MN.  2°  Calculer  le  rayon  de  cette  circonférence  en  fonction  des 

(*)  Énoncés  communiqués  par  M.  Monsallut,  professeur  au  collège 
de  Saint-Jean-d'Aneelv. 
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longueurs  AC  -  a,  BG  =  h  fC  étant  le  pied  de  la  perpendiculaire  abaissée 
de  B  sur  MN).  3°  Trouver  le  lieu  du  centre  du  cercle  lorsque  le  point  A 
se  déplace  sur  la  droite.  En  déduire  une  nouvelle  construction. 

—  Étant  donné  un  rectangle  ABG1)  dont  les  côtés  sont  a  et  fr,  par 
les  sommets  A  et  ('.  on  mène  des  parallèles  faisant  avec  AB  un  angle  oc- 
Par  les  points  B  et  D,  on  mène  des  perpendiculaires  à  ces  deux  paral- 
lèles. On  demande  de  trouver  la  surface  du  quadrilatère  obtenu. 


BACCALAUREAT  ES  SCIENCES  COMPLET 


SESSION  DE  JUILLET  1886 

FACULTÉ   DE   LILLE   (*) 

Amiens. 

fTe  et  2mc  séries.  —  Calculer  les  rayons  des  deux  bases  d'un  tronc  de 
cône,  connaissant  l'arête  a  du  tronc  de  cône,  sachant  que  cette  arête 
fait  un  angle  de  6o°  avec  le  plan  de  la  base  inférieure,  et  que  la  sur- 
face totale  du  tronc  est  égale  à  celle  d'une  sphère  ayant  pour  diamètre 
l'arête  a. 

Trouver  le  centre  de  gravité  d'une  pyramide  triangulaire. 

Lille: 

/re  série.  —  I.  Un  observateur  se  déplace  le  long  d'une  droite  CM  en 
regardant  constamment  une  même  partie  AB  d'une  droite  GB  perpendi- 
culaire à  CM,  partie  dont  les  deux  extrémités  A,  B  sont  à  deux  distances 
CA  =  a  —  im,  et  CB  =  b  —  4™  de  la  première  droite  CM.  On  demande 
en  degrés  et  minutes  le  maximum  de  l'angle  AMB  sous  lequel  est  vue 
la  droite  en  question  AB. 

II.  Qu'entend-on  par  révolution  synodique  et  par  révolution  sidérale 
de  la  Lune?  Durée  de  la  première  et  manière  de  l'obtenir  par  l'obser- 
vation. En  déduire  la  deuxième  par  le  calcul. 

2me  série.  —  I.  Supposons  que  l'on  connaisse  la  mesure  du  volume 
d'unparallélipipèdeet  que  Ton  n'ait  encore  rien  démontré  relativement  au 
volume  d'un  prisme,  établir  la  mesure  du  volume  d'un  prisme  triangulaire. 

II.  Une  barre  pesante  homogène  AB,  mobile  autour  de  son  extré- 
mité A  qui  est  fixe,  est  tenue  en  équilibre  dans  la  position  horizontale 
au  moyen  d'une  force  F  appliquée  à  l'extrémité  B  et  dirigée  vers  un 
point  C  de  la  verticale  Az.  Trouver  la  grandeur  de  la  force  F  et  la 
pression  que  supporte  le  point  A.  On  donne  AB  =  a,  AC  =  6  et  le 
poids  P  de  la  barre. 

3me  série.  —  I.  Les  trois  hauteurs  d'un  triangle  sont  5m,  6m  et  7™. 
Quelle  est  la  surface  de  ce  triangle  ? 

(*)  Énoncés  communiqués  par  M.  L.  Richard,  professeur  à  Condé-s- 
Escaut. 
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II.  Une  balle  sphérique  du  poids  de  3oRr  est  tirée  de  bas  en  haut, 
avec  une  vitesse  initiale  de  5om,  dans  une  masse  spongieuse  qui  oppose 
à  son  mouvement  une  résistance  constante  de  2  0oRr.  Jusqu'à  quelle 
hauteur  s'y  élèvera-t-clle?  (On  prendra  g  =  9,809). 

I.  Trouver  l'intersection  d'une  droite  et  d'un  plan  défini  par  deux 
droites  qui  se  coupent,  lorsque  les  traces  de  ces  droites  ne  sont  pas 
dans  les  limites  de  l'épure.  Faire  l'épure  et  l'expliquer. 

II.  Expliquer  l'inégalité  des  saisons. 

I.  Dans  un  cercle  0,  on  donne  deux  cordes  AM  =  a  et  AP  =  b.  La 
corde  AP  sous-tend  un  arc  double  de  l'arc  sous-tendu  par  la  corde  AM. 
Trouver  R. 

Application  :  AM  =  3m,275, 

AP  =  4n,,i2o. 

II.  Conditions  d'équilibre  d'un  corps  pesani  placé  sur  un  plan  incliné 
et  sollicité  par  une  force  faisant  avec  le  plan  un  angle  quelconque. 

I.  Définir  le  jour  solaire  vrai;  dire  pourquoi  il  est  plus  long  que  le 
our  sidéral  et  calculer  sa  valeur  moyenne  en  jours  sidéraux,  sachant 

que  l'année  tropique  vaut  366  jours  242217. 

II.  ABC  étant  un  triangle  isoscèle  dont  on  connaît  l'angle  au  som- 
met A  =  2a  et  un  des  côtés  AB  =  a,  on  prend  sur  ce  côté  un  point  D 
tel  que  BD  =  b,  et  on  mène  la  droite  DEF  faisant  l'angle  BDE  =  x. 
Calculer  l'angle  x  par  sa  tangente  de  manière  que  Ton  ait  : 

DE  =  EF. 
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Cosmographie  très  élémentaire  et  purement  descript  ive,  à  l'usage  des  élèves 
des  lycées  et  collèges  de  rhétorique,  philosophie,  mathématiques  élé- 
mentaires (l'°  et  2e  années)  etc.,  par  M.  Audoynaud,  professeur  au  lycée 
de  Poitiers  (4°  édition,  Hachette,  prix  3  francs.)  —  Au  moment  où  la 
cosmographie  reparaît  dans  le  programme  des  examens  de  Saint-Cyr, 
nous  voulons  signaler  à  nos  lecteurs  l'ouvrage  de  M.  Audoynaud.  Il 
est  clairement  rédigé  et,  comme  le  dit  son  titre,  très  élémentaire; 
malgré  cela,  des  notes  diverses  le  mettent  à  la  hauteur  des  examens 
auxquels  nous  venons  de  faire  allusion.  Enfin,  60  problèmes,  d'un  genre 
facile,  proposés  à  la  fin  du  livre  constituent  un  choix  d'exercices  inté- 
ressants permettant  à  l'élève,  qui  en  cherchera  les  solutions,  de  s'assi- 
miler un  cours  que  l'on  ne  comprend  bien  qu'après  avoir  éclairci  par 
des  applications  numériques,  les  théories  souvent  délicates  qu'il 
comporte. 

Nous  profiterons  de  cette  occasion  pour  exprimer  le  regret  que  la 
cosmographie  ne  soit  plus  représentée  au  baccalauréat  ès-lettres. 

Dans  le  plan  d'études  de  1880  (Hachette),  on  lit: 

Page  26.  —  Rhétorique  (sciences)  :  géométrie,  corps  ronds,  cosmo- 
graphie. 

Page  28.  —  Philosophie  (sciences)  :  Revision  et  complément  des  cours 
de  sciences  mathématiques,  physiques  et  naturelles. 

Il  n'est  nullement  dit  que  la  cosmographie  ne  sera  pas  revue. 
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Cependant,  dans  le  programme  du  baccalauréat  ès-lettres,  on  lit  aussi 

(Hachette |  : 

Sciences  mathématiques. 

«  Ce  programme  est  celui  de  la  classe  de  philosophie  c'est-à-dire  la 
révision  des  cours  d'arithmétique,  d'algèbre  et  de  géométrie  avec  com- 
plément pour  la  classe  de  philosophie.  » 

Il  est  complètement  muet  sur  la  cosmographie. 

Tout  cela  n'est  pas  très  logique  et,  théoriquement,  semble  présenter 
quelque  confusion.  Mais  nous  devons  reconnaître  que,  dans  la  pratique, 
toute  ambiguité  disparaît;  la  cosmographie  n'est  pas  révisée  en 
philosophie,  par  la  toute  puissante  raison  qu'elle  n'est  pas  demandée  au 
baccalauréat-ès-lettres.. 

11  est  permis  de  trouver  cet  état  de  choses  regrettable;  aucune 
science,  d'un  avis  général,  les  mathématiques  pures  exceptées,  ne  paraît 
plus  propre  à  développer  l'esprit  philosophique  que  la  cosmographie  ; 
aucune,  dans  ses  lignes  générales,  et  dans  ses  notions  élémentaires, 
n'est  plus  nécessaire  à  connaître.  Si  cela  est  vrai,  pourquoi  n'est-elle 
plus  enseignée  en  philosophie;  et,  surtout,  pourquoi  n'est-elle  plus 
demandée  aux  examens  du  baccalauréat  ès-lettres? 

Bulletin  scientifique  de  l'enseignement  secondaire  spécial,  à  l'usage  des 
élèves  de  3e,  4e,  5e  et  6e  années  et  des  candidats  aux  examens  et  con- 
cours de  cet  enseignement  ;  rédigé  par  M.  Ernest  Lebon,  professeur 
agrégé  de  mathématiques  au  lycée  Charlemagne,  avec  la  collaboration 
d'une  société  de  professeurs  (A.  Colin  et  Cic;  Paris  et  départements 
ti  francs). 

Cette  publication  s'adresse,  tout  particulièrement,  aux  élèves  et  aux 
professeurs  de  l'enseignement  spécial.  Les  communications  diverses 
doivent  être  adressées  à  M.  E.  Lebon,  5,  rue  de  Mézières.  Les  solutions 
des  questions  proposées  doivent  être  envoyées  au  rédacteur,  avant  le 
20°  jour  qui  suit  la  publication  du  numéro. 

Le  Bulletin  paraît  le  20  de  chaque  mois,  sauf  en  août  et  en  septembre. 

Préparation  aux  examens  de  l'enseignement  secondaire  spécial  et  de  l'ensei- 
seignement  secondaire  des  jeunes  filles.  Revue  bi-mensuelle  publiant  tous 
les  textes  donnés  dans  les  différents  centres  d'examen  de  la  France  et 
les  actes  administratifs,  paraissant  le  10  et  le  25  de  chaque  mois  de 
novembre  à  juillet  inclusivement;  prix  d'abonnement  :  10  francs. 

Les  numéros  ne  sont  pas  vendus  séparément; les  abonnements  partent 
du  10  novembre  de  chaque  année  pour  prendre  fin  le  25  juillet  de  l'année 
suivante.  (Librairie  Croville-Morant  et  Foucart,  20,  rue  de  la  Sorbonne.) 

Ce  journal  est  littéraire  et  scientifique;  il  publie  tous  les  examens  du 
baccalauréat  de  l'enseignement  spécial  dans  tocs  les  centres  d'examens 
de  la  France  et  il  fera  remonter  cette  publication  à  1883,  date  du  fonc- 
tionnement du  nouveau  baccalauréat. 

Il  contient  une  préparation  aux  certificats  d'aptitude  et  aux  agréga- 
tions de  l'enseignement  spécial.  Les  devoirs  à  préparer  donnés  pour 
chaque  mois  sont  ceux  que  l'Académie  de  Paris  fait  traiter  par  les  can- 
didats qu'elle  consent  à  préparer  par  correspondance. 

G.  L. 
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QUESTION  351 

Solution  par  M.  Pb.  F. 


On  donne  un  cercle  0,  deux  diamètres  rectangulaires  À  A', 
BB .  Trouver  sur  OB  un  point  d  tel  qu'en  joignant  AC  et  en 
menant  DCD'  parallèle  à  AA/  le  prolongement  de  AC  partage 
l'arc  BD'  en  deux  parties  égales. 

Joignons  D'O.  Soient  ce,  y  les  coordonnées  de  D,  a    et  eu 

les  angles  ÊAA/  Ï/ÔA'.  En  vertu  de  l'égalité 

arc  D'E  =  arc  EB, 

on  a  2a  =  2a  —  a>,  (1) 

2 

7T 

ou  -  =  4^  —  a>; 

(2) 


cette 

égalité  donne 

1 

+ 

tg 

a) 

tg4a 

= 

0. 

Or 

tg 

(0 

2/ 
a; 

? 

tga 

= 

y 

R 

en  désignant  par  R  le  rayon  du  cercle  0. 

Remplaçant   dans  (2)  tg  a>  et  tg  4a  par   leurs  valeurs  en 
fonction  de  x,  y,  R  et  observant  que 

x*  +  if  =  R2,  (3) 

il  vient,  toutes  simplifications  faites,  une  équation  du  5e  degré 

en  x 

x{x'*  -  4R^3  +  4R2#2  +  4R8#  -  4R4)  =  0.       (4) 
Équation  qui  nous  indique,  ainsi  qu'on  pouvait  le  supposer, 
que  les  points  B  et  B'  répondent  aux  conditions  du  problème. 
L'équation 

x  -  ^Rx*  +  4R2x2  +  4R*j5  -  4R4  =  o. 
a  deux  racines  réelles 

xt  =  -f  o,7ô4R 
x2  =  —  o,947R. 
Il  y  a  six  points  sur  la  circonférence  remplissant  les  con- 
ditions de  l'énoncé.  Ces  points  sont  symétriques,  deux  à  deux, 
par  rapport  à  A'A. 
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L'équation  (4)  peut  être  résolue  géométriquement  par  la 
recherche  des  intersections  de  la  circonférence  (3)  et  des 
Lignes  qui  correspondent  aux  équations  : 

x  =  o,  (5) 

R(2»y  —  x)  =  xy.  (6) 

Celle  dernière  égalité  mise  sous  la  forme 
(2R  -  x)(y  +  R)  =  2lî% 
prouve  que  la  courbe  correspondante  est  uno  hyperbole  équi- 


latère  dont  les  asymptotes  sont  :  une  parallèle  à  B'B  à  la 
distance  -+-  2R,  et  une  parallèle  à  A'A  à  la  distance  —  R. 

Cette  courbe  coupe  la  circonférence  en  deux  points  D,  D", 
D"  étant  situé  entre  A'  et  B'  et  répondant  à  Tabcisse  0,947  R. 

Ce  point  D"  est  tel  que,  si  l'on  mène  D"C'DW  parallèle  à 
A'A,  et  si  l'on  joint  AC  qui  coupe  la  circonférence  en  E',  on  a 
arc  E'A'B  =  arc  E'B'D'". 

On  peut,  généralisant  l'énoncé,  se  poser  la  question  sous 
la  forme  suivante  : 

Trace?'  ACE  tel  que  l'arc  D'B  soit  égal  à  mEB. 

En  posant  l'arc  BE  =  x  l'équation  à  résoudre  sera 

(sin  x  +  i)cos  mx  =  cos  x.  (M) 
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m  =  2     correspond  au  cas  résolu  dans  cette  note  ; 
m  —  3     conduit  à  cette  remarque  assez  curieuse  : 

D'C  est  égale  à  la  différence  entre  le  diamètre  et  le  côté  du 
carré  inscrit,  soit  2R  —  R\/2,  ligne  qui  se  construit  aisément. 

Nota.  —  La  question  331  sur  laquelle  la  communication 
précédente  a,  naturellement,  appelé  notre  attention,  fut  pro- 
posée, sans  signature,  au  tome  V  de  la  première  série  de 
ce  journal  (1881,  p.  287).  La  solution  qui  a  été  publiée  (loc 
cit.,  p.  553)  est  manifestement  fausse;  c'est  un  de  ces  petits 
accidents  auxquels  un  journal  échappe  difficilement.  Mais, 
dans  le  cas  présent,  il  est  singulier  que  l'auteur  (anonyme) 
de  cette  question  n'ait  pas  relevé  cette  inexactitude  et,  chose 
plus  regrettable,  n'ait  pas,  du  même  coup,  indiqué  la  solu- 
tion exacte  qu'il  avait  eue  en  vue,  en  proposant  cet  exercice 
aux  élèves  de  mathématiques  élémentaires. 

La  solution  qu'on  vient  de  lire,  fait  dépendre  le  tracé 
demandé  d'une  équation  du  quatrième  degré.  En  appliquant 
à  celle-ci  la  méthode  de  Ferrari,  on  est  conduit,  si  nous 
avons  bien  calculé,  à  la  résolvante  : 

X3  +  2À2  +  2  =  o, 
équation  qui  n'admet  pas  de  racine  commensurable.  Nous 
croyons  donc  que  le  problème  en  question  n'est  pas  qua- 
dratique et  qu'il  a;  par  inadvertance,  été  proposé  comme 
constituant  une  question  élémentaire;  mais,  si  nous  nous 
trompons,  et  si  l'on  nous  adresse  une  solution  purement 
élémentaire  de  cet  exercice,  nous  l'insérerons  avec  plaisir. 

G.  L. 

QUESTION    182 

Solution  par  M.  Henri  Martin,  élève  au  Lycée  Condorcet. 


Par  le  sommet  A  d'un  triangle  ABC,  on  mène  une  parallèle  AD 
à  BC,  son  inverse  AA4  et  la  médiane  anti-parallèle  à  Aa.  Démon- 
trer la  relation 

BA,        Bx 

0I-^_.  (E.Vigané.) 
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Les  angles  A,  AH,  ACA,  étanl  ions  deyenus  égaux  à  L'an- 
gle CAD,  les  triangles  AtAC,  A^B  sont  semblables  et  don- 

ncnl  : 

AAt        AB        A^B 

Â^C  ~  A(J    :  :  AA, 

En  tirant  do  là  les  valeurs  do  AtB,  kfi.  et  on  los  divisant 

membre  à  membre,  on  a  : 

AjB        ÂB2 

Â£  ~  AL2' 

Or,  on  sai!  (v.  Journal  de  Mathématiques  élémentaires,  188/*, 

p.  55)  que  : 

B*        ÂÏÏ2 

Ca  ' 

Donc 

Ba 


AL' 
BA, 


Ca  ""  CA 


C.   Q.    F.   D. 


Note.  —  Cette  question  se  démontre  encore  facilement  si 
on  remarque  que  AD  étant  perpendiculaire  à  la  hauteur  AH, 
son  inverse  Aki  est  perpendiculaire  à  l'inverse  de  AH,  c'est- 
à-dire  à  AO  (v.  Journal  de  Mathématiques  élémentaires,  1885, 
p.  59).  La  droite  AAt  est  donc  tangente  au  cercle  circonscrit, 
ce  qui  démontre  la  proposition  énoncée  (v.  Journal  de  Mathé- 
matiques élémentaires,  1885,  p.  102). 

E.  V. 

Nota.  —  Ont  résolu  la  même  question  :  MM.  G.  Bourdier,  élevé  au 
lycée  de  Grenoble;  A.  Fitz-Patiïck,  élève  au  lycée  de  Poitiers;  J.  Gha- 
pron,  (solution  par  les  faisceaux  harmoniques).  Ignacio  Beyens  (Cadix). 
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QUESTION  186 

Solution  par  M.  E.  Vigarié. 


On  sait  que  les  droite*  qui  joignent  les  sommets  d'un  triangle 

aux  points  de  contact  des  cercles  ex-inscrits  se  coupent  en  un 
même  point.  Démontrer  que  ce  point  est  le  centre  du  cercle  insci  it 
au  triangle  obtenu  en  menant  par  les  sommets  du  triangle  les 
parallèles  aux  côtés.  (G.  Boubals.) 

Soient  w  le  point,  de  Gergonne,  c'est-à-dire  le  point  de  con- 
cours des  droites  qui  joignent  les  sommets  du  triangle  aux 
point  a,  p,  y  de  contact  du  cercle  inscrit  avec  les  côtés,  w  le 
point  de  Nagel  (*),  c'est-à-dire  le  point  de  concours  des  droites 
qui  joignent  les  sommets  du  triangle  auxpoints  a',  fi',  y'  de  con- 
tact des  cercles  ex-inscrits  avec  les  côtés  on  a  évidemment: 

Ba  =  Ca'. 

Les  points  w.  0/  étant  réciproques,  le  point  w'  est  le  centre 
du  cercle  inscrit  au  triangle  AiBjCi  formé  en  menant  par 
les  sommets  de  ABC  des  parallèles  aux  côtés  (voir  ce  jour- 
nal 1885.  Question  94,  p.  02). 

On  sait,  en  outre  (loc.  cit.),  que  les  douze  lignes  qui 
joignent  les  sommets  du  triangle  ABC  aux  douze  points  de 
contact  des  cercles  inscrits  et  ex-inscrits  concourent,  trois 
par  trois,  en  huit  points,  dont  o>'  est  l'un  d'eux,  trois  autres 
de  ces  points  sont  les  centres  des  cercles  ex-inscrits  au  tri- 
angle AiBJCi;  ces  trois  points  sont  les  points  algébriquement 
associés  du  point  de  Nagel  (v.  Journal  de  Math.  Sp.  1885, 
pp.  193,  217,  241  et  Journal  de  Math.  Élém.,  pp.  129  et  249). 

La  question  précédente  peut  encore  être  résolue  en  s'appuyant 
sur  la  théorie  des  points  complémentaires  (**)  :  ces  derniers  sont 
deux  points  tels  que  la  droite  qui  les  joint  est  divisée  dans 
le  rapport  de  deux  à  un  par  le  centre  de  gravité  G  du  trian- 
gle. Il  est  facile  de  voir  que  si  deux  points  Q  Q'  sont  tels  que 

QG  =  2GQ', 

(*)  Voyez,  Journal,  p.  158. 
(*')  Idem,  p.  131. 
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le  point  12  jouit  dans    le   triangle  AiB'iC'i  dos  mêmes  pro- 
priétés que  12  dans   ABC.   Or.   si   0  est  le  contre  du   cercle 

inscrit  de  ABC,  on  a  : 

<o'G  =  2GO, 

{Journal,  1885,  p.  93),  donc  0/  est  le  centre  du  cercle  inscrit 
à  AiB'iCi. 

Nota.  —  M.  L.  Prince,  élève  au  lycée  de  Grenoble  a  résolu  la  même 
question,  qui  a  été  énoncée  par  M.  E.  Lccnoinc  (Association  française. 
La  Rochelle  y  1882.  Théorème  XÏ;  et  Journ.  de  Math.  Spéc.  1883,  p.  51). 


QUESTION   187 

.Solution  par  M.  Gril  al  le  AU,  maître   auxiliaire  au  Lycée  de  Marseille. 


Etant  donné  an  triangle  ABC,  on  mène  la  médiane  anliparul- 
lele  Ax  et  on  prend  sur  cette  droite  à  partir  de  a  dans  le  sens 

Aa  un  point  A"  à  une  distance  de  BC  égale  à--  tg  A.  Par  ce 

22 

point  on  mène  une  parallèle  à  la  tangente  en  A  à  la  circonfé- 
rence ABC,  cette  parallèle  coupe  AB,  AC  en  C,  B';  les  droites 
BB',  CC  se  coupent  en  At  Soient  B1?  Ci  les  points  analogues  de  Aj 

1°  On  a  :  A"C  =  A"C  =  A"B  =  A"B': 

2°  La  droite  AA,  est  une  hauteur  du  triangle  AB'C  ; 

6>0  Les  circonférences  ABC,  B'B  G'C  sont  orthogonales  ; 

4°  Lieu  de  V orthocentre  de  AB'C  quand  BC  étant  fixe,  A  par- 
court la  circonférence  ABC; 

o°  Les  triangles  ABC,  A^B^,  sont  égaux  et  les  droites  AAt, 
BBl5  CCt  .se  coupent  au  centre  du  cercle  circonscrit  a  ABC. 

(E.  Vigarié.) 

Il  est  facile  de  voir  que  le  point  A''  est  le  point  d'interjec- 
tion des  tangentes  menées  en  B  et  C  à  la  circonférence  ABC, 
et  que  B'  C  est  antiparallèle  à  BC,  puisqu'elle  est  parallèle 
à  la  tangente  en  A. 

1°  Les  deux  triangles  CA"B',  BA"C  sont  isocèles  et  l'on  a: 
A"C  =  A"Br,  A"B  =  A"C, 

comme  A"B  =  A"C, 

on   a  :  A"C  =  A"C  =  A"B  =  A"B\ 
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2°  D'après  ce  qui  procède,  le  cercle  décrit  de  A"  connue 
centre,  avec  BC  comme  diamètre,  passe  par  B  et  C;  donc  les 
angles  B'BC,  B'CC  sont  droits,  par  conséquent  BB\  CC  sont 
deux  hauteurs  du  triangle  ABC  et  AA^stla  troisième  hauteur. 

3°  Les  deux  circonférences  ABC,  B'CBC  sont  orthogonales 
puisque  A"C  est  tangente  à  la  circonférence  ABC. 

4°  Les  angles  ABAl5  ACAt  étant  droits,  le  quadrilatère 
ABA4C  est  inscriptible  et  le  point  At  est  sur  la  circonférence 
ABC;  donc,  quand  A  décrira  la  circonférence  ABC,  le  point  At 
la  décrira  aussi. 

5°  Les  points  Au  B±,  C±  sont  diamétralement  opposés  aux 
points  ABC.  Les  deux  triangles  ABC,  A^C^  sont  donc  égaux 
et  il  suffit  d'en  faire  tourner  un  de  180°  autour  du  ceutre  0 
pour  les  faire  coïncider. 

Remarque.  —  On  peut  encore  observer  que  si  le  point  A 
décrit  la  circonférence  ABC,  les  points  B',  Cf  décrivent  la  cir- 
conférence B'C  BCr  et  que  le  cercle  des  neuf  points  (cercle 
d'Euler)  du  triangle  AB'C  est  un  cercle  fixe  puisqu'il  passe 
par  trois  points  fixes  A",  B,  C. 

Nota.  —  Solutions  analogues  par  MM.  Louis  Prince,  élève  au  lycée 
de  Grenoble;  J.  Chapron;  G.  Bourdier,  élève  au  lycée  de  Grenoble; 
Henri  Martin,  élève  au  lycée  Conctorcet;  Ignacio  B  yens  (Cadix). 


QUESTION  190 

Solution  par  M.  G.  Bourdier,  au  Lycée  de  Grenoble. 


Calculer  le  sinus  de  333°. 

(École  Polytechnique,  examens  oraux  1885.) 

Remarquons    d'abord  que  333°  =  36o°  —   270,  par  suite 
sin  333°  =   —   sin  270.  Cherchons  donc  sin  270. 

L'angle    au  centre  du  décagone  régulier  étoile    vaut  1080 

3   X   36o° 
=  — ;    or  270  est  justement   le    quart    de    108°.  Le 

10 
problème  revient  donc  à  chercher  la  corde  sous-tendant  un  arc 
moitié  de  celui  du  décagone  étoile.  Si  a  est  une  corde  quelcon- 
que et  si  #est  la  corde  sous-tendant  l'arc  moitié  moindre,  on  a 

x  -  \/R(2R  -  n/ÏR'2  -  «a>. 
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Si  nous  faisons  R  —    i,  nous  aurons 

x  =  yâ-  v/4  -  d2  -    V  —  —  -  y  2  ~  a  ; 
a  est  ici  le  côté  du  décagone  étoile,  on  a  donc 

a  =  -  y/5  -+-  1). 

Remplaçons,  nous  aurons  : 


v/ 


4  +  y/5  +   1  Ai  +  y/5  —   1 

a; 


4  y  4 

^:(V5+v/5-v/3-V/5). 

Lo  sinus  de  270  est  la  moitié  de  cette  corde,  nous  avons 
donc 

sin  270  =  -  (v/5  -+-  y/5"  -  y/ 3  -  y/3j  ; 

par  suite 

sin  333°  =  -  -  (y/ 5  +  y/5  -  y/3  -  \/s)  • 

Nota.  —  Autres  solutions,  par  MM.  Edmond  Bordage,  professeur  au 
collège  de  Nantua;  l'abbé  E.  Gelin,  professeur  au  collège  Saint-Quirin 
à  Huy  (Belgique);  Ignacio  Beyens  (Cadix). 


NOTE  SUR  LA  QUESTION  165 

Par  Emile  Vigarié. 


Cette  question,  dont  il  a  été  donné  deux  solutions  (J.,  1885, 
p.  284;  188G,  p.  103),  peut  se  déduire  facilement  de  la  pro- 
position Lien  connue  : 

Dans  un  plan,  le  lieu  des  points  tels  ^ue  la  somme  des  carrés 
de  leurs  distances  à  un  ensemble  de  n  points  A,  B,...  situés  dans 
un  même  plan  et  formant  une  figure  quelconque,  soit  égale  à  un 
carré  donné  K2  est  une  circonférence  ayant  pour  centre  le  centre  0 
des  ?noycnnes  distance*  des  points  considérés  et  pour  rayon  la  lon- 
gueur : 

(UA2  ±  OB'  4-  ÔG2  +  ....) 


p*  =  K2  - 


11 
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Si  les  points  A,  13,  G  forment  un  polygone  régulier,  les 
quantités  OA,  OB...  sont  égales  au  rayon  R  du  cercle  cir- 
conscrit dont  le  centre  se  confond  avec  0,  et  l'on  a  : 

X2  —  wR2 

p2  - ' — ,         ou        K2  =  n(o2  +  R*).       (1) 

r  n 

Quand  ABCD,  A'B'C'D'  sont  deux  circonférences  concen- 
triques de  rayons  r,  r'  et  ABC,  A'B'C  deux  triangles  équila- 
téraux  iuscrits,  la  formule  (1)  donne  : 

D7!2  +  Î7F  +  ÎTC2  =  3  [r*  +  r'1)  --=  DÂ'2  +  DB72  -h  DC7*- 
On  peut  remplacer  les  triangles  équilatéraux  par  des  poly- 
gones réguliers  d'un  même  nombre  n  de  côtés  :  dans  ce  cas, 
les  sommes  considérées  ci-dessus  sont  égales  à  : 


n[r-  H-  r 


QUESTIONS  PROPOSEES 


244.  —  La  somme  des  trois  rectangles  que  l'on  peut  con- 
struire, en  prenant  comme  éléments  les  trois  côtés  d'un 
triangle  quelconque  est  égale  à  la  somme  de  trois  autres 
rectangles  ayant  pour  base  commune  le  demi-périmètre  du 
triangle  et  successivement  pour  hauteurs  les  trois  droites 
menées,  par  le  centre  du  cercle  inscrit,  parallèlement  aux 
trois  côtés  du  triangle.  (Reboul.) 

245.  —  Résoudre  le  système  suivant  : 

xk  +  a  —  6  =  y\  -h  c  —  d  =  zk  h-  b  —  c  =  u*  -\-  d  —  a  —  xyzu. 

(Ignacio  Beyens.) 

Erratum.  —  C'est  par  inadvertance  que  la  question  233  a  été  proposée. 
Elle  l'avait  été  déjà  sous  le  n°  211. 


Le  Directeur-Gérant, 

G.  de  LONGGHAMPS. 


IMPRIMERIE   CENTRALE   DES   CHBMtNS   DK   FER.   —   IMPRIMEKIE  CHAiX. 
RUE   BERGÈRE,  20,    PARIS.    —   4  V56-7. 
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SIMPLIFICATION  DU  CALCUL  ALGEBRIQUE 

Par  M.  M.  Phllippof. 

[Fin,  voir  p.  49). 


10.  Formule  du  polynôme.  —  Problème  :    Trouver 

le  développement  : 

(a0  +  atx  +  a,xa  ■+-  . . .  anxnk)  =  Kk  =    \r. 

Rép.  :  En  désignant  par  \p]  le  coefficient  de  xpje  commence 
par  chercher  le  développement  de  Efe  =  (a%x*  -h  OiX". .  .)*  oîi 
a,  p...   sont  des  nombres  entiers. 

On  a  (en  employant  les  symboles) 

E&  =  V  =  À0  Aj  A2. .  . 

Soit  [N]  le  coefficient  de  xn  dans  V  (où  N  =  A„). 

L'identité  Ek  s  V  donne  en  prenant  la  dérivée  /cE,c_1E'  ^  V 
et,  par  suite  ftE'V  s  EV, 
d'où 

1)  S[a]Ap_H  +  1jp  +  i   -  x(*+  i)J  =  o; 
ou,  en  posant 

p  +  î  =  n,     A„  =  [N], 
on  aura  : 

2)  S[a][N  -  oc]{n  -  »(A  +  i)J  =  o. 
Si 

a  =  o,  6  =  i,  y  —  2;    [a]  —  a0,  [[3]  =  ax  etc. 
on  aura  pour 

(a0  -+-  ai  x  +  a2a?2. .  .)*  =  A0  +  A±x  -h  A2#2. . . 
la  formule 

3)        (p+i)Ap  [a(i=(k-p)Apai-{-(2k-p-hi)Ap_.lfi2-i- . . . 

-h  Aoap-i.fey»  +  0- 
En  employant  la  notation  : 

/,-(/t-i)(^-2)=/t|~3;     &(*-i)(A-'aX*-3)=*|"1  etc- 
et  en  remarquant  que  A0  =  a0h  on  aura  successivement  : 
A0  =  a0K 
A,,  =  ka^-hii 
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—2 

a0'l~2o2{  +  ka^-hi^ 


k 


2\ 


k 


-3 


3! 


0 


k—3/,3 


-2 


»ï   +    A1 


fc— 2 


û^  -+-  ha0k~ra3  etc. 


Mais   on  connaît  les   coefficients  numériques  cp(A)  d'après 
la  théorie  des  permutations.  On  a  à  'priori  : 


(P  -+■  Q  +  r  +  . .  .  )  =  s 


/  !  7// 1  n  ! . 
/  +  m  -+-  ».  . 


plgmrn 


OU  X 

3  .0 

En  posant  a™  —  J  d'où  o]a2  -+-  a2a|  =  12,  23,  etc.)  et  en  reje- 
tant les  coefficients  cp(Â:)  et  les  puissances  de    oQ    connus   à 

priori,  on  peut  représenter  A3  par  le  symbole  (1,  12,  3)  (c'est 

un  symbole  d'un  nouveau  genre).  On  trouvera  de  la  même 

manière  : 

/  s     3  22  \ 

As  =  \if   12,   12,   i3,  23,   14,5;. 

Cette  écriture  symbolique  rend  évidente  la  loi  de  formation 

des  coefficients  A.  Pour  obtenir  A5  il  faut  décomposer  le  nombre 

5  de  toutes  les  manières  possibles  : 

5 

4+  1 

3   +   2 

3  +  1  +  1 

2  H-  2  +  1 

2  -+-  J  -h  I    +    I 

I  -h  I  -f-  I   +    I    -h  1 

11  faut  écrire   1   pour   i+  1  +  1+  1  +  1,    12    pour  2    \ 
+   1  4-  1  +  1,  etc.,  et  on  obtiendra 

3  2        2  \ 


b  = 


A5  =  \i,    12,    12,    1 3,   23,    14,   5 
k\  .    .  -  &' 


'•'a\  -+-  77 


-  aftfe-4flia2 


etc. 


(k  -■  b)!  5!  "u  (/.'  -4)1  3!    ° 

Exemple  :   Trouver  (a0  4-  a,x  +  a2x2)3  =  (o,    1,   2)3. 
On  trouve  (en  remarquant  que  a3  =  at  —  as  ...   -  o) 

A0  =  ni;  Aj  =  3oJa4 ;  A2  =  3a§o8  +  3t/0af;  A3  =  (1,  12,  3j 
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=  (  n    2)  =a\  4-  6w*.2;  A4  =  [12,  2)  (parce    qu'il    faut 

rejeter  1  comme  ayant  4  dimensions)  ou  A4  =  3a0aj  4-  3aJ«ra  ; 
A5=3«la2;  A6  =  a\.  On  peut  vérifier  ces  formules  par  le 
procédé  direct,   en  calculant  (a0  ax  aa)3. 

Exemples.  1.   Trouver  (1  +x+  x2)*. 
On  trouve   : 

/«  .  «>? 

(1   1   i)4  =  I   1    1    1  )  =  (1  2  3  2  1)*  = 

1   2  3  2    1 

24642  - 

9  7       J  „  =  i   4   10   ib   19    16   10  4   i 
i  o  9  6  0  0  ^ 

=    l    +  A.X   -+-    I  OX2   -+- 

24642 

I232I 

2.  Trouver  la  somme  de  la  série 

,     .  a        b  c  a         b         c 

0,   (a   D  C)  = 1 7  H -H +    — :  H 

x  x-  X3  X'  XJ         x6 

On  pose  o,  (a  b  c)  =  U 

U  o  o  o  =  U  =  a  6  c,  (a  6  c) 


UU  =  U.i  i=d  c.U  =  2-Lf 


o     _ 

I    [ 


ax'1  4-  bx  4-  c 


x*  —  r 
3.  Multiplier  : 

1  4-  2/x  4-  3\/x2  +    5\/x:i  par  7  4-  i/x  4-  2?/î*. 
Remarque.  —  On  peut  poser 

JL  A  JL  :m 

A  -+-  B,i""  -h  Gxm  4-  Dxm  4-  ...  =  ABC  ... 
La  lettre  m  s'appelle  dénominateur  du  symbole  irrationnel. 
Deux  symboles  ayant  le  même  dénominateur  se  multiplient 
comme  les  symboles  irrationnels. 

Rép.  En  multipliant 

12  3   5  par    7   1    2 


76 
ou 
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:  6  :6 

ioo20o3oo5     par    70102 
on  obtient  le  résultat  : 

701    14  2  2  21  4  3  35  6  5  o   io'6=:  7  -+-  \/x2  +  Hy/^3 


4. 

Trouver 

0] 

1  a 

aa 

206 

/>2 

2ac 

260*     c2 

2  ad 

2&d  2Cd  t/2 

5. 

Trouver 

4-  ...  4-  roy/^13. 
(a,  b,  c,  d,  . . .  xi2. 


a2  4-  2«/;a;  4-  1  4-  (26c  4-  2ad)xi 

2CIC 


y/ga*  -  36a3b  4-  6oa2b2  -  483b3  +  ï6b*, 
On  trouve 


y/ 9  36    60    48     16 

6       6  I    1     36 


6      12      4 


24    48     16 
24    48     16 


Résultat:  3a2  —  6ab  4-  4b2. 

6.  Décomposer  en  facteurs  : 

4(X2  +  Xy  +  y2)3  -  27(x2y   f-  y2x)2  =  U. 

On  a 

U=  4(1    1    i)3  -  27(0  1    1  o)2 
{ 1    1   i)8  =      iii 

iii      X   1    1    1  —  (1    2  3   2    1  )(r    1    1) 
111  =  1   3  6  76  3   1;   (1    i)'=i   2   1. 

4     12     24     28     24      12     4 

=  4.     12       3     26       3      124. 


U 
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En   extrayant  la   racine   carrée  et  en  la  divisant  par    i    r 
on  obtient 

U  =    !     P. 2    5    2\ 

Mais 

2    5     2—2     1  .  I     2 , 

donc 

U  =  (x  —  y)2(2x  +  y)2(x  4-  2ij)2. 

11.  Conclusion. —  L'espace  me  manque  ici  pour  expo- 
ser les  nombreuses  applications  de  ma  méthode,  qui  est  d'une 
utilité  incontestable  non  seulement  parce  qu'elle  abrège  des 
longs  calculs,  mais  principalement  à  cause  de  la  symétrie 
remarquable  des  formules  auxquelles  elle  conduit.  La  théo- 
rie des  formes  cartésiennes,  à  peine  effleurée  dans  cet  article, 
est  étroitement  liée  à  la  théorie  générale  de  l'élimination  et  à 
celle  des  déterminants.  C'est  en  faisant  l'élimination,  d'après 
les  méthodes  de  Bezout,  d'Euler  et  de  Cayley,  que  j'ai  eu 
l'idée  des  symboles  cartésiens.  La  notation  symbolique  des 
polynômes  ordonnés  n'était  inventée  que  postérieurement. 
Ainsi,  comme  il  arrive  souvent,  le  cas  le  plus  simple 
m'échappait  encore  quand  j'avais  déjà  exploré  le  cas  relati- 
vement beaucoup  plus  difficile  (*). 


NOTE  DE  GEOMETRIE 

Par  M.  ItalFalli.  maître  répétiteur  au  Lycée  Saint-Louis. 


Je  me  propose  de  donner  une  démonstration  élémentaire 
de  ce    théorème  connu  : 

La  section  méridenne  de  la  surface  gauche  de  révolution  est 
une  hyperbole. 


(*)  Au  commencement  de  1885  j'ai  communiqué  ma  méthode  d'élimi- 
nation au  moyen  des  formes  cartésiennes  dans  une  lettre  adressée  à 
l'illustre  mathématicien  russe  M.  Bouniakofskv. 
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Il  suffira  de  démontrer  qu'on  peut  faire  passer  un  cône  de 
révolution  par  cette  courbe. 

Soit  0  le  cercle  de  gorge  silué  dans  le  plan  horizontal; 
X'OX  la  trace,  sur  ce  plan,  d'un  méridien  quelconque.  Prenons 
sur  la    perpendiculaire  menée  par  0   à  OX,    une  longueur 

OB  —  R  tang  a,  a 
étant  l'angle  con- 
stant des  généra- 
trices et  du  plan 
horizontal. puis  me- 
nons BC  parallèle  à 
OX.  Je  dis  que  le 
cône  de  révolution 
de  sommet  B,  d'axe 
BG  et  dont  le  demi-angle  au  sommet  est  a,  passe  par  la  méri- 
dienne que  détermine  OX. 

Prenons  en  effet  un  point  Q  sur  le  cercle  de  gorge  et  soit 
M  le  point  où  la  génératrice  qui  passe  en  Q  perce  le  plan 
vertical  OX.  Soit  P  la  projection  horizontale  de  M  située 
sur  OX.  La  projection  PQ  de  la  génératrice  est  alors  tan- 
gente au  cercle  de  gorge.  On  aura 

HP2  =  PQ2  tg2  a  =  (ÔP2  -  R2)  tg2  a, 
d'oii 

MP2  +  R2  tg2  a  =  OP2  tg2  a.  (1) 

Menons  PR  perpendiculaire  à  BG  et  joignons  MR<;  MB 
sera  perpendiculaire  è  BG  et  nous  aurons  : 

MR2  =  MP2  -h  Pïï2  =  MP2  +  R2  tg2  a, 

ou  bien  BR2  tg2  MBR  =  MP2  +  R2  tg1  a.  (2) 

En  rapprochant  les  égalités  (1)  et  (2)  on  a  donc  : 

BR2  tg2  MBR  =  ÔP2  tg2  a 
et  comme  BR  —  OP  on  en  déduit  : 


ou.  finalement, 


tg  MBR  =  tg  a, 
MBR  =  a. 
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VARIÉTÉS 


s  rit  LA 

GÉOMÉTRIE  DE  LA  RÈGLE  ET  DE  L'ÉQUERRE 

Par  M.  G.  de  Long-champs* 

(seconde  partie) 

[Suite,  voir  p.  54). 


CHAPITRE  II 

LA   LARGEUR    DE    LA    RIVIÈRE 

16.  —  Nous  avons  exposé  dans  le  chapitre  précédent 
quelques  applications  de  la  fausse  équerre  et  du  cordeau; 
mais  celles-ci  sont  beaucoup  plus  nombreuses  qu'on  ne 
serait  peut-être  tenté  de  le  croire,  au  premier  abord,  et  nous 
aurons  occasion,  dans  la  suite,  de  prouver  ce  fait  par  plus 
d'un  exemple.  Nous  devons  pourtant  quitter  ici  le  dévelop- 
pement de  ces  applications  pour  nous  attacher  à  l'exposition 
méthodique  des  solutions  de  quelques  problèmes,  plus  parti- 
culièrement intéressants,  de  cette  géométrie  que  nous  nous 
proposons  de  développer  dans  la  seconde  partie  de  cet  ou- 
vrage. Tels  sont  :  le  prolongement  d'une  droite  au  delà  d'un 
obstacle,  la  distance  d'un  point  donné  à  un  point  inacces- 
sible, ou,  encore,  celle  de  deux  points  inaccessibles,  etc.  Pour 
le  moment,  nous  voulons  nous  occuper  du  problème  qui  a 
pour  objet  la  détermination  de  la  largeur  d'une  rivière. 

17.  La  largeur  de  la  rivière  (Première  solution).  — 
Soient  A,  A'  deux  droites  parallèles  représentant  les  bords 
du  fleuve  dont  on  veut  mesurer  la  largeur.  D'un  point  A, 
pris  sur  la  rive  A  où.  l'on  se  trouve  placé,  on  vise  avec  la 
fausse  équerre  :  1°  un  point  B  que  l'on  aperçoit  sur  l'autre 
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rive  A';  2°  un  jalon  planté,  quelque  part,  sur  A;  l'instrument 
relevé  ainsi  l'angle  BAD  =  0.  Ayant  ensuite  jalonné  la  droite 
AG  que  nous  supposons  élevée  perpendiculairement  à  ABr, 
au  point  A,  on  chemine  sur  AC  jusqu'à  ce  que  Ton  ait 
trouvé  un  point  I  duquel  les  points  A  et  B  soient  vus  sous 
l'angle  0  ;  soit  AIB  =  0.    On  jalonne  IB  jusqu'à   A,  ce   qui 

donne  un  certain  point  H;  BH  repré- 
sente alors  la  largeur  de  la  rivière. 
Pour  mesurer  BH,  on  observe  que 
l'on  a 

Ai2  =  IH.IB  =  1H(IH+  HB. 

d'où  l'on  tire 

(AI  +  IH)(AI  -  IH) 
Fig.  139.  tin  — jg 

On  peut  aussi,  le  calcul  est  même  un  peu  plus  simple, 
relever  les  longueurs  AH,  IH  et  calculer  BH  par  la  formule 

Ces  solutions  sont  très  simples,  mais  elles  s'appliquent 
surtout,  et  avec  commodité,  au  cas  où  la  largeur  qu'il  s'agit 
d'évaluer  est  assez  grande;  ou,  encore,  à  celui  dans  lequel  se 
présentent  certaines  difficultés,  comme  celles  que  nous  signa- 
lons plus  loin.  Dans  la  pratique,  il  en  est  rarement  ainsi;  la 
question  qui  nous  occupe  étant  surtout  un  problème  de  ponton- 
niers. Il  s'agit,  pour  eux  d'apprécier,  rapidement,  et  pourtant 
avec  une  précision  suffisante,  la  largeur  d'une  rivière  sur 
laquelle  ils  doivent,  en  un  point  déterminé,  jeter  un  pont; 
nous  allons  indiquer  d'abord  les  solutions  qu'ils  emploient 
en  pareil  cas;  nous  entrerons  ensuite  dans  l'examen  circon- 
stancié de  quelques  cas  particuliers,  plus  difficiles. 

A  ce  propos,  revenant  ici  sur  une  idée  précédemment 
exprimée,  nous  insisterons  encore  sur  la  nécessité  de  fournir 
des  solutions  variées  pour  les  problèmes  de  la  géométrie 
pratique  et,  surtout,  des  solutions  bien  appropriées  aux  con- 
ditions matérielles  qui  leur  sont  imposées.  En  définitive,  le 
problème  qui  nous  occupe  en  ce  moment  peut,  théoriquement , 
être  considéré  comme  identique  à  celui  qui  se  propose  de  me- 
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surer  la  distance  d'un  point  donné  à  un  poin  t  inaccessible  (*), 
problème  que  nous  traiterons  avec  les  développements  néces- 
saires dans  un  cbapilre  suivant.  Mais,  dans  la  pratique,  quelle 
différence  entre  les  procédés  qui  |  cuvent  servir  à  mesurer 
la  largeur  d'un  fleuve  et  ceux  que  l'on  peut  appliquer  à 
l'évaluation  des  grandes  distances  telles  que  celles  qui  inté- 
ressent la  portée  des  projectiles!  C'est  pourquoi  il  convient 
toujours,  en  géométrie  pratique,  d'examiner  avec  attention 
si  les  solutions  indiquées  conviennent  bien,  à  tous  les  points 
de  vue,  au  problème  que  l'on  a  voulu  traiter,  et  si,  pour  nous 
résumer,  les  exigences  pratiques  inhérentes  au  Iracé  que  l'on 
veut  exécuter,  ne  sont  pas  en  contradiction  matérielle  avec 
celles  qui  ressortent  de  la  solution  proposée. 

18.  La  largeur  de  la  rivière   (Solution  des  ponton- 
niers) (**).  —  1°  On  jalonne  sur   l'une  des  rives  une  ligne 


Fig.  140. 

BF  sensiblement  parallèle  à   cette  rive  et  aussi  rapprochée 
que  possible  du  cours  d'eau. 

Sur  la  rive  opposée,  on  choisit  un  point  A  facile  à  recon- 

(*)  C'est  ainsi  que  le  problème  est  envisagé  ordinairement,  notamment 
dans  Bergery  (loc.  cit.  p.  422).  Bergery  applique,  pour  le  résoudre,  la 
propriété  des  diagonales  du  quadrilatère  complet,  lesquelles  se  parta- 
gent, comme  l'on  sait,  harmoniquement.  Mais  cette  solution,  sur  laquelle 
nous  reviendrons,  en  traitant  le  problème  de  la  distance  d'un  point  à 
un  point  inaccessible,  très  acceptable  pour  les  grandes  distances,  n'est 
pas  assez  simple  quand  il  s'agit  d'évaluer  une  distance  aussi  faible, 
relativement,  que  la  largeur  d'un  fleuve. 

(**)  Ces  solutions  sont  empruntées  à  Y  Aide-mémoire  de  Laisné  à  l'usage 
des  officiers  du  génie  [4e édition,  18ûl,  p.  29 1  et  5e  édition,  1884,  chap.  V; 
Ponts  mititaires)  et,  aussi,  à  l'ouvrage  intitulé  Ecole  de  Ponts,  1882,  p.  59  ; 
elles  nous  ont  été  signalées  par  le  capitaine  Brocard. 
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naître  et  à  l'aide  d'un  triangle  rectangle  de  cordes  BGD,  dont 
les  côtés  ont  3,  4  et  o  mètres,  ou  des  équi-multiples  de  ces 
nombres,  on  détermine  le  pied  B  de  la  perpendiculaire  AB, 
abaissée  du  point  A  sur  la  ligne  BF.  On  promène  ensuite  le 
triangle  de  cordes  tout  tendu  sur  celte  ligne  BF,  jusqu'à  ce 
que  l'un  des  côtés  de  l'angle  droit,  celui  de  4  mètres  par 
exemple,  se  trouvant  sur  la  ligne  BG  on  puisse  voir  le  point  A 
sur  le  prolongement  de  l'hypoténuse,  ou  côté  de  o  mètres. 
La  distance  cherchée  sera  égale  aux  3/4  de  la  longueur  BE 
que  l'on  peut  mesurer  sur  la  rive,  car 


FG 
AB=BEx^ 


3 

-  BE- 

4 


2°  Déterminer   un    alignement   AB   perpendiculaire    à    la 

rive  BE.  Prendre  BE  égal  à  40  mè- 
tres; EG  égal  à  10  mètres;  mener  GF 
perpendiculaire  à  BG  jusqu'à  sa  ren- 
contre avec  l'hypoténuse  : 
AB  =  4FG. 
3°  Remarquez  sur  la  rive  opposée 
un  point  A;  cherchez  à  l'œil,  sur  la 
rive  où  vous  êtes,  un  autre  point  B, 
g  j/l1'  perpendiculairement  opposé  au  point 

A;  mettez  le  côté  d'un  cordeau  perpendiculaire  dans  la  direc- 
tion de  AB,  prenez  des  points  G  et  D  sur  les  prolongements 

des  côtés  à  angle  droit  du  cordeau,  et  à 
des  distances  arbitraires  du  point  B: 
élevez,  au  moyen  du  cordeau,  la  per- 
pendiculaire CE  jusqu'au  prolongement 
de  AU;  mesurez  liG,  BD  et  GE.  et 
BG  X  BD 


vous  aurez  AB 


En  retran- 


Fig.  142. 


GE  -  BD 
chant  ensuile,  de  cette  valeur,  la  dis- 
tance du  point  B  à  la  crête  de  la  rive, 
vous  obtiendrez  la  largeur  de  la  rivière. 

4°  Si  l'on  n'a  point  de  cordeau  à  perpendiculaire,  on  déter- 
mine comme  ci-dessus  les  points  A  et  B;  on  prend  sur  AB 
prolongé  un  point  quelconque  C  ;  on  choisit  un  point  arbitraire 
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D  hors  de  la  direction  AB;  on  marque  le  point  E,  milieu  de 
CD;  ou  cherche  le  point  F,  rencontre  des  alignements  BD  et 


AE,  et  on  mesure  BC,  BF,  DF  ;  or,  on  a  FG 
DF  -  BF 


BF 


BC 
EG  ou  — - . 

*9. 


AB,  mais  FG 


2 


donc 


AB   = 


BC  x  BF 


L'opération 


DF  -  BF 
est  d'autant  plus  exacte  que  la 
différence    DF   —  BF   est   plus 
grande. 

5°  Enfin,   le   procédé    suivant  Fig.  U3. 

ne  donne  aucun  calcul  à  faire.  Prenez  de  môme,  sur  les  rives, 
les  points  A  et  B  perpendiculairement  opposés;  à  la  droite, 
par  exemple,  de  B  marquez 
un    point  quelconque  C,    à 
partir  du  point  B,  et  sur  CD 
prolongé,  rapportez  la  dis- 
tance BC,  de  B  en  D;  mar- 
quez le  point  D  ;  prenez  un 
poiut  quelconque  E  sur  l'a- 
lignement des  points  Aet  C; 
et  rapportez  la  distance  EB 
sur  la  ligne  EB   prolongée 
de  B  en  F;  cherchez  le  point  G  sur  les  directions  de  D  et 
F  et  de  B  et  A;  mesuiez  BG  qui  est  égal  à  AB. 

Si  l'on  avait  fait  BD  =  —  BC  et  BF  =  —  BE,  on  aurait  eu 

10  10 

BG  =  —  AB. 

10 

19.  La  Solution  de  Vauban.  —  Servois  (loc.  cit. 
p.  60)  s'occupant  du  problème  de  la  distance  d'un  point 
à  un  autre  point  inaccessible  dit  :  «■  On  connaît  la  méthode 
attribuée  à  Vauban  :  elle  suppose  la  construction  d'angles 
droits,  ou  au  moins  d'un  angle  égal  à  un  autre  et  requiert 
un  chaînage  assez  long.  »  Mais  il  ne  donne  aucun  rensei- 
gnement sur  cette  construction. 


Fig.  m. 
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Le  procédé  que  Vauban  indiquait  (*)  pour  mesurer  la 
distance  de  l'ouverture  de  la  tranchée  au  chemin  couvert  n'est 
autre  chose  que  la  solution  exposée  plus  haut  (§  18;  2°).  Nous 
croyons  intéressant,  ne  serait-ce  qu'au  point  de  vue  historique 
de  rapporter  ici,  dans  ses  termes  mômes,  la  solution  de  Yau- 

(*)  Vauban,  Traité  de  l'attaque  des  places.  Je  dois  ce  renseignement  à 
l'obligeance  de  M.  Louis  Liège  d'Iray,  lieutenant  d'artillerie.  L'exem- 
plaire de  Yauban  que  possède  cet  officier  n'est  pas  daté;  il  a  été  im- 
primé chez  Barrois  et  Magimel,  quai  des  Augustins,  à  Paris.  La  question 
présente  y  est  exposée  au  chapitre  VI,  lequel  traite  de  Youverture  delà 
tranchée,  p.  50. 

D'après  les  renseignements  que  nous  communique  à  ce  propos 
M.  d'Iray,  la  première  édition  de  l'ouvrage  de  Yauban,  a  dû  être  celle 
qu'a  éditée  Jombert,  rue  Dauphine,  à  Paris;  Elle  date  de  1769.  La  biblio- 
thèque de  l'Ecole  de  Saumur  possède  un  exemplaire  de  l'ouvrage  en 
question  ayant  pour  sous-titre:  Nouvelle  édition  revue,  rectifiée,  augmentée 
de  développements,  de  notes  et  de  planches  ;  par  F .  P.  Foissac,  chef  de  brigade 
au  corps  du  génie  de  la  République  française  ;  à  Paris,  chez  Magimel  libraire 
pour  l'art  militaire  et  les  sciences  et  les  arts,  quai  des  Augustins,  près  le 
Pont-Neuf;  l'an  troisième  de  la  République. 

Dans  cette  édition,  la  question  est  traitée  au  chapitre  VI,  p.  131  ; 
mais  le  texte  de  Vauban  a,  en  grande  partie,  disparu;  l'ouvrage  a  été 
profondément  remanié,  mis  au  goût  du  jour,  et,  comme  nous  l'écrit 
M.  d'Iray,  c'e-t  presque  autant  un  ouvrage  de  Foissac,  écrit  sur  le 
cadre  du  livre  de  Vauban,  qu'une  édition  de  Yauban. 

Aux  renseignements  qui  précèdent,  nous  ajouterons  encore  les  sui- 
vants qui  nous  ont  été  communiqués  par  M.  Bertrand,  capitaine  du 
génie  à  la  section  technique  du  ministère  de  la  guerre. 

Le  manuscrit  de  Vauban  sur  l'attaque  des  places  a  été  rédigé  pour 
le  duc  de  Bourgogne  et  présenté  à  ce  Prince  en  1704;  la  bibliothèque 
du  ministère  de  la  guerre  possède  cet  ouvrage  précieux  revêtu  de  la 
signature  de  l'auteur.  Des  copies  n'ont  pas  tardé  à  circuler  dans  toute 
l'Europe  et  une  première  édition  parut  à  la  Haye,  imprimée  par  de 
Hondt,  en  1737. 

La  dernière  édition  est  celle  qui  fut  publiée  en  1829  {Traité  des  sièges 
et  de  l'attaque  des  Places  par  le  maréchal  de  Vauban;  nouvelle  édition 
entièrement  conforme  au  manuscrit  présenté  par  l'auteur  au  duc  de 
Bourgogne;  par  M.  Augoyat,  chef  de  bataillon  du  Génie;  Paris.  Anselin 
successeur  c'e  Magimel). 

Nous  devons  ajouter  que  la  solution  de  Yauban  se  trouve  'exposée, 
antérieurement,  dans  l'ouvrage,  intitulé  :  R.  P.  Cl.  Fr.  Millet  Dechales, 
e  Societate  Jesu,  Cursus  seu  mundus  mathematicus  universam  Mathesin 
tribus  tomis  complcclens.  —  Lugduni  M  DC  LXXIV.  On  trouve  la  solution, 
exposée  depuis  par  Vauban,  dans  le  volume  en  question,  à  la  page  331 
du  livre  Ier  et  dans  la  partie  intitulée  Geometriœ  practicœ. 

L'ouvrage  en  question  a  été  cité  par  Chasles  (Aperçu  historique;  pp.  272 
et  433);  il  lui  donne  la  date  de  1690.  —  L'édition  que  nous  avons  eue 
sous  les  yeux  est  antérieure,  comme  l'on  voit,  à  celle  que  Chasles  a 
consultée. 


JOURNAL   DE   MATHÉMATIQUES  ÉLÉMENTAIRES  85 

ban.  Il  convienl  toutefois  d'observer,  comme  le  fait  Servois,  et 
la  remarque  a  sou  importance,  qu'elle  n'exige  nullement 
l'emploi  de  l'équerre  ordinairc.il  suffît  que  les  droites  AB,  CD 
(f\<j.  144)  dontil  est  question  soient  parallèles;  pour  atteindre 
ce  but,  la  fausse  équerre  suffît.  Quant  auc  haînage  nécessaire, 
contrairement  à  ce  qu'en  pense  Servois,  il  est  fort  rapide;  si 
l'on  observe  qu'il  se  réduit  au  relevé  de  la  longueur  CF  et 
que  les  piquets  fixés  sur  BC  ne  sont  pas  déterminés  par  des 
chaînages,  mais  simplement  par  un  cordeau,  plus  ou  moins 
long,  que  l'on  porte  successivement  de  B  en  B',  de  B'  en  B", 
etc.;  opération  simple  et  rapide. 

Quoi  qu'il  en  soit,  voici  la  solution  en  question;  elle 
s'applique  également  bien  aux  grandes  et  aux  petites  distan- 
ces. On  observera  seulement,  dans  le  cas  des  grandes  distan- 
ces, qu'il  faut  augmenter  le  nombre  des  piquets  placés  surBC. 
On  peut,  par  exemple;  placer  dix  piquets  équidistants  entre  B 
et  G;  E  représentant  le  dixième  piquet,  il  suffît  alors  démulti- 
plier GF  par  10. 

«  Soit  (ftg.  441)  A  l'angle  du  chemin  couvert  et  B  le  lieu  où 
Ton  veut  ouvrir  la  tranchée  après  avoir  pris  garde  à  se  mettre 
en  lieu  ou  l'on  puisse  avoir  l'espace  nécessaire  à  l'opération, 
il  n'y  a  qu'à  former  l'angle  droit  B  et  tirer  la  ligne  BG  (avec 
des  piquets)  de  6o  ou  8o  toises,  plus  ou  moins.  Vous  cou- 
perez cette  ligne  en  3  ou  4  parties  égales.  Cela  fait,  sur  son 
extrémité  G,  formez  un  autre  angle  droit  BGD  alterne  au 
premier  et  tirez  la  liane  CD  indéterminément,  alignez  l'un  des 
piquets  de  la  transversale  BG,  comme  E,  avec  l'angle  du 
chemin  couvert  A.  Vous  aurez  deux  points  qui  serviront  à 
faire  trouver  dans  leur  alignement  le  point  F  sur  la  ligne 
CD.  Mesurez  ensuite  CF  avec  une  toise  pour  connaître  sa 
longueur;  ensuite,  si  CE  est  le  tiers  de  BE,  prenez  trois 
fois  la  longueur  G  F,  vous  aurez  la  distance  AB  connue  en 
toises.  » 

(A  suivre.) 
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EXERCICES  DIVERS 

Par  M.  Itou  tin,  professeur  aux  Collège  de  Vire. 
(Suite,  voir  p.  42.) 


35.  —  Trouver  le  lieu  des  foyers  des  paraboles  qui  touchent 
deux  droites  rectangulaires  OX,  OY;  la  première  en  un  point 
fixe  A,  la  seconde  en  un  point  variable  B. 

Cette  question  a  été  posée  comme  question  de  géométrie  analytique 
à  l'Ecole  des  Ponts  et  Chaussées  (Cours  préparatoires  1886).  Elle  est  sus- 
ceptible d'une  solution  géométrique  très  simple  et  élémentaire. 

Le  lieu  est  la  circonférence  du  cercle  décrit  sur  OA  comme  diamètre. 

On  peut  la  généraliser  en  supposant  que  l'angle  des  axes  OX,  OY 
est  quelconque  ;  le  lieu  est  alors  l'arc  d'un  segment  décrit  sur  OA  et 
capable  de  l'angle  des  axes. 

36.  —  Si  l'on  considère  un  triangle  quelconque  ABC;  son 
cercle  circonscrit  0;  A',  B',  G'  élant  les  milieux  des  arcs  BC, 
AG,  AB. 

1°  Les  droites  AA\  BB',  CC'  concourent  en  un  même  point  I 

centre  du  cercle  inscrit 
dans  ABC,  orthocentre 
de  A'B'C. 

2°  Les  triangles  ABC, 
A'B'C  donnent  lieu,  par 
les  intersections  de  leurs 
côtés,  à  un  hexagone  tel 
que  les  droites  qui  joi- 
gnent les  sommets  oppo- 
sés de  cet  hexagone  sont 
respectivement  parallèles  aux  côtés  du  triangle  ABC,  et  se 
coupent  au  même  point  I. 

o°  aa4,  pptl  YYi,  étant  les  sommets  de  cet  hexagone,  dans 
un  certain  ordre:  Les  triangles  Âypi  =  IyPi?  ^aTi  —  laïi  > 
Cpa4  =  I3at,  sont  isocèles. 
4°  Les  triangles  B'p^.  A'aaj,  C'yyu  A'B'C  sont  semblables. 
5°  Les  triangles:  Iaax,  lpQly  IyYi,  ABC  sont  semblables.  La 
somme  des  rapports  de  similitude  des  trois  premiers  au  qua- 
trième est  égal  à  l'unité.  Il  eu  résulte  que  la  somme  des  rayons 
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des  cercles  inscrits  ou  circonscrits  à  ces  trois  triangles  est 
égale  ;i  /•  ou  R,  i 

(3°  Si  ou  mène  les  tangentes,  au  cercle  0,  par  les  six  points 
A,  B,  C,  A',  B',  G';  ces  six  tangentes  déterminent  par  leurs 
intersections  un  hexagone  convexe  circonscrit  tel  que  les 
points  de  concours  des  côtes  opposes  sont  sur  une  même 
Ligne  droite,  polaire  de  I. 

7°  D'après  le  théorème  de  Brianchon,  les  droites  qui  joigneni 
les  sommets  opposés  de  cet  hexagone  concourent  en  un 
môme  point.  Ce  point  est  le  point  I. 

8°  Les  tangentes  au  cercle  0,  en  À',  B',  C,  déterminent 
par  leurs  intersections  un  triangle  A"B"C"  semblable  à  ABC 

et  circonscrit  au  cercle  0.  Leur  rapport  de  similitude  est  —  ; 

r 

(ces  lignes  se  rapportent  à  ABC). 

9°  Les  tangentes  en  A,  B,  C,  au  cercle  0  en  coupant  les 
précédentes  déterminent  trois  triangles  vers  A",  Bv,  G";  ces 
trois  triangles  sont  semblables  entre  eux  et  à  ABC  ;  la  somme 
de  leurs  rapports  de  similitude  à  A"B"C"  est  i.  Il  en  résulte 
(comme  dans  o°)  que  la  somme  des  rayons  de  leurs  cercles 
inscrits  est  égale  à  R,  etc. 

37.  —  Le  réciproque  du  centre  du  cercle  inscrit  dans  un  tri- 
angle (Point  de  concours  des  anti-bissectrices  de  M.  d'Ocagne, 
J  wrnal,  année  1880,  p.  158)  est  le  point  tel  que  la  somme  des 
racines  carrées  de  ses  distances  aux  trois  côtés  est  maximum. 

38.  —  Construire  géométriquement  un  triangle  connaissant, 
un  angle  et  deux  médianes.  (Il  y  a  deux  cas  à  distinguer.) 

39.  —  Trouver  un  nombre  de  deux  chiffres  qui  soit  égal  à 
a  fois  le  produit  de  ses  chiffres,  a  étant  entier. 

Le  problème  n'est  possible  que  pour  les  valeurs 
a  =  2,    a  =3,    a  =  6,    a=n. 
Les  nombres  correspondants  sont:  36,  i5,  12,  11. 
L'équation 

1  o  x  +  y  =  ax  y 
est  d'ailleurs  susceptible  d'autres  solutions;  pour  a  =  1,  x  =  11,  y—  n, 
pour  a  =  2,  x  =  1,  y  =  10. 
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QUESTION   145 

Solution  par  M.  A.  Boutin,  professeur  au  Collège  de  Vire. 


Démontrer  qu'une  corde  A  normale  à  une  parabole  P  est  égale 
à  quatre  fois  la  portion  de  la  tangente  A'  parallèle  à  A,  cette  por- 
tion étant  comptée  depuis  le  point  de  contact  jusqu'au  point  de 
rencontre  de  A'  avec  la  directrice.  (G.  L.) 

Soit  M  le  point  oii  A  est  normale,  N  le  point  de  contact 
de  A'  et  de  P;  menons  MA  tangente  en  M,  MB,  NC  parallèles 
à  l'axe;  ND,   parallèle  à  MA;  enfin,  tirons  MN. 

La  droite  NG  rencontre  A  an 
milieu  de  cette  corde,  car  NG 
est  le  diamètre  conjugué  à  la 
direction  A.  Il  suffit  donc  de 
prouver  que  MC  =  2NA.  L'angle 
MAN  étant  droit,  A,  d'après  un 
théorème  bien  connu,  est  un 
point  de  la  directrice.  D'ail- 
leurs MD=NA,  la  figure  MAND 
étant  un  rectangle  ;  il  suffît 
donc  de  prouverque  le  triangle 
MNG  est  isocèle.  D'après  un 
théorème  connu,  MN  passe  par 
le  foyer. 

Soit  MB  le  diamètre  du  point 
M;  la  normale  A  est  bissectrice  de  l'ai  gleBMN;  on  a  donc 


mais 


donc 


2    =    3 


Le  théorème  est  donc  établi. 
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QUESTION    L59 

Solution  par  M. A.  Boutin,  professeur  au  Collège  de  Vire. 


Construire  un  triangle  connaissant  l'angle  A,  fa  somme  h  -+-  c 
des  côtés  qui  comprennent  cet  angle  et  un  point  I  du  côté  opposé. 

Nous  rappelons  que  si  une  droite  BG  (*)  se  meut  dans  le  plan 
d'un  angle  BAC  de  telle  sorte  que 

AB  +  AC  =  l, 
l  étant  une  quantité  constante:  1°  BG  enveloppe  une  para- 
bole P  ;  2°  cette  parabole  a  pour  axe  la  bissectrice  de  BAG 
et  elle  est  tangente  aux  côtés  AB,  AC  en  des  points  H,  H' 
tels  que 

AH  =  AH'  =  l, 
3°  la  tangente  au  sommet  est  la  droite  KK',  K  et  K'  désignant 
les  milieux  des  côtés  AH  et  AH'. 

D'après  cela,  le  foyer  F  de  la  parabole  est  déterminé  par 
le  cercle  circonscrit  au  triangle  AKKr  et  par  la  bissectrice 
de  l'angle  BAG.  On  est  alors  ramené  à  un  problème  connu  ; 
ce  problème  admet,  en  général  deux  solutions:  celles-ci  sont 
réelles  lorsque  le  cercle  décrit  sur  IF  comme  diamètre  ren- 
contre KK'  en  des  points  réels. 


QUESTION  179 

Solution  par  M.  Henri  Martin, 


Sur  une  droite  fixe  OX,  on  porte  trois  longueurs  OA',  OB',  OC' 
proportionnelles  aux  carrés  des  côtés  d'un  triangle  ;  puis  on  forme 
les  angles  XA'M',  XB'N,  XC'P  respectivement  égaux  aux  angles 
opposés  dans  le  même  triangle. 

Démontrer  : 

(*)  Le  lecteur  est  priô  de  faire  la  figure. 
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1°  Que  les  trois  droites  MM,  B'N,  CT  se  rencontrent  en  un 
même  point  T; 

2°  Que  les  longueurs  AT,  BT,  C'T  sont  proportionnelles  aux 
rectangles  bc;  ca,  ab  des  côtés; 

S0  Que  la  perpendiculaire  TQ  abaissée  sur  OX  est  d'une  lon- 
gueur proportionnelle  au  double  de  l'aire  du  triangle; 

^2    _j_    |^2   _{_q2 

4°  Que  OQ  est  proportionnelle  à ; 


5°  Que  Oï  est  proportionnelle  à  v/a2b2  -h  b2c2  +  c2a2; 
6°  Que  l'angle  XOT  =  0  est  égal  à  l'angle  de  Brocard  c'est- 
à-dire  déterminé  par  la  relation 

cotg  6  =  cotg  A  +  cotg  B  +  cotg  C. 

(Laisant.) 

1°  soit  T  le  point  où  les  deux  droites  A'M,  B'N  se  ren- 
contrent, joignons  C'T.  Dans  les  triangles  A'BT  et  C'BT,  on  a 
BT  OB'  -  OA'      BT  "       OC  -  OB' 

sin  A        sin  (B  —  A)  '  sin  y  ~~  sin  (y  —  B)' 
en  désignant  par  y  l'angle  TCX  ; 
on  a  donc 

(OB'  -  OA'jsiii  A       (OC  -  OB')sin  g 

sin  (B  —  A)sint/  sin  (y  —  B) 

En  réduisant  et  en  tenant  compte  de  la  relation 
OA'  OB'  OC 

sin2  A  ~~  sin2  B  ""  sin2  C 
qui  donne 

OB'  -  OA'  OC  -  OB' 


sin2  B  —  sin2  A       sin2  C  -  sin2  B 
on  a 

OA'       OB'       OC 


a2  62  c1 

et  finalement  en  vertu  de  la  proportionnalité  de  l'angle  au 
sinus, 

sin  A  sin  B(sin2  A  —  sin2  B) 


HV 


sin2(Jsin(B-A)-sin2Bsin(B-Aj+sin3AcosB-sinAsin2BcosB 

sin  A  sin  B  (sin2  A  —  sin2  B) 

sin  (A  —  B)[sin  A  cos  B  sin  C  +  sin2  B  —  sin2  G] 

sin  A  sin  B  sin  C 

— — — =   t0>  C 

sin  A  (cos  B  sin  G  4-  sin  B  cos  G  —  sin  C  cos  B) 
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Ce  qui  prouve  que  l'angle  XC'T  est  égal  à  l'angle  C.  ou, 

en  d'autres  termes,  que   la   droite  C'P  passe  par  le  point  T 

commun  aux  deux  droites  A'\T.  B'N. 

2°  On  a 

AT         OB'-<>\' 


d'où 
Mais 


sinB  ="  sin  (B  -  A' 

AT  =    .    SZ  B   A  (OB'  -  OA' } 

sin  (B  -  A) 

OA' 

OB'  —  OA'  = (62  -  a*). 

a1  v  ' 


De  plus 
62— a2  _  sin2  B  -  sin2  A  _  sin(B  +  A)  sin  (B  -  A)  _  sin(B- A) 

6c  sin  B  sin  G  sin  B  sin  C  sin  B 

donc 

A'T  =  9£  te. 

a2 

On  trouverait  de  même 

OB' 

BT  =   —-ca , 
62 

GT  =  —  ab. 

c2 

3°  Dans  le  triangle  rectangle  ATQ,  on  a 

OAr  OA' 

TQ  =  A'T    sin  A  =  bc  sin  A  = 2S 

v  a2  a2 

4°  On  a 

OQ  =  OA'  +  A'Q  =  OA'  -h  TQ  cotg  A. 

OA' 

=  OA'  h bc  cos  A 

a2 

OA' 

=  (a2  +  bc  cos  A). 

a2   v  ' 

Or.  de  la  relation 

a2  =  62  -+-  c2  —  26c  cos  A, 
on  tire 

62  +  c*  -  a1 

bc  cos  A  = * 

2 

ce  qui  donne 

00  -    —  a2  +  b*  ~*~  °^ 

"  ~"    a2  2  ' 
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5°  Ou  a,  dans  le  triangle  rectangle  OTQ, 

nT,         /— :  OAr  4  /(a2  -+-  62  -+-  c2)2 

OT  =  y/OQ^  +  TQ2    =    —  y  ' ■ '-   +   4S2 

=  — r  vV2  +  b'1  +  c2)2  h-  20*6*  +  26V-  +  2«2c2  -  a'  -  b*  -  c4 

OA'    , 

=   —7-  i/fl^*  +  ^2c2  +  a2c2. 

a1    v 

6°  Le  triangle  rectangle  OTQ  donne 

OQ  =  TQ  cotg  0, 
ou 

OQ       a2  4-  b%  +  c2       (a2  +  6*  +  c2)R 

cotff  6  —  — -  =  —  i— 

ô  TQ  4S  abc 

-  (&2  +  c8  ~  "2)R       (''2  +  «2  -  ^2)R       (&2  +  a2  -  c2)R 

"  "-    ■  — J —  ...— —  — | —  ■  ■  ■  ♦ 

abc  abc  abc 

Or 

(62  +  c2  -  a2)R  A     „       (c2  +  a2   -  /)2)R 

cotg  A  = ,     cotg  B  = '—  , 

abc  abc 

.  (62  +  a2  -  c2)R 

COtg  C    = ; —  • 

b  abc 

Donc 

cotg  6  =  cotg  A  +  cotg  B  4-  cotg  C. 

Nota.  —  Solutions  analogues  par  MM.  Hoffbauer,  collège  de  Soissons  ; 
A.  Chapellier,  lycée  de  Nancy;  Ignacio  Beyens,  capitaine  du  génie  à 
Cadix  ;l'abbéE.  Gelin,  professeur  au  collège  Saint-Quinn,à  Huy  (Belgique). 


QUESTION    180 

Solution  par  M.  J.  Chapron. 


Sur  une  droite  fixe  OX,  on  porte  trois  longueurs  OA',  OB',  OC 
égales  aux  côtés  d'un  triangle  ;  puis  on  forme  les  angles  XAM', 
XB'N,  XC'P  respectivement  égaux  aux  moitiés  des  angles  opposés 
dans  le  même  triangle. 

Démontrer  : 

1°  Que  les  trois  droites  A'M,  B'N,  GT  5e  rencontrent  en  un 
même  point  T; 

2°  Que  les  longueurs  AT,  BT,  CT  sont  égales  aux  distances 
des  sommets  du  triangle  au  centre  du  cercle  inscrit  ; 
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5°  Que  la   perpendiculaire  TO  abaissée  sur  OX  est  égale  au 
layon  du  cercle  inscrit  : 

4°  Que  Oi)  est  égale  au 
demi-périmètre; 

5°  Que  XOT  =  y  est  dé- 
terminé par  la  relation 

A  B 

cota  m  =  cota  — h  cola  — 

'2  2 

C 

-h  cotg  —  - 

(Laisaut.) 

1°    Les    droites     A/M, 
B'N,  GT  coupent  la  perpendiculaire  OY  à  OX  eu  A",  B",  C 
nous  allons  vérifier  que  (OA'B'C)  —  (OA'B'C")  ou  que 


c 


,       B 
6tg- 


c  ter  — 


b  —  a     c  —  a       ,AB                A  ,     (J                A 

o  tg a  tg  -     ctff a  tff  — 

2                         2  2                        2 

(c  -  a)  tg  -       c  tg  -  -  a  tg  -  tg  -  -  tg  - 


(6  -  a)  tg  -      &  tg  -  -  a  tg  -       tg  -  -  tg  - 

Remplaçons  les  côtés  par  sin  A,  sin  B,  sin  C. 

GAG 
sin  G  —  sin  A  2         °   2         °  2 


sin  B  —  sin  A         B 
b  2 
.     G  -  A         G  +  A        G 

2  Slll  cos  tg  — 


+  A     *  B 

s     2  &    o 


.     A  -  G  H 

sin cos  — 

2  o 


.     B  -  A         B  +  A        B 

2  sm  cos  


.    A-  B  G 

tg  -       sm cos  — 

222 


Supprimons  les  facteurs  communs: 

G  +  A         .     C  .    B  G 

cos sm  -  sm  -       sin  — 


X 


B  +  A .  "    .     B 
cos sm  — 


1, 


ou 


7X 


.     G     '     .     B 
sm  -       sin  — 

2  o 
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2°  Dans  le  triangle   TA'B',  la   proportionnalité    des   côtés 
aux  sinus  des  angles  opposés  permet  de  calculer  TA'. 

.    B 

sm  — 

TA'  =  (b  -  o)- 


B  -  A 

sm 

2 

AK 
D'autre  part,  dans  le  triangle  rectangle  AIK,  Ai  z=  - 


A 

cos  — 


Il  faut  prouver  que  AI  =  TA',  c'est-à-dire  que 

.    B         A 

sm  —  cos  — 
p  —  a  2  2 

'b  -  a  =  ~     B  -  A  ' 

sm   

.    B        A  B  +  A        .    B-A 

.  .  2  sm  —  cos—     sm h  sm ■ 

sin  B  +  sm  L  +  sm  A  2  2  2  2 


sin  B  -  sin  A                .B-A  .B-A 

sm sm  

2  2 

.     B  +  A 

.     n  sin 

sm  L.  2 

1   + r; : — 7  =   1   + 


sin  B  —  sin  A  B  —  A 

2  cos 

2 

.     B  +  A 

.  sm 

sm  L  2 


B  +  A 

2  cos 


.    B  +  A        B  +  A 

sm  C  =  2  sm cos =  sin  (B  -h  A). 

2  2  ■ 

3e  TP  =  AT  sin  -  ;  IK  =  AI  sin  -  , 

2  2 

donc 

TQ  =  IK. 

4°  OQ  =  OA'  +  A'Q  =  a  +  TA'  cos  - . 

2 

=  a  +  AK  -  a  -h  p  —  a  =  p. 
TQ       p 
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D'autre  pari,  le  triangle  rectangle  AIK  donne 


.     A       AK       p  —  a 

coti;-  —         r      =    i 

r   2         AI              /• 

de  ni  cm  c 

B       p  -  b                     C 

coti;  —        >            coti>'  —  — 

2           r                        2 

d'où 

cota" h  coter  — h  cour  -  = 

2                       2                       2 

p   —   C 

r 

3/;  —  2/; 

c 

fc^. 

B           K 

4 

cotg  cp. 

Nota.  —  Ont  résolu  la  môme  question  :  MM.  Henri  Martin,  lycée 
Condorcet  ;  A.  Chapellier,  lycée  de  Nancy;  Ignacio  Beyens,  capitaine  du 
Génie  à  Cadix;  L'abbé  E.  Gelin,  au  collège  Saint-Quirin  à  Iluy  (Belgique). 


QUESTIONS  PROPOSÉES 


246.  —  Soit  AB  un  diamètre  pris  dans  un  cercle  G.  Un 
cercle  tangent  en  A  à  AB  coupe  la  tangente  au  cercle  C,  menée 
par  le  point  B,  en  M  et  en  M'.  Les  droites  AM  et  AM'  coupent 
le  cercle  G  respectivement  en  P  et  en  P'.  La  droite  BP  coupe 
AM'  en  Q,  et  la  droite  BP'  coupe  AM  en  Q'.  Démontrer  que  la 
droite  QQ'  se  confond  avec  le  diamètre  du  cercle  G  qui  est 
perpendiculaire  à  AB.  (d'Ocagnc.) 

247.  — Dans  le  triangle  rectangle  ABG  on  mène  la  médiane 
AM  et  la  perpendiculaire  AD  sur  l'hypoténuse  :  on  désigne 
par  r,  ri9  r2,  pt,  p2  les  rayons  des  cercles  inscrits  dans  les 
triangles  ABG,  ABD,  ADG,  ABM,  ACM  et  par  h  la  hauteur 
AD  et  on  propose  de  démontrer  que  l'on  a  : 

i         i        2        i        rs        r% 

px       p2       r       h\     pt         p2  (G.  Russo.} 

248.  —  Un  segment  de  droite  variable  se  déplace  entre 
deux  axes  fixes  de  telle  façon  que  sa  projection  orthogo- 
nale sur  l'un  des  deux  axes  reste  constante.  1°  Quel  est  le 
lieu  du  milieu  de  ce  segment  de  droite?  2°  Quel  est  l'enve- 
loppe de  ce  segment  de  droite? 

Réponse.  —  1°  Une  droite,  2°  une  parabole  facile  à  déter- 
miner; on  le  voit  aisément  parla  simple  géométrie. 

(cVOcagne.) 
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249.  —  Si  N  est  un  multiple  de  3,  on  prend,  dans  la 
suite  décroissante,  N  —  i,  N  —  2,  . . . .  2. 1,  tous  les  nom- 
bres qui  ne  sont  pas  mult  pies  de  3,  les  deux  premiers  avec 
le  signe  +  ,  les  deux  suivants  avec  le  signe  —,  les  deux 
suivants  avec  le  signe  +  ,  etc....  et  on  fait  la  somme  algé- 
brique. Démontrer  que  le  résultat  est  égal  à  n. 

(crOcagne.  ) 


Note.  —  Le  Directeur-Gérant  du  Journal,  à  propos  d'articles  non  signés 
reçus  récemment,  avertit  ses  correspondants  : 

1°  Qu'il  répond  à  toutes  les  lettres  qui  lui  sont  adressées  et,  sauf 
empêchement,  dans  le  plus  bref  délai  possible. 

2°  Que  les  manuscrits  qu'on  lui  soumet  et  qu'il  ne  croit  pas  devoir 
insérer  sont  renvoyés  aux  auteurs,  avec  des  annotations  explicatives. 

3°  Que  le  nom  des  auteurs  ne  figure  pas  dans  les  solutions,  ou  en 
tête  des  articles  publiés,  lorsqu'ils  en  témoignent  le  désir. 

Jl  est  donc,  dans  tous  les  cas,  de  l'intérêt  des  auteurs  de  signer  les 
articles  qu'ils  lui  adressent. 

Enfin,  les  réclamations  ou  les  demandes  ne  concernant  pas  la  rédac- 
tion, doivent  être  envoyés  à  M.  Delagrave. 


Rectifications.  —  Page  2\  ligne  8,  en  remontant: 
Au  lieu  de  1  4'  1   i    1  Usez  1  4'  1   1   1. 

Page  28,  ligne  14  : 

T  i*sp% 

(—  3  +  a)  +  (—  2  h-  a)  x  4-  (i  —  a  -f-  a2)x*, 

au  lieu  de 

(  -  2  +  a)x  +  (1  -r  o  +  a2)x2  ; 

Même  page,  ligne  17  : 

Lises  4  4  4)  au  ^eu  de  4  4  4» 

et 

1    1    1  '  4  r ,  au  lieu  de  1   1   1  '  4  1 . 


Le  Directeur-Gérant, 

G.  de  LONGCHAMPS. 


IMPRIMERIE   CKNTRALE'DES   CHEMINS   DE   FER.   —  IMPRIMERIE  CHA1X. 
RUE  BERGÈRE,  20,    PARIS.   —    7410-7. 
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NOTE  SUR  LES  COUPLES 

Par  M.  Bourgarel  Paul,  à  Antibes. 


Dans  les  cours  de  Mécanique,  la  théorie  des  couples  peut 
servir  à  établir  la  théorie  générale  de  la  réduction  des  forces 
appliquées  à  un  corps  solide  invariable.  De  cette  dernière 
théorie,  on  peut  déduire,  comme  cas  particulier,  la  théorie 
générale  des  forces  parallèles.  Mais  alors,  pour  que  cette 
déduction  soit  légitime,  il  faut  que  la  théorie  des  couples 
ait  été  faite  sans  la  considération  des  forces  parallèles. 
Voici  comment  on  peut  démontrer,  par  la  considération  seule 
des  forces  concourantes,  les  propriétés  fondamentales  du 
couple. 

Remarquons  tout  d'abord  que,  le  point  d'application  d'une 
force  pouvant  être  placé  en  un  point  quelconque  de  sa  direc- 
tion, nous  pouvons  supposer  que  la  droite  qui  joint  les 
points  d'application  des  forces  du  couple,  constitue  le  bras 
de  levier  du  couple. 

Gela  posé,  nous  démontrerons  les  propositions  suivantes. 

I.  —  On  ne  change  pas  l'action  d'un  couple  en  le  faisant 
tourner,  dans  son  plan,  autour  du  milieu  de  son  bras  de  levier. 

Soient  en  effet  le  couple  PABQ  (fig.  1),  0  le  milieu  de  AB, 
et  AfB'  la  droite  obtenue  en   faisant 
tourner  AB,  d'un  angle  quelconque, 
autour  du  point  0.  Joignons  AA',  BBr. 

Décomposons  la  force  AP  en  deux 
autres  :  l'une  AM  dirigée  suivant  AB  ;     , 
l'autre  AR  dirigée  suivant  A' A  ;   dé-    '  j? 

composons  la  force  BQ  d'une  manière  Fig-  '• 

analogue  et  appelons  BN,  BS,  ses  deux  composantes.  Il  est 
évident  que  les  deux  forces  AM,  BN  sont  égales  et  direc- 
tement opposées  et,  par  suite,  se  font  équilibre.  Si  donc  nous 
transportons  en  A'  et  B'  les  forces  égales  AR,  BS,  le  couple 
proposé  se  trouve  remplacé  par  le  couple  R'A'B'S'.  La  force 
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A'R'  peut  se  décomposer  en  deux  autres  A'M',  AT',  dirigées 
respectivement  suivant  A'B',  et  suivant  la  direction  perpen- 
diculaire. De  même  B'S'  se  décompose  en  B'N'  et  B'Q'.  Or 
les  deux  forces  A'M'.  B'N'  se  font  équilibres  ;  de  plus  ATr 
=  AP  comme  il  résulte  de  l'égalité  des  deux  triangles  rec- 
tangles PAM,  P'A'R'.  De  même  B'Q'  =  BQ.  Donc  le  couple 
P'À'BQ'  n'est  autre  que  le  couple  PABQ  que  l'on  a  fait  tourner 
autour  du  point  0. 

II.  —  Un  couple  peut  être  remplacé  par  un  autre,  dont  le  bras 
de  levier  coïncide  avec  le  sien,  et  ayant  même  sens  et  même  moment 
que  lui. 

Soit  en  effet  le  couple  PABQ  (fig.  2),  et  0  le  milieu  de  AB. 
Menons  par  les  points  A  et  B  deux  droites  parallèles  AX  et 

BY.   Décomposons   la    force  AP 
X  ..--■'.       en  deux  autres,  l'une  AS  dirigée 

'*  s    \o     r  '  suivant  AB,  l'autre  AR  dirigée 

\    St  suivant    AX  ;    décomposons    la 

force  BQ  d'une  manière  analogue 
Fig.  2.  et  appelons   BU,    BT  ses  deux 

composantes.  Les  deux  forces  AS  et  BU  se  font  équilibre 
et  le  couple  proposé  est  remplacé  par  le  couple  RABT.  Abais- 
sons OA'Br  perpendiculaire  sur  AX  et  transportons  en  A!  et 
B'  les  forces  AR,  BT.  La  proposition  sera  démontrée  si  nous 
prouvons  que  les  deux  couples  PABQ,  R'A'B'T  ont  le  môme 
moment,  car  le  bras  de  levier  A'B'  peut  être  appliqué  sur  AB 
en  vertu  de  la  proposition  I.  Or,  on  a 

moment  PABQ  =  2ÀP  X  AO. 
moment  R'A'B'T'  =  2AfR'  x  AU 
11  faut  donc  démontrer  que: 

AP  x  AO  =  A'R'  X  A'O  ou    AP  X  AO  ^  AR  X  A'O. 
C'est  ce    qui    résulte  de  la  similitude    des  triangles  rec- 
tangles RAP,  AA'O. 

III.  —  On  peut  transporter  un  couple,  parallèlement  à  lui- 
meute,  dans  son  plan. 

Soit,  eu  effet,  le  couple  PABQ  (fig.  3)  et  A'B'  une  droite 
égale  et  parallèle  à  AB.  Joignons  AA\  BB'.  Décomposons  la 
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force  ÀP  eu    deux    autres,    l'une  AM    dirigée    suivant  AB, 
l'autre   AR  dirigée  suivant   AA'  ;  décomposons  la  force  BQ, 
d'une  manière  ana'oguc,  et  appelons  BN,  BS  ses  deux  compo- 
santes ;    les    deux   forces  Q 
AM,  BN  se  font  équilibre 
et  les  forces  AR,  BS  peu- 
vent se  transporter  en  A' 
et  B'  où  elles  se  decompo-               /                      1  A 
sent,    respectivement,    en       ;  A 
deux  autres  suivant  A'B'     */--K- 
et  la  direction  perpendicu-                            Fig.  3. 
laire.  Soient  A'aT  et  AT',  les  composantes  de  A'R'  ;  B'N'  et 
B'Q'  les  composantes  de  B'S'  ;  A'M',  et  B'N'  se  font  équilibre 
et  comme  l'on   a  évidemment  :  AT'  =  AP  =  B'Q'  —  BQ,  la 
proposition  est  démontrée. 

IV.  —  CM  peut  transporter  un  couple,  parallèlement  à  lui- 
même,  dans  un  plan  parallèle  à  son  plan. 

Soit  en  etïet  le  couple  PABQ  (fig.  4)  situé  dans  le  planXY. 
Soit  A^  une  droite  de  l'espace  ,v 

parallèle  à  AB,  mais  non  égale 
à  AB.  Joignons  AA1?  BBA  qui 
se   rencontrent   en  0.  Appli- 
quons, en  chacun  des  points  r. 
AA,  B1?  deux  forces  égales  en        *» 
grandeur   à   AP,    directement  A  ~"\      **    ~7X 

opposées,  et  parallèles  a  AP.  /  h *b    / 

Soient  P4,  P/;  Qt,  Q/  les  extré-    s/    / / 

mités  de  ces  forces.  Déplaçons  Fig.  4. 

le  couple  PAA.^',  dans  son  plan,  et  modifions-le  de  manière 

à  lui  donner  0AA  pour  bras  de  levier.  Les  forces  du  couple 

AA 

ainsi  formé  auront  pour  grandeur  AP  x  —-S  car  le  moment 

OA^ 

du  couple  reste   le  même.  Faisons  subir  au  couple  BQB^/ 

une  transformation   analogue  ;    les  nouvelles   forces  seront 

,     .      ,  ._       BB,    rt    AA,       BBt    T 

égales  a  AP  X-^tj--  Or  — -  ==  — -.  Les  deux  nouveaux  cou- 
UrJ1  Ua1        Un^ 

pies  qui  ont,  respectivement,  pour  bras  de  levier  0AX  et  OB, 
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ont  donc  des  forces  égales.  Dès  lors,  les  deux  forces  appli- 
quées en  0  se  font  équilibre  et  les  autres  forces  appliquées 
en  A±  et  B{  s'ajoutent  aux  forces  A  A  et  B^  pour  former 
un  couple  MAA^  qui  peut  remplacer  le  couple  proposé. 
Le  moment  de  ce  couple  est  égal  à  : 

/  AA  \  0  À 

A  A  X  A*M  =  AA  (AP  +  AP  x  ^J  -  A  A  XAPX^ 

=  AP  X  AB  =  mom.  de  PABQ. 
Dès  lors,  en  modifiant  convenablement  ce  nouveau  couple, 
dans  son  plan,  nous  arriverons  à  lui  donner  un  bras  de  levier 
égal  et  parallèle  à  AB;  et  les  forces  qui  le  constitueront 
seront  égales  aux  forces  du  couple  proposé.  La  proposition 
se  trouve  ainsi  démontrée. 

N.-B. —  Cette  dernière  démonstration  pourrait  être  modifiée 
en  prenant  le  point  0  à  égale  distance  des  deux  points  A,  B. 
On  choisirait  alors  le  point  0  avant  de  déterminer  AA» 


VARIÉTÉS 


ESSAI 

SUR   LA 

GÉOMÉTRIE  DE  LA  RÈGLE  ET  DE  L'ÉQUERRE 

Par  M.  €J«  de  Longchamps. 

(seconde  partie) 

[Suite,  voir  p.  79). 


20.  La  largeur  de  la  rivière  (Cas  particuliers).  — 
Les  solutions  que  nous  venons  de  reproduire  supposent, 
toutes,  la  possibilité  d'effectuer,  sur  la  rive  où  l'on  est  placé, 
des  tracés  exigeant  l'emploi  d'une  certaine  étendue  de  ter- 
rain. Nous  examinerons  ici  quelques  cas  particuliers,  se 
rencontrant  dans  la  pratique,  et  pour  lesquels  les  solutions 
précédentes  pourraient  se  trouver  en  défaut. 

1°  Nous  supposerons  d'abord  qu'on  arrive  en  B,  à  la  rivière 
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qu'il  s'agit  de   traverser,  par   une  route   A,  normale   à   sa 
direction,  et  bordée  do  ter-  a 

rains  dans  lesquels  on  ne 
peut  pénétrer  (  groupes  de 
maisons,  marécages,  colli- 
nes, etc....).  On  vise  le 
point  A,  opposé  à  B,  et,  après 
avoir  jalonné  la  direction  AB, 
on  relève,  suivant  BOA',  avec 
la  fausse  équerre ,  l'angle 
BOA.  La  largeur  est  égale  à 
BA\  Fig.  145. 

2°  Admettons  maintenant  que,  dans  les  conditions  précé- 
dentes, la  route  A  soit  oblique  à  la  direction  de  la  rivière. 
Alors,  on  peut  appliquer  la 
solution  que  nous  venons 
d'indiquer  et,  après  avoir 
effectué  le  jalonnement  OC, 
perpendiculaire  à  OA,  et  le 
jalonnement  BG,  perpendi- 
culaire à  la  direction  de  la 
rive,  au  point  B,  opposé  au 
point  A  déjà  visé,  on  a 

OS2 

AB  = 

BG  Fig.  146. 

3°  Imaginons  enfin  que  l'on  ne  puisse  opérer  que  sur  une 
bande  de  terrain,  assez  étroite, 
située  entre  la  rivière  et  un 
terrain  U,  inaccessible.  Soient  ~E 
0,   A   deux  points   opposés;   iii^:f^^|||E^Ë^ 
on  vise  A,  d'un  point  P  arbi-  ^^m^ 
trairement  choisi  ;  soient  PQ    a 
la  perpendiculaire  à  AP,  et  mmmmmt 


°Q  ia  perpendiculaire  abais- 

eieo  de  0  sur  PQ. 

Les  triangles  semblables  AOP,  OQP  donnent 

OA=PQ.^. 
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En  prenant  le  point  P,  suffisamment  près  de  0,  on  aura 
un  triangle  OOP  aussi  petit  que  l'on  voudra  et  cette  remarque 
permet  de  voir  que  la  construction  indiquée  sera  toujours 
réalisable,  si  étroite  que  soit  la  partie  accessible  du  terrain. 
Pour  rendre  l'approximation  obtenue  aussi  bonne  que  possi- 
ble, on  doit  choisir  P  de  façon  que  Q  soit  à  peu  près  sur  la 
ligne  de  séparation  de  A  et  de  U  ;  en  général,  on  doit  éviter, 
autant  du  moins  que  les  circonstances  le  permettent,  de 
prendre  sur  le  terrain  une  base  de  trop  grande  ou  de  trop 
petite  dimension.  Dans  le  premier  cas,  les  mesures  sont 
longues,  et  il  y  a  perte  de  temps;  dans  l'autre  cas,  les  erreurs 
commises  sont  relativement  plus  grandes,  et  les  résultais 
obtenus  n'ont  pas  une  approximation  suffisante. 

Remarque.  —  La  traversée  d'un  fleuve  se  présente,  à  tous 
les  points  de  vue,  dans  des  conditions  préférables  lorsqu'elle 
peut  s'effectuer  devant  une  île.  A  ce  propos,  un  problème 
se  présente,  que  nous  allons  résoudre;  c'est  celui  dans  lequel 
on  se  propose  de  déterminer  la  largeur  du  bras  qui  est 
situé  de  l'autre  côté  de  l'île. 

Ayant  jalonné  une  droite  A,  perpendiculairement  à  la  direc- 
a)  tion  de  la  rivière,  et  pas- 

sant par  le  point  G,  extré- 


.   mité  de  l'île;  d'un  pointO, 
/   /  ! c^  .       '  arbitrairement  choisi  sur 


la  rive  accessible  on  vise  : 
d°  l'extrémité  C;  2°  le 
point  D  qui,  sur  la  rive 
opposée,  est  déterminé 
par  l'observateur  placé 
sur  A  et  visant  G.  Avec 
la  fausse  équerre,  on  re- 
lève successivement  les 
angles  HOG,   HOD   que 


Fig.  lis. 

l'on  reporte  en  HOG',  HOD'.  La    droite   G'D'    représente    la 
largeur  demandée. 

Si  la  rive  de  l'île  qui  est  invisible  est  supposée  sinueuse, 
la  distance  cherchée  pourra  être  plus  faible  que  CD;  mais, 
dans  tous  les  cas,  on  est  assuré  de  pouvoir  traverser  le  second 
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bras  avec*  un  pont  dont,  la  longueur  est,  tout  au  plus,  égale  à 
CD;  c'est  un  renseignement  qui  peut  être  utile  et  que  l'on 
peut  désirer  connaître,  avant  de  commencer  le  passage. 

21.  —  Examen  du  cas  où  les  rives  ne  sont  pas 
parallèles.  —  Soient  A,  A'  les  rives  que  nous  ne  supposons 
plus  parallèles;  il  s'agit  de  jeter,  sur  elles,  un  pont  partant 
d'un  point  déterminé  0. 

On  rencontre  une  première  difficulté  qui  lient  à  ce  que  la 
direction  du  pont  devant  être  perpendiculaire  à  A',  pour  des 
raisons  évidentes;  il  faut,  avant  tout,  déterminer  la  direction 
de  A'  par  une  droite  tracée  dans  la  partie  accessible  du  ter- 
rain. Nous  donnerons,  dans  un  chapitre  suivant,  diverses 
solutions  du  problème  qui  se  présente  ici  ;  mais,  sans  renvoyer 
à  ces  solutions,  nous  indiquerons,  dès  maintenant,  celle  qui 
nous  paraît  la  mieux  appropriée  au  cas  présent. 

Du  point  0,  visons  sur  A'  deux  points  A  et  B  ;  puis  ayant 
relevél'angle  AOB 
marchons  sur  A  jus- 
qu'à ce  que  nous  trou- 
vions un  poii.t  Of  tel 
que  AOB  -  AOB.  Le 
quadrilatère  AOB'B 
étant  inscriptible,  si 
l'on  relève  l'angle  BOO' 
et  si,  par  le  point  0', 
on  trace  O'x  tel  que 
kOfx  =  BO'O  =  BAO', 
la  droite  O'x  est  évi- 
demment parallèle  à 
A'.   Le  pont  jeté,  du  Fig.  U9. 

point  0,  sur  A',  doit  donc  avoir  la  direction  de  la  droite  Oz, 
droite  perpendiculaire  à  O'x. 

Il  faut  encore  déterminer  la  longueur  du  pont.  Le  point  P 
qui,  sur  Ar,  représente  l'extrémité  du  pont,  peut  être  déter- 
miné par  la  ligne  de  visée  zO  ;  il  suffit  d'observer  un  arbre, 
une  pierre,  ou  le  moindre  objet,  placé,  sur  A',  dans  le  pro- 
longement de  zO.  Il   est  donc  possible  de  déterminer   avec 
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l'équerre  ordinaire  le  point  Q,  où  P  se  projette  sur   A.  Les 
angles  POR,  OQR  étant  droits,  on  a 

po  =  orx||. 

Cette  relation  permet  de  calculer  PO. 

22.  Le  passage  au  confluent.  —  Imaginons  que  deux 
rivières  R',  R"  viennent  se  réunir  en  G,  pour  former  une  troi- 
sième rivière  R.  On  peut  se  proposer  d'effectuer  le  passage 
en  coupant  successivement  les  rivières  R',  R";  dans  cette 
hypothèse,  un  problème  que  nons  n'avons  pas  encore  traité 

apparaît  ici,  et  l'on 
peut  demander  d'é- 
valuer la  largeur 
deR\ 

Ayant,  d'un  point 
0  de  la  rive  de  A, 
visé  un  point  A  de 
A'  sur  le  prolonge- 
ment de  OC,  on  ja- 
lonne les  droites  HA', 
KB'  perpendiculaires 
à  A  et  passant  res- 
pectivement par  les 
points  A  et  G.  Avec 
la  fausse  équerre,  on 
FiQ-  45°-  relève  les  angles 

AOH,  BHO  que  l'on  reporte  en  HOA',  B'HO,  comme  l'indique 
la  figure.  Il  est  évident  que  le  triangle  A'B'C'  est  égal  au 
triangle  ABG  et  que,  par  suite;  la  largeur  de  R"  est  égale  à 
la  distance  de  G'  à  B'A'. 

23.  Le  cas  de  la  rivière  ou  du  fossé  inaccessible. 

—  Il  peut  arriver  que  l'on  ne  puisse,  immédiatement  du 
moins,  approcher  de  la  rivière;  on  veut  pourtant,  pour  le  moment 
favorable,  préparer  toutes  les  choses  nécessaires  au  passage 
et,  dans  ce  but,  on  désire  connaître  sa  largeur.  Dans  d'autres 
cas,  le  problème  se  présentera  sous  une  autre  forme  et  l'on  se 
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proposera  de  déterminer  la  largeur  d'un  fossé  dont  les  bords 
sont  visibles,  mais  inaccessibles.  Pour  fixer  le  langage,  nous 
raisonnerons  dans  cette  seconde  hypothèse. 

Nous  dirons  d'abord  comment  on  peut  tracer  une  parallèle 
aux  bords  A,  Ar  du  fossé  considéré, 

Soit  0  le  point  d'observation  (*);  distinguons  sur  A  deux 


Fig.  15%. 


Fig.  loi. 


points  G,  D  ;  et,  sur  A',  deux  autres  points  A,  B,  tels  que  les 
droites  AC,  BD  passent  par  0;  il  est  évident  que  la  parallèle 
inconnue  est  une  droite  PQ  partagée  par  le  point  0  et  par 
les  droites  BG,  AD  en  deux  parties  égales.  On  peut  jalonner 
les  segments  8,  8'  des  droites  BG,  AD  qui  sont  situées  dans  la 
région  accessible  et  résoudre  alors  le  problème  connu  :  mener, 
par  0,  une  droite  partagée  en  deux  parties  égales  par  les 
segments  5,  S'. 

Pour  résoudre  ce  problème  :  par  0  (fig.  4S2),  on  mène  une 
droite  arbitraire,  et  l'on  prend  OHr  =  HO;  si,  par  H',  on 
mène  HT  parallèle  à  S',  en  joignant  PO,  on  a  la  transversale 
demandée. 

Gela  posé,  menons  MNRS  parallèlement  à  OG  et  prenons 
RS  =  MN;  nous  avons  OT  =  GA  et  en  abaissant  de  T  la 
perpendiculaire  TH  sur  PO,  TH  représente  la  largeur  du  fossé. 

(*)  Pour  ne  pas  donner  à  cette  figure  des  dimensions  trop  grandes, 
les  rapports  des  différentes  lignes  ne  sont  pas  observés.  Ainsi,  dans 
la  présente  figure,  on  doit  supposer,  pour  avoir  une  image  approchée 
des  choses  réelles,  que  le  point  0  est  beaucoup  plus  éloigné  de  a  que 
ne  le  montre  notre  dessin.  Cette  observation  s'applique  à  plusieurs 
autres  figures  de  cet  ouvrage. 


JOURNAL  DE   MATH.   ÉLEM.  —   1837. 


5. 


106  JOURNAL   DE    MATHÉMATIQUES    ÉLÉMENTAIRES 

Deuxième   solution.  —   La    solution   précédente   exige   un 
certain  effort  pour  la  réalisation   des  jalonnements    qu'elle 

nécessite;  mais  il  faut  observer  crue 
le  problème  que  nous  traitons  ici  est, 
relativement,  difficile  et  il  ne   paraît 


Fig,  453. 


g  pas  aisé  de  le  résoudre  sans  une   cer- 

taine   complication   de   lignes  et   de 
mesures. 

La  solution  que  nous  allons  indiquer 
maintenant  n'est  pas  d'ailleurs  sensi- 
blement plus  simple  que  la  précédente, 
mais  elle  devraitêtre  substituée  à  celle- 
ci  dans  le  cas  ou  les  droites  BC,  AD  que 
nous  avons  considérées  tout  à  l'heu- 
re, feraient  entre  elles  un  angle  trop 
grand  ;  auquel  cas  il  résulterait,  pour 
PQ,  une  longueur  trop  considérable. 
Observons  sur  A'  un  point  A,  et,  sur  A,  deux  points  B,  G. 

Ayant  tracé  les  droites 
i  et  2,  du  moins  dans 
la  partie  accessible, 
puis  les  parallèles  3,  4, 
5,  6,  7  et  8  ;  nous  ob- 
tenons trois  points  A', 
B',  G';  la  largeur  du 
fossé  est  égale  à  la  dis- 
tance AH'  du  point  Ar 
à  la  droite  B'C. 


24.  Le  pont  obli- 
que. —  La  nature  du 
terrain  et  la  violence 
du  courant  peuvent, 
dans  certains  cas,  et 
bien  que  cette  disposi- 
Fig.  is4t  tion   soit  généralement 

défavorable,  nécessiter  la  pose  d'un  pont  oblique  à  la  direc- 
tion du  fleuve.  Dans  ce   cas,  après  avoir  fixé  les  points  A 
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et  B  entre    lesquels  on  veut  jeter  le  pont,  on  peut  deman- 
der de  calculer  la  longueur  de   _v_  ,- 
ce  pont,  c'est-à-dire  la  distance 
AB. 

Soit  G  la  projection  de  B  sur 


A;  on  jalonne  AD  perpendicu- 
lairement à  la  direction  AB  et 
l'on  a 

AG 


AB  =  AD 


CD 


(A  suivre.) 


EXERCICES  DIVERS 

Par  M.  Boutin,  professeur  au  Collège  de  Vire 
[Suite,  voir  p.  86.) 


4CK  —  Si  l'on  considère  les  trois  paraboles  qui  sont  res- 
pectivement tangentes  à  deux  des  côtés  d'un  triangle,  la  corde 
des  contacts  étant  le  troisième  côlé  ;  les  secondes  intersections 
de  ces  paraboles  deux  à  deux,  ont  lieu  sur  les  médianes 
du  triangle. 

41.  —  Construire  géométriquement  un  triangle  connais- 
sant l'angle  A,  les   segments   BD, 
CE  du  côté  opposé,  sachant  que  les 
angles  BAD,  CAE  ont  des  valeurs 
données  a,  (3. 

00'  sont  les  .centres  des  cercles  cir- 
conscrits à  BAD,  CAE;  OM,  O'M  sont 
les  perpe  ndiculaires  abaissées  de  00r 
sur   AD,  AE.  Dans  le   quadrilatère   AOMO'   on  a  : 

OAO7^  2A  —  (a  +  /3) 
d'ailleurs  la  connaissance  de  BD,  a,  CE,  j3  entraîne  celle  de  OA,  O'A  et 
des  distances  OF,  O'K  de  0,  0'  à  BG.  On  peut  donc  construire  le 
triangle  AOO',  on  décrit  les  circonférences  OA,  O'A,  les  circonférences 
OF,  O'K;  on  mène  à  ces  dernières  une  tangente  commune  qu'on  arrête 
aux  points  B  et  C,  extrémités  des  cordes  qu'elle  détermine  dans  les 
premières. 


42.  —  On  considère  un  triangle  quelconque  ABC,  par  les 


*-*«£*** 


—  K 
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milieux  de  ses  côtés,  on  leur  élève  intérieurement  des  per- 
pendiculaires de  longueur  Ka,  K6,  Kc.  On  joint  les  extrémités 
A',  B\  C,  de  ces  perpendiculaires:  A!  B'  C  étant  le  triangle 
minimum  ainsi  obtenu,  a\  b\  c,  S'  ses  côtés  et  sa  surface 
démontrer  : 

1°  La  valeur  de  K  qui  détermine  le  minimum  A'  B'  G'  est: 

K  =  -  coter  9; 
6 

2°  12S'  =  S(cotg2  6-3); 

3°         TB2  h-  G7!2  +  M?  =  ÂÂ72  +  BW2  +  a?2 

—  S  cotg  6(1  h —  cotg2  6); 

OA        OB'        OC' 

4°  h  -—  h =  0; 

abc 

5°  3f>'2  +  b'*  +  c'2)  =  S  cotg  G(cotg2  6  —  3)  =  12S'  cotg  G; 

6°  L'angle  de  Brocard  du  triangle  A'  Br  G',  est  le  même 

que  l'angle  de  Brocard  6  du  triangle  ABC; 

7°  Les  trois  droites  AA',  BB',  CC'  sont  concourantes; 

8°  Les  triangles  ABC,  A'B'C,  ont  même  centre  de  gravité. 

1°  Les  perpendiculaires  aux  milieux  des  côtés  de  ABC  se  coupent 
en    0,  centre  du  cercle  circonscrit.  On  a,  aisément, 

OA"  =  R(cos  A—  2K  sin  A),  et  de  même  OB',  OC. 

Ensuite 

A'B'C  =  OA'B'  +  OA'C  —  OB'C, 
car  on  voit  aisément  que  O  sera  à  l'extérieur  de  A'  B'  C  ;  l'aire  de  ces 
trois  triangles  s'exprime  aisément  en  fonction  de  OA',  OBr,  OC  et  des 
angles  ABC;  on  trouve  alors  pour  l'expression  de  S'  une  fonction  du 
deuxième  degré  en  K,  qui  donne  pour  le  minimum  de  S"  la  valeur 
indiquée  de  K. 

2°  et  4°  s'obtiennent  en  portant  dans  les  expressions  générales  de  S', 
OAr,  OB",  OC,  la  valeur  de  K,  trouvée. 

3°,  5°  s'obtiennent  en  calculant  A'B2,  AA2,  a'2  dans  les  triangles 
ABA',  ABC...  les  calculs  sont  très  symétriques  et  mènent,  assez  rapi- 
dement, aux  résultats. 

6°  Résulte  immédiatement  de  5°,  car  dans  tout  triangle 
a2  +  b2  +  c2  =  4S  cotg  Q. 

7°  Résulte  d'un  théorème  général;  la  démonstration  directe  peut  se 
faire,  pour  ce  cas  particulier,  sans  difficulté. 

(A  suivre.) 
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BACCALAURÉAT  ES  SCIENCES  COMPLET 


SESSION  D'OCTOBRE-NOVEMBRE  188G 
PARIS 

Mathématiques. 

23  octobre.  —  Calculer  la  hauteur  h,  abaissée  du  sommet  de  l'angle 
droit,  et  les  deux  côtés  de  l'angle  droit  d'un  triangle  rectangle  connais- 
sant :  l'hypoténuse  a  et  le  rapport  m  de  la  somme  des  côtés  de  l'angle 
droit,  à  la  hauteur  h. 

Tout  nombre  qui  divise  un  produit  de  deuxTacteurs  et  qui  est  pre- 
mier avec  l'un  d'eux  divise  l'autre. 

26  octobre.  —  On  donne  l'équation 

tg  b  cos  x  —  sin  a  sin  x  =  tg  b  cos  a. 

x  fi       b 

On  propose  d'en  déduire  tg  -,  en  fonction  de  tg  -  tg-. 

2  *     2  2 

Réduction  à  deux,  des  forces  qui  agissent  sur  un  corps  solide. 

28  octobre.  —  Étant  donnés  un  cercle  et  une  tangente  PPr;  mener 
une  corde  AB,  parallèle  à  la  tangente,  et  telle  que  le  périmètre  du  rec- 
tangle ABDE  formé  par  la  corde,  la  tangente  PPr,  et  les  perpendiculaires 
abaissées  de  ses  extrémités  sur  la  tangente,  soit  donné. 

Étant  donné  sin  a,  trouver  sin  -  et  cos  -. 

2  2 

3  novembre.  —  Déterminer  les  coefficients  p  et  q  de  manière  que 

Qrp>      1      TiÇP,       1  >   Q 

le  maximum  de soit  le  nombre  donné  a,  et  que  le  minimum 

x 

soit  le  nombre  donné  b. 

Inégalité  des  jours  et  des  nuits. 

5  novembre.  —  Dans  un  triangle  rectangle,  on  connaît  les  côtés  de 
l'angle  droit  b  et  c.  Déterminer,  sur  l'hypoténuse,  un  point  tel  que  la 
somme  des  carrés  de  ses  distances  aux  deux  côtés  donnés  soit  égal  à  m2. 

Mouvement  annuel  apparent  du  soleil. 

8  novembre.  —  Étant  donné  un  triangle  rectangle  ABC,  déterminer 
sur  l'hypoténuse  un  point  m  tel  que  les  surfaces  latérales  des  cônes 
engendres  par  BM,  tournant  autour  de  AB,  et  par  CM,  tournant  autour 
de  AC,  soient  dans  un  rapport  donné  k.  On  donne  AB  =  c,  AG  =  b  ;  on 
demande  de  calculer  BM  =x  et  de  montrer  que  le  problème  a  toujours 
une  solution,  et  une  seule. 

Centre  de  gravité  d'un  trapèze  homogène. 

9  novembre.  —  Démontrer  comment  on  mesure  le  volume  d'un 
tronc  de  prisme  triangulaire. 

Etablir  la  formule  qui  permet  de  calculer,  dans  un  triangle  ABC,  la 

valeur  de  tg  — ,  en  fonction  des  côtés  abc. 

fi 
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POITIERS 

28  mars  1887.  —  Un  triangle  isocèle  est  inscrit  dans  une  circonfé- 
rence de  rayon  R;  quelle  doit  être  sa  hauteur  pour  que,  tournant  autour 
d'une  parallèle  à  la  base  menée  par  le  sommet,  il  engendre  le  volume  le 
plus  grand  possible. 

—  On  veut  extraire  la  racine  carrée  d'un  nombre  -  àun dix  millième  près, 
combien  déchiffres  décimaux  suffit-il  de  prendre  dans  l'expression  de -. 


BIBLIOGRAPHIE 


Cours  élémentaire  de  mathématiques.  Compléments  de  trigonométrie  et 
méthodes  pour  la  résolution  des  problèmes  par  F.  J.  (Tours;  Alfred 
Marne  et  fils;  Paris,  Poussielgue  frères;  1886).  —  Ce  livre  fait  partie 
d'une  série,  vraiment  intéressante,  d'ouvrages  dont  plusieurs  ont  été 
analysés  déjà  dans  ce  journal  et  dont  l'ensemble  constitue  un  cours 
complet  de  mathématiques  élémentaires,  en  prenant  le  mot  dans  son 
sens  le  plus  élevé.  Les  compléments,  que  nous  signalons  à  nos  lecteurs, 
se  font  tout  particulièrement  remarquer  par  l'abondance  des  matières 
qui  y  sont  développées;  c'est,  à  notre  connaissance,  le  recueil  le  plus 
riche  qui  ait  été  publié  sur  les  exercices  si  variés  de  la  trigonométrie. 
Les  Anglais  eux-mêmes,  qui  excellent  dans  cette  science,  n'ont  pas. 
croyons-nous,  dans  ce  genre,  de  livre  plus  complet.  L'auteur  a  eu  la 
patience,  et  le  mérite,  de  rechercher  les  questions  de  trigonométrie 
qui  ont  été  posées,  à  diverses  époques,  aux  examens  des  Ecoles  et  à 
ceux  des  Baccalauréats  ;  près  de  1600  Problèmes  ou  Exercices  se  trou- 
vent ainsi,  ou  résolus,  ou  proposés.  La  multiplicité  et  la  variété  des 
sujets  traités  ne  permet  pas  de  faire  une  analyse  quelconque  de  cet 
ouvrage,  mais  nous  le  recommandons  avec  confiance  aux  professeurs 
et  aux  élèves  ;  ils  y  trouveront  une  mine  inépuisable  de  questions. 

L'auteur  nous  permettra  de  lui  signaler  deux  ou  trois  points  qui 
sont  à  retoucher.  1  °  La  définition  des  séries  convergentes  n'a  pas  toute 
la  rigueur  désirable;  ainsi:  il  ne  suffit  pas  que,  dans  une  série  alternée, 
le  dernier  terme  tende  vers  zéro,  pour  que  cette  série  soit  convergente  ; 
il  faut  encore  que  les  termes ,  au  moins  à  partir  d'un  certain  rang, 
aillent  sans  cesse  en  diminuant.  2°  L'exercice  518,  de  la  page  365, 
renferme  une  erreur  assez  grave.  L'équation 

(1)  p2  =  ab  sin  co  cos  w 

ne  se  décompose  pas,  comme  il  est  dit,  en  deux  équations 

p  =  a  sin  w,  p  =  b  cos  <o  ; 

et  le  lieu  qui  correspond  à  l'équation  (l)  n'est  pas,  comme  l'auteur  l'a 
avancé,  un  système  de  deux  cercles,  mais  bien  une  lemniscate  de 
Bernoulli. 

Quoiqu'il  en  soit,  quelques  fautes  d'inattention  auxquelles  il  est  si 
difficile  d'échapper,  quand  on  écrit  un  volume  aussi  étendu,  erreurs 
destinées  d'ailleurs  à  disparaître  dans  une  nouvelle  édition,  n'ôtent  rien 
au  réel  mérite  d'un  ouvrage  qui  rendra  certainement  de  grands  services 
à  ceux  qui  le  consulteront.  G.  L. 
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QUESTION  128 

Solution,  par  A.  Buutin,  professeur  au  Collège  de  Vire. 


Si  l'équation  x2  —  px  4-  q  =  o,  admet  deux  racines  entières 
et  positives  : 

*n   r>  •         ^(q  +  P  +   i)(4q  +  21)  +  l) 

f  °  L  expression  :  ±-1 -—^ = représente  un 

36 

entier ,  décomposable  en  une  somme  de  q  carrés; 

2°  L'expression:- — - représente  un  entier,  décom- 
posable en  une  somme  de  q  cubes; 

3°  Le  nombre  q2(4q  4-  2p  +  î)  est  décomposable  en  une  somme 
algébrique  de  4q  carrés.  (Laisant.) 

1°  Soient  x\  x",  les  racines  de  l'équation  proposée;  A,  l'ex- 
pression considérée.  On  a,  d'après  des  relations  bien  connues  : 

_  XX"(xx"  +  Xr  -+-  X"   +    \)(/[Xrx"   +   2X'   +   2X"  +    i) 
_  _ 

_  Xrx"(x     4-    l)(x"   +    l)(2X    +    l)(2fl5"   +    i) 
_  _ 

_  X'(x'  4-    J)(2X'  4-    ï)  X"(x"  4-    l)(2.X'"  4-    i) 

=  6  X  6 

Sous  cette  forme,  on  reconnaît  que  chacun  des  deux  fac- 
teurs de  A  représente  la  somme  des  carrés  des  x'  et  des  x" 
premiers  nombres  entiers;  chacun  de  ces  facteurs  étant 
entier,  il  en  est  de  même  de  leur  produit.  Le  premier  fac- 
teur est  la  somme  de  x'  carrés,  le  second,  la  somme  de  x" 
carrés;  leur  produit  est  donc  une  somme  de  x'x"  ou  q  carrés. 

2°  Soit  B  l'expression  cousidérée, 

X2X"2(XX"  4-  #'  4-  X"  4-    ï)2 


13 


16 

X*X*(x'  4-   \Y(X"  4-    l)2 

7ë 

X'HX    4-    ï)2         X'^X"  4-    ï)2 
X 
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Sous  cette  forme,  on  reconnaît  que  chacun  des  facteurs  de  B 
est  la  somme  des  cubes  :  l'un,  des  x'[  l'autre,  des  «"premiers 
nombres  entiers  ;  chacun  de  ces  facteurs  étant  entiers,  il  en 
est  de  même  de  leur  produit.  Le  premier  facteur  est  une 
somme  de  x  cubes,  le  second  de  x"  cubes;  leur  produit  est 
donc  une  somme  de  x'x",  ou  q  cubes. 

3°  Soit  G  l'expression  considérée. 

G  =  q*(4q  4-  2p  4-  i)  =  (2x  4-  i)x'2.(2x"  4-  i)x"2. 

Je  vais  montrer  que  x'2(2x'  +  r)  est  une  somme  algébrique 
de  2Xr  carrés. 

On  a 

,  ,      ,  x        ïdilX    +    l)Ux'  +   i)  X'(x'  ■+■   \)(2X    4-   i) 

X*(2X  4-  ns -—2  — - £ » 

x  6  6 

c'est-à-dire  la  somme  des  carrés  des  2Xr  premiers  nombres, 
moins  deux  fois  la  somme  des  carrés  des  x'  premiers  nom- 
bres; ou 

ti\2Xr  +  i)  =  {2xy  4-  (2xr  -  i)2  +...  (x'  ■+■  i)2 

—  X'2  —   (x'  —    i)2...    —   22   —    I2. 

Chacun  des  deux  facteurs  de  G  est  donc  une  somme  algé- 
brique :  le  premier  de  2x\  le  second  de  2x"  carrés;  leur 
produit  est  donc  une  somme  algébrique  de  2cc'.2aj"  =  qx'x" 
=  \q  carrés. 

Remarques.  —  1°  On  peut  encore  observer  que  l'expression  : 
q(4q  4-  2p  4-  i)  est  une  somme  algébrique  de  4q  carrés. 

En  effet,  soit  D  l'expression  en  question,  on  a  : 

])  -  q(4q  +  2|)+  i)  =  x'x"(Zx'  4-  i)(2«"  4-  i) 

=  X(2X'  4-    i)   X  X'\2X"  +  I). 

Je  vais  prouver  que  x'(2Xr  4-  i)  est  une  somme  algébrique 
de  2Xf  carrés.  On  a 

X'(2X'  4-   l)(2X'  4-   2   —    2X'  +  i) 


x'(2Xf  +    i) 


3 

_  X\2X'  4-   \\2{xf  4-    l)   —  (2X    —    i)] 

"""  3 

_  2X(X'   4-    l)(2X'  4-    i)  X'^X"1  -    l) 

"*  3  3 

x'(x'  +  l)(2J/  +  i)       x'(4x'*  -  i) 

_4.         _ — 
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tvt    •  n         5       A         c  1  X'(X'  +    0(2«'  +    l) 

Mais,  cl  après  des  formules  connues  : - 

est  la  somme  des  carrés  des  x'  premiers  nombres;  — 2-L 1 

3 

est  la  somme  des   carres  des  x'  premiers  nombres  impairs  ; 

donc 

x'(2x'  +  i  )  =  4[x'2  4-  (#'  -  i )2  4- . . .  4- 1 2]  -  [ i 2  4-  3 2  4-  52  4- . . . ] 

=   (2X)2  -   (2X'   -    i)2  +   {2Xf  -    2)2    -    .  .  .    -   32   +   22   -    I2. 

Le  second  membre  est  donc  une  somme  algébrique  de 
2x'  carrés. 

Les  facteurs  de  D  sont  une  somme  algébrique  :  l'un  de  2Xr 
carrés,  l'autre  de  2x"  carrés  ;  leur  produit  est  donc  une 
somme  algébrique  de  \x'x"  ou  4c/  carrés. 

2°  Le  nombre:  E  =  q2(i6q  4-  i2p  4-  9)  est  une  somme  algé- 
brique de  4q  cubes. 

On  a  E  =  x'\<\x'  4-  3)  X  x"2(^x,f  4-  3). 

Il  suffit  de  montrer  que  xr2(^x'  4-  3)  est  une  somme  algé- 
brique de  2x'  cubes.  Or 

x**(4rf  4-  3)  s  8.      [  }   4-  x'*(2x'*  -  1). 

On  voit  quea?'2(4a/  4-  3)  est,  d'après  des  formules  connues, 
égal  à  la  somme  des  cubes  des  xf  premiers  nombres  pairs, 
diminuée  de  la  somme  des  cubes  des  x'  premiers  nombres 
impairs. 

On  pourrait  former  d'autres  expressions  qui  seraient  des 
sommes  algébriques  de  quatrième,  cinquième  puissances. 


QUESTION  131 

Solution  par  M.  A.  Boutin,  professeur,  au  collège  de  Vire. 


Si  Von  désigne  par  m  la  somme  des  trois  quantités, 

yz       zx       xy 

x        y         z 
la  relation  : 

4R3  —  4P2m  4-  Rm2  —  2xyz  ==  o, 

sera  vérifiée  dans  un  triangle,  si  : 
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1°  x;  y,  z  représentent  les  distance*  du  point  de  concours  des 
hauteurs  aux  trois  côtés,  et  R  le  rayon  du  cercle  circonscrit. 

2°  x,  y,  z  représentent  les  distances  du  centre  du  cercle  ins- 
crit aux  sommets,  et  R  le  diamètre  du  cercle  circonscrit. 

La  relation  'précédente  se  décompose  en  facteurs,  pour  y  =  z. 

(Em.  Lemoine.) 
1°  On  a  ï 

x  =  2R  cos  B  cos  G, 

y  =  2R  cos  A  cos  G, 

z  =  2R  cos  A  cos  B. 

(Formules  connues  ou  faciles  à  démontrer.) 

D'où  m  =  2R  (cos2  A  +  cos2  B  +  cos2  G). 

La  relation  à  vérifier  est  alors 

4R3  -  8R3.  2  cos2  A  +  4R3  (S  cos2  A)2 

—  16  R3  cos2  A  cos2  B  cos2  G  ==  o. 

Posons,  pour  abréger, 

cos  A  cos  B  cos  G  =:  P. 

Une  formule  connue  donne 

S  cos2  A  =  1  —  2P. 

Il  faut  donc  vérifier  que 

4  -  8(1  -  2P)  -h  4(1  -  2P2,2  -  16P2  =  o, 

ce  qui  est  manifeste. 

2°  On  a 

r  r  r 

x  =  *  —  '     y 

d'où 


A'        *        .    B  G' 

sm  —  sm  —  sm  — 

222 


.G  .    B  .A 

sm  —  sm  —  sin  — 

222 


m  —  r  \    : r:  + 


A    .    B         .A.     G         .    B    .     G 

sm  —  sin  —       sm  —  sm  —       sm  —  sin  — 
22  22  22 

A  A 

r  S  sin2  -  r  S  sin2  - 


.      A    .      B    .      G  Q 

sin  —  sm   —  sin   — 
2-2  2 

en  posant,  pour  abréger, 

_ .    .  a  .  B  .  c 

Q  ^  sin  —  sm  —  sin  —  • 
222 


JOURNAL   DE   MATHÉMATIQUES   ÉLÉMENTAIRES  1  13 

Une   formule  connue  donne,  d'ailleurs, 

r  =  2R  x  Q, 
cf.  la  relation  à  vérifier  devient  : 

m  —  2R  S  sin2  —  ■> 

2 

d'où 

4R8  -  8R"  S  sin2  -  +  4R3  h  sin2  -Y  -  ^  =  o, 

A  /  À\ 2 

ou  4  -  8  S  sin2  -  +  4(2  sin2  -j    --  16Q2  =  o  . 

A       1 
Mais  on  a  sin2  —  =  -  (1  —  cos  A), 

2       2 

A       3        1 

d'où  S  sin2  —  = S  cos  A. 

222 

Une  formule  connue  donne  encore 

S  cos  A  =  1  +  4Q, 

d'où  S  sin2  -  =  1  -  2Q. 

2 

La  formule  à  vérifier  est  donc 

!  _  2(,  _  2Q)  +  1(1  -  2  Q)2  -  4Q2  =0, 
identité  manifeste. 

Si,  dans  la  relation  donnée,  on  remplace  m  par  sa  valeur 
en  x,  y,  z,  qu'on  fasse  y  =  z,  que  l'on  chasse  les  déno- 
minateurs, on  arrive  à  mettre  l'expression  sous  la  forme 

i/(21Rx  -  if)(21R2x  —  4R#2  -  R?/2  +  2x3)  =  o, 
ce  qui  prouve  la  décomposition  annoncée  en  facteurs. 


QUESTIONS  188  ET  197 

Solution  par  M.  Louis  Prince,  élève  au  Lycée  de  Grenoble. 


Démontrer  que  le  point  réciproque  de  V orthocentre  d'un  trian- 
gle est  point  de  Lemoine  du  triangle  formé  en  menant  par  les 
sommets  des  parallèles  aux  côtés  opposés. 

(E.  Vigarié  et  G.  Boubals.) 
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Soient  K/  le  point  réciproque  de  l'orthocentre  H,  Aa,  B(3, 
Gy  les  hauteurs  de  ABC;  A/B/C/  le  triangle  obtenu  en 
menant  par  les  sommets  des  parallèles  aux  côtés  opposés. 
Si  8a  est  la  distance  de  K/  à  B/C/,  on  a  : 

Aa  Aa' 

Le  triangle  Aa  G  coupé  par  la  transversale  BK/(3'  donne  • 
AK/       BC  £rA       BG.C|3 


ou 


d'où 


AK/ 
Aa' 


K/a'  "  Ba    p'C  "  Cx.pA 
AK/  BG.G[3 


AK/  -i-  K/a' 


Ca.(3A 
BG  aC.SA  BG 
X"  ~~  aA.pG        Ââ 


BG.GB 


Ainsi 

BG       AG.A(3  +  BG2       aAG.AfB  +  2BC2 
17  "         Aa.BG         ~  4S 

mais  ÏÏC2  =  ÂG2  +  ÂB2  -  2 AG .  A(3 , 

on  a  donc 

BG       a  _    a*  +.62  +  c2 

8a        8a  4S 

ou,  enfin, 

K    _  8S 

2«  ~~  4(a2  +  fc2  +  c2)  * 
C'est  la  relation  qui  déterminerait  la  position  du  point  de 
Lemoine  du    triangle   A/B/G/;  donc  K/  est  bien  le    point 
de  Lemoine  de  A/B/B/. 
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Note.  —  On  peut  donner  une  solution  simple  de  cette 
question  en  s'appuyant  sur  le  lemme  suivant  (V.  Journal 
Elëm.y  1885,  p.  265).  Les  droites  joignant  le  milieu  du  côté 
d'un  triangle  au  milieu  de  la  hauteur  correspondante  con- 
courent au  point  de  Lemoine  du  triangle. 

La  hauteur  A/a'  du  triangle  A/B/G/est  coupée  par  BC  : 
en  son  milieu  en  un  point  a'  conjugué  isotomique  de  a  et  A 
est  le  milieu  de  B*'G/;  donc,  d'après  le  lemme  précédent,  K/ 
est  le  point  de  Lemoine  du  triangle  A/B/G/.  E.  V. 

Nota.  —  La  même  question  a  été  résolue  par  MM.  IL  Martin,  élève 
au  lycée  Gondorcet  et  G.  Gralleau,  maître  auxiliaire  au  lycée  de  Mar- 
seille ;  Ignacio  Beyens  (Cadix). 

Elle  a  été  traitée  par  M.  E.  Lemoine  d'abord  en  1873  au  congrès  de 
Lyon,  puis  dans  le  Journat  de  Mathématiques  spéciales  (1883,  pp.  5,  27,  etc.). 


QUESTION  191 

{Solution  par  X... 


On  considère  un  carré  ABGD  et  une  droite  quelconque  A  dans 
son  plan.  Des  points  A,  B,  G,  D  on  abaisse  des  perpendiculaires 
AA',  BB',  GGr,  DD'  sur  A.  En  désignant  par  A  et  G  deux  sommets 
opposés,  démontrer  que  BB'2  +  DD'2  —  2  A  A'  x  CC'  est  une 
quantité  constante  quelle  que  soit  la  position  de  A 

Déduire  de  cette  remarque  une  application  relative  à  V enveloppe 
des  droites  qui  jouissent  de  la  propriété  que  la  somme  des  carrés 
des  distances  de  Vune  d'elles  à  deux  points  fixes  soit  constante. 

(Ed.  Bordage). 

L'énoncé  étant  ainsi  rectifié  (*)  ;  Soient  a,  le  côté  du  carré, 
et  Alf  Bt.  Dt,  les  points  de  rencontre  de  AA',  BB',  DD'  avec 
une  parallèle  à  A  menée  par  le  sommet  G  (**).  On  a 

a2  =  BB?  +  DD?  =  (BB'  -  GG')2  +  (DD'  -  CC')2 
=  BF2  +  Diy2  —  2CC'(BBr  +  DD'  -  GG') 
=  BB'2  +  DD'2  -  2GG.AA'  c.  q.  f.  d. 


(*)  La   relation  donnée  par  l'énoncé  était  BB'2  +  DD '*  —  2AA.BB; 
une  faute  d'impression  s'y  était  glissée. 

(**)  Le  lecteur  est  prié  de  faire  la  figure. 
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Donc  l'enveloppe  des    droites   telles   que  la    somme   BB 

+  DD'2  soit  constante  et  égale  à  2/t2,  n'est  autre  chose  que 
l'enveloppe  des  droites  telles  que  AA'.CCT  =  2k2  —  a2.  On  sait 
que  cette  enveloppe  est  une  conique  ayant  les  points  A  et  C 

pour  foyers,  k  pour  demi-grand  axe  et  \/2k*  —  a2  pour  demi- 
petit  axe. 

Solutions  analogues  par  MM.  Chapron,  G.  Bourdier  et  Louis  Prince, 
lycée  de  Grenoble;  Henri  Martin,  lycée  Condorcet. 


QUESTION  192 

Solution  par  X. 


Un  ^segment  de  droite  AB  contenu  dans  l'angle  droit  (*)  XOY 
est  tel  que  la  parallèle  OZ  menée  par  le  point  0  à  la  droite  AB, 
est  située  dans  l'angle  XOY.  Soient  a,  at,  a  les  projections  ortho- 
gonales de  A  respectivement  sur  OX,  OY,  OZ;  b,  bi9  p  les  projec- 
tions orthogonales  de  B  sur  les  mêmes  axes.  Si  Von  désigne  par  S 
la  surface  de  celui  des  trapèzes  AabB,  Aa^B  qui  est  coupé  par 
la  droite  OZ,  par  S'  la  surface  de  l'autre  trapèze,  et  par  a  la 
surface  du  rectangle  AapB,  démontrer  que  l'on  a  :  S  =  S'  +  c. 

Soient  Ar,  B'  les  points  d'intersection  de  Ao,  B6  avec  OZ 
en  supposant  que  OZ  traverse  le  trapèze  Aa6B  (**). 
On  a 

S  =  AA/B'B  +  A'abB' 
=        s        +  A'a&B' 

Faisons  glisser  le  trapèze  Aa^B,  parallèlement  à  OY,  de 
manière  que  A,  B  coïncident  avec  A',  Br.  Soient  a262  les  nou- 
velles positions  de  aj)^ 
On  a 

A'a&B '=  OB'6  -  OA'a  =  OB7>2-  OA'a2=  k\btW=  k'a±b±W=Sr  ; 
et  la  proposition  est  démontrée. 

Solution  analogue,  par  Vf.  A.  Boutin,  professeur  au  collège  de  Vire. 


(*)  Condition  essentielle  sous-entendue  par  l'énoncé. 
(**)  Le  lecteur  est  prié  de  faire  la  figure. 
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QUESTION  195 


Par  les  sommets  d'un  triangle  ABC  on  mène  des  parallèles  aux 
côtés;  et,  par  les  sommets  AJSfij^  du  triangle  ainsi  obtenu,  on  mène 
encore  des  parallèles  aux  côtés  de  ABC.  Démontrer  que  si,  par  le 
point  de  concours  des  bissectrices  du  troisième  triangle  A2B2C2, 
on  mène  les  parallèles  aux  côtés,  ces  droites  déterminent,  sur  les 
côtés  du  triangle  ABC,  les  points  qui  sont  les  sommets  d'un 
hexagone  circonscriptible  à  un  cercle.  (G.  Boubals.) 

Cette  question  a  été  résolue  par  M.  E.  Lemoine  (Journal 
de  Mat â.  spéciales),  1886,  pp.  9-11). 

Le  point  par  lequel  on  mène  les  parallèles  aux  côtés  du 
triangle  est  le  point  de  Nagel  du  triangle  A^C^  Les  asso- 
ciés de  ce  point  donnent  lieu  à  des  propositions  analogues  à 
la  proposée.  E.  Vigarié. 


QUESTION  196 

Solution  par  Giovanni  Russo,  à  catanzaro  (Italie). 


Trouver  deux  nombres  connaissant  leur  somme  et  leur  plus 
petit  multiple  commun. 

On  prouve  aisément  que  deux  nombres  ont  le  même  plus 
grand  commun  diviseur  que  leur  somme  et  leur  plus  petit 
multiple  commun.  D'après  cela,  avec  les  données  du  problème, 
on  peut  calculer  le  plus  grand  commun  diviseur  des  deux 
nombres  que  l'on  cherche  :  alors,  la  question  est  ramenée  à  la 
suivante,  laquelle  est  bien  connue  :  Trouver  deux  nombres  con- 
naissant leur  somme  et  leur  produit. 

Solutions  analogues  par  MM.  Blessel,  conducteur  des  Ponts  et  Chaus- 
sées; Henri  Martin,  élève  au  lycée  Condorcet;  de  Times;  Cartucoli, 
professeur  au  collège  de  Sisteron. 

Nota.  —  Cetie  question  avait  été  retirée  parce  qu'elle  avait  été  proposée 
déjà  dans  ce  Journal.  On  trouvera  une  solution  plus  détaillée  (année  1877, 
p.  351). 
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QUESTIONS  PROPOSEES 


250.  —  On  considère  un  triangle  OA,!^  et  le  cercle  At,  de 
rayon  Rlf  circonscrit  à  ce  triangle.  On  mène,  à  A,,  une  tan- 
gente, anti-parallèle  de  A1Bi  dans  le  triangle  OAJ^  ;  cette 
droite  rencontre  les  côtés  OAt,  OBx  aux  points  A2,  B2. 

On  obtient  ainsi  un  triangle  OA2B2  et,  à  ce  nouveau  triangle, 
correspond  un  cercle  circonscrit  A2,  de  rayon  R2. 

Opérant  sur  OA2B2,  comme  il  vient  d'être  fait  avec  OA^,  et 
ainsi  de  suite,  on  obtient  une  série  de  cercles 

AA,  A2,  ...  Ap. 

Démontrer  :  1°  que  les  centres  des  cercles 

Ai,  A3,  ... 
sont  distribués  sur  une  droite  OZ,  et  que  ceux  des  cercles 

A2,  A,,  .  . . 
sont  aussi  sur  une  droite  OZ'  ; 

2°  que  les  rayons  de  trois  cercles  consécutifs  Ap_2,  Ap_i,  Ap 
vérifient  la  relation  de  récurrence 

et  déduire  de  là  que 

(p-Dlp-2)         R/>-l 

Rp  =  2    2    x!r2Î 

Rt  et  H2  vérifiant  d'ailleurs  l'égalité 

R2ft  =  2R?; 
dans  laquelle  h  désigne  la  hauteur  issue  de  0,  dans  le  triangle 
OAA-  (G.  L.) 

Rectifications.  —  1°  Les  sujets  de  compositions  indiqués,  page  60, 
comme  ayant  été  proposés  à  Bordeaux  et  à  Poitiers  au  Baccalauréat  spécial, 
ont  été  donnés  au  Baccalauréat  es  sciences  complet; 

2°  p.  96,  ligne  6:  au  lieu  de  n  lisez  N. 


Le  Directeur-Gérant, 

G.  de  LONGCHAHPS. 


IMPRIMERIE   CKNTRALE    DES   CHRMINS    DR    KER.    —    IMPRIMERIE  CHAU. 
RUB  BERGÈRE,  20,    PARIS.    —    8974-7. 


JOUltNAL   DK  MATHÉMATIQUES  ÉLÉMENTAIRES  141 


GÉOMÉTRIE  \)lî  TRIANGLE 


SUR  QUELQUES  CERCLES  REMARQUABLES 

(CERCLES    DE    iNEUDEUG    ET    DE    ftl'CAY). 
Par  M.  Emile  Yigaric. 


I 
CtUCLES   DE    NEUBERG  (*) 

1.  Définition.  —  Étant  donné  un  triangle  ABC,  si  l'on 
construit,  sur  l'un  des  côtés,  des  triangles  ayant  même  angle 
de  Brocard  que  le  triangle  ABC,  le  sommet  libre  décrit  une 
circonférence. 

Les  trois  circonférences  ainsi  obtenues,  que  nous  désigne- 
rons par  Nfl,  N&,  Nc  sont  appelés  Cercles  de  Neuberg,  du  nom 
du  savant  professeur  de  l'Université  de  Liège,  qui,  le  pre- 
mier, a  étudié  ces  cercles  et  les  a  signalés  à  l'attention  des 
géomètres. 

Ces  cercles  remarquables  jouissent  de  propriétés  intéres- 
santes que  nous  allons  faire  connaître,  en  utilisant  des  notes 
que  M.  Neuberg  a  bien  voulu  mettre  à  notre  disposition. 

2.  Théorème   I.  —  Si  sur  le  côté  BC  du  triangle  ABC 

(*)  On  peut  consulter  sur  les  cercles  de  Neuberg  et  de  M'Gay  les 
ouvrages  suivants  : 

J.  Neuberg.  —  Mathesis,  tome  II  1882  pp.  94,  76,  157,  186. 

J.  Casey.  —  A  T réalise  on  Analytical  Geometry,  1885  pp.  73,  107,  120,  248 
256,  258-259,  326;  A  Sequel  to  Euclid,  4m^  édit.,  1886  pp.  2U7-208,  213-214. 

M'Gay.  —  Transactions  of  the  Royal  Irish  Academy,  vol.  XVIII  pp.  453- 
470.  Le  mémoire  a  pour  titre  :  On  three  Circles  rdaled  to  a  triangle. 

Les  Cercles  de  Xeuberg  et  de  M'Cay  dont  il  est  ici  question  ne  sont  pas 
des  cas  particuliers  des  Cercles  de  Tùcker,  comme  on  pourrait  le  croire 
d'après  ce  que  nous  avons  dit  (J.-E.  1886  p.  227). 

Les  cercles  que  nous  avions  alors  en  vue,  bien  que  dûs  à  MM.  Neu- 
berg. et  M'Gay,  ont  reçu  d'autres  noms  :  nous  les  étudierons  d'ailleurs 
avec  les  Cercles  de  Leniuine  et  de  Taylor  dans  un  prochain  article. 
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on  construit  les  triangles 

EGA,,     CA2B,     A3CB,     CBA4,     BA5G 
équiangles  avec  ABG  (*),  les  points  A,  A1?  A2,  As,  A4,  Aa  so/t/ 
sur  wne  wé??ie  circonférence  (**/. 

En  effet,  les  points  A  et  A3,  A4  et  A4,  A2  et  A3  sont  symé- 
triques par  rapport  à  la  per- 
pendiculaire élevée  au  milieu 
dcBC,  doue  le  trapèze  AA^Aj 
est  isocèle  et  par  suite  in- 
scriptible.  Le  quadrilatère 
AA3A2  A4  est  aussi  inscriptible, 
par  conséquent  la  circonfé- 
rence AA3A4  passe  par  les 
points  A1  et  A2.  On  démon- 
trerait de  même  qu'elle  passe 
par  le  point  As. 

Remarque.  —  Il  est  facile 
de  voir  que  le  triangle  AA2A4 
est  directement  semblable  et  le 
triangle  A3A5À4  inversement 
semblable  à  ABC. 

Corollaire  I.  —  Si  sur  une  même  base  BG  on  construit  trois 
triangles  isocèles  PBC,  PiBC,  P2BG  tels  que  les  angles  à  la  base 
comptés  du  même  côté  de  BG  et  dans  le  même  sens,  aient  une 
somme  égale  à  tt,  les  côtés  s'entrecoupent  en  six  points  d'une 
même  circonférence. 

Gette  proposition  ne  diffère  du  théorème  I  que  par  la  forme 
donnée  à  l'énoncé. 

Corollaire  II.  —  Les  puissances  des  points  B  et  G  par  rapport 
au  cercle  AAtA2  sont  égales  à  BG  . 

(*)  Lorsqu'il  s'agira  de  triangles  semblables  ou  de  triangles  homolo- 
giques,  nous  aurons  soin  de  placer  les  sommets  homologues  dans  le 
même  ordre.  Ainsi,  pour  le  triangle  BGA,  comparé  à  ABG  :  B  est  l'homo- 
logue de  A  ;  C,  l'homologue  de  B  ;  et  A,,  l'homologue  de  G 

(**)  Ce  théorème  a  été  énoncé  pour  la  première  fois  par  M.  J.  Neu- 
berg  {Mathésis,  1882,  pp.  94,  157.) 
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En  effet,  de  la  similitude  dos  triangles  ABC,  CBA^on  cou- 
ci  ut  : 

BC?  =  BA4.BA. 

3.  Théorème  II.  — Étant  donné  deux  cercles  cyaux  (B)  et 
(C)  dont  chacun  passe  par  te  centre  de  l'autre,  si  l'on  décrit 
un  troisième  cercle  N„  coupant  orthogonalement  les  premiers  et 
que  l'on  joiyne  un  point  quelconque  A  de  Na  aux  centres  Be/C 
des  premiers  cercles,  les  sommets  des  triangles,  semblables  à  ABC, 
et  construits  sur  BC,  appartiennent  éyalement  au  cercle  Na. 

En  effet,  d'après  le  théorème  I,  les  sommets  de  ces  triangles 
se  trouvent  sur  une  circonférence  passant  par  A  et  coupant 
orthogonalement  les  cercles  décrits  de  B  et  C  comme  centres 
avec  BC  pour  rayon.  Or,  il  n'y  a  qu'une  seule  circonférence 
coupant  à  angle  droit  les  cercles  (B)  et  (C)  et  passant  par  Ai 
Le  théorème  II  est  donc  démontré. 

Le  théorème  II  qui  est  le  réciproque  du  théorème  I  peut 
se  démontrer  directement  de  la  manière  suivante  : 

Soient  A4  et  A;-  les  points  de  rencontre  du  cercle  Na  avec 
AB  et  AC.  L'égalité 

.     BC2=:BA4.BA 

qui  résulte  de  ce  que  les  cercles  (N„)  et  (B)  sont  orthogonaux 
entraine  la  similitude  des  triangles  ABC,  CBA4. 

Pour  la  même  raison  ABC  est  semblable  à  BA5C,  les  droites 
CA4,  BA3  rencontrent  le  cercle  Na  en  deux  points  A2;  Ax  som- 
mets de  triangles  semblables  à  ABC.  De  même  les  droites 
BA2,  CAt  doivent  rencontrer  la  circonférence  Na  en  des  points 
sommets  de  triangles  semblables  à  ABC  et  comme  il  n'y  a 
plus  qu'un  seul  triangle  de  cette  espèce,  BA2,  CAi  se  rencon- 
trent sur  le  cercle  Na. 

Corollaire.  —  Si  un  cercle  Na  coupe  orthogonalement  deux 
cercles  (B)  et  (C)  dont  chacun  liasse  peu  le  centre  de  l'autre,  on 
peut  inscrire  au  cercle  Nrt  une  infinité  d'hexayones  tels  que  les 
côtés  passent  alternativement  par  les  centres  des  cercles  (B)  e/(C). 

Remarque.  —  Lorsque  les  points  B  et  C  sont  donnés,  le 
cercle  Na  est  déterminé  par  son  centre  qu'on  peut  prendre 
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arbitrairement  sur  la  perpendiculaire  élevée  au  milieu  deBC, 
le  carré  de  son  rayon  est  égal  à 

CB2  -  BC2. 
Lorsque  le  cercle  Na  est  donné,  le  point  B  est  arbitraire  et 
l'on  obtient  le  point  G  en  traçant  le  diamètre  NaP  dont  la  dis- 
tance à  B  est  égale  à  la  moitié  de  la  tangente  issue  de  B  et  en 
prenant  le  symétrique  de  B  par  rapport  à  ce  diamètre. 

4.  Théorème  III.  —  Étant  donné  un  triangle  ABC,  le 
cercle  N«  qui  passe  par  A  et  dont  les  puissances  par  rapport 
à  B  et  à  G  wnt  égales  à  BG2  jouit  de  la  propriété  que  les  triangles 
qui  ontpourbaseBQel  dont  le  sommet  est  sur  la  circonférence  Na 
ont  même  angle  de  Brocard  que  ABC.  (J.  Neuberg,  Mathésis, 
1882,  pp.  94, 18G). 

,  En  ellet  les  éléments  qui  fixent  le  cercle  Nd  par  rapport  a 
BG  ne  dépendent  que  du  côlé  BG  et  de  l'angle  co  de  Brocard. 
Soit  Da  le  milieu  de  BG  et  posons    NaDa  =  oa,    ANa  =  pa. 
On  a  par  hypothèse  : 

nT~tt»2              2           ^2            u  2 

ft2   =   NuB     —   fa  =  ÔB  H pa, 

OU 

2  <>2  ^0." 

pa  =   0« * 

4 
On  a  aussi  en  désignant  par  ha  la  hauteur  abaissée  de  A 
sur  BG  et  par  x  la  distance  de  J)a  au  pied  de  cette  hauteur  : 

?l  -z  (ha-   Oa)2  +  X\ 

d'où,  en  égalant  les  deux  valeurs  de  pa  : 

3  a2 
ta-'—  -  (ha  KY  +  as», 
4 


par  suite  : 


On    — 


3  3 

hl  +  *2  +  -a2       ADa  +  -a2 

4       ._ T 

2  ha  2  lla 

a 


ou 


,  à  cause  de        62  +  c2  =  2AD2,  + 


cr 


b*  -h  c2  -h  a*       a 
=  a  — —  -  cotiz;  co 


dha  8S 


c 
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Il  résulte  do  là  que  du  point  Nft  on  voit  BG  sous  l'angle  2<o. 
Donc  ce  cercle  ne  dépendant  que  de  a  et  w,  reste  le  même 
lorsque  le  triangle  ABC  est  remplace  par  l'un  quelconque 
des  triangles  de  base  BC  et  ayant  l'angle  de  Brocard  co. 

5.  Rayons  des  cercles  de  Neuberg.  —  D'après  ce 
qui  précède,  le  rayon  du  cercle  Na  sera  : 


V s;  -  -a2  =  Vcotg9w  -  3. 

r  a  1 


9        ■  4 

On  voit  que  le  maximum  de  w  est  3o°  :  c'est  ce  qui  résulle 
aussi  de  la  signification  du  cercle  Na  :  le  centre  Nrt  a  pour 
position  limite  le  sommet  du  triangle  équilatéral  construit 
sur  BC. 

Corollaire  I.  —  On  sait  que  le  rayon  du  cercle  de  Bro- 
card a  pour  expression 

R 


p  = ; — i/eotffaco  —  3 

De  là  on  conclut 


2  cotg  w 


pa  =  p-  cotg  u>  =  2p  sin  A  fg  a) . 

Ainsi  : 

Les  rayons  des  cercles  de  Neuberg  Na,  Nb,  Nc   sont  aux  côtés 
du  premier  triangle  de  Brocard  comme  1  est  à  tg  to. 

Corollaire  II.  —  Le  rapport  de  similitude  des  triangles 
AA2A1?  ABC  est  : 

-^  =  sin  Av/cotg*ù>  —  3 

L'angle  des  côtés  homologues  de  ces  triangles  est  A4AA2  j 
il  est  donné  par  une  formule  assez  compliquée. 

(A  suivre.) 
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VARIÉTÉS 

ESSAI 

SUR   LA 

GÉOMÉTRIE  DE  LA  RÈGLE  ET  DE  L'ÉQUERRE 

Par  M.  C!i  de  lioiigchamps» 

(seconde  partie) 

[Suite,  voir  p.  100). 


CHAPITRE  III 

LE    PROBLÈME  DE    L'OBSTACLE 

Le  problème    qui    va    nous  occuper  dans  ce  chapitre  est 

celui  qui  se  propose  de  prolonger  un 
alignement  au-delà  d'un  obstacle  ; 
nous  avons  déjà  signalé,  dans  le  cha- 
pitre premier,  certaines  solutions  de 
ce  problème  que  nous  reprenons 
ici,  pour  le  traiter  plus  à  fond. 


25.  La  solution  par  l'équer- 

re.  —  La  première  solulion  que  nous 
voulions  indiquer. pour  ce  problème, 
suppose  que  l'on  ait  à  sa  disposition 
une  équerre  d'arpenteur,  instrument 
qui  permet  de  déterminer,  rapide- 
ment, sur  le  terrain,  des  angles 
droits.  D'ailleurs,  pour  le  moment, 
nous  nous  accordons  uniquement 
l'usage  de  cet  instrument.  Dans  ces 


Fig.  466. 

conditions,  la  solution  ordinaire,  exigeant  l'emploi  de  la 
fausse  équerre,  devient  illusoire;  par  ce  qu'elle  exige,  en  outre 
la  chaîne,  ou,  tout  au  moins,  le  cordeau. 
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Soit  U  l'obstacle  que  doit  franchir  une  ligne  jalonnée  A  (*); 
si  l'on  effectue  les  jalonnements  qu'indique  la  figure  (**),  le 
théorème  relatif  aux  trois  hauteurs  d'un  triangle  prouve  que 
les  lignes  4  et  5  se  coupent,  au  point  M,  sur  le  prolongement 
cherché  A'.  En  répétant  cette  construction  une  seconde  fois, 
on  obtiendra  un  autre  point  de  A'  ;  et  celui-ci  se  trouve  alors 
bien  déterminé. 

En  observant  que  le  choix  du  point  A  pris  sur  A,  celui 
de  B,  et  la  direction  de  BM  sont  absolument  arbitraires  on 
reconnaîtra  que,  dans  la  pratique,  la  solution  précédente 
grâce  au  jeu  laissé  aux  jalonnements  que  nous  avons  décrits, 
pourra,  presque  toujours,  être  réalisée  commodément. 

26.  —  Remarque.  La  distance  CM  peut  d'ailleurs  se  cal- 
culer facilement. 

Une  propriété  connue  donne,  en  effet, 
AB.BM  =  GB.BH. 
Cette  égalité  permet  d'évaluer  BM,  quand  on  a  relevé,  par 
un  chaînage,  les  longueurs  accessibles  AB,  GB  et  BH. 

27.  Prolonger  une  droite  AB  dont  les  extrémités 
sont  séparées  par  un  obstacle.  —  Le  théorème  qui 
vient  de  nous  servir  dans  la  solution  précédente  peut  être 
utilisé  dans  le  problème  que  nous  allons  considérer  main- 
tenant. Ce  problème  peut  se  définir  ainsi  :  Deux  poinls  A 
et  B  sont  situés  de  part  et  d'autre  d'un  obstacle  U  qui  rend 
l'un  d'eux  invisible  pour  l'observateur  placé  dans  le  voisi- 
nage de  l'autre;  on  propose  de  jalonner  les  prolongements  de 
la  droite  AB,  de  part  et  d'autre  de  l'obstacle. 

Prenons  arbitrairement  un  point  C,  puis,  avec  l'équerre, 
effectuons  les  constructions  (i,  2,  3,  4,  5,  6,  7,  8);  la  droite  A 
ainsi  obtenue  représente  l'un  des  prolongements  demandés. 

(*)  Il  va,  sans  dire,  que  l'obstacle  est  supposé  cacher  la  droite  A, 
pour  les  observateurs  placés  sur  le  prolongement  A'  ;  autrement,  la 
difficulté  qui  nous  occupe  n'existerait  pas. 

(**)  Nous  rappelons  que  les  angles  qui,  sur  les  figures  que  nous 
employons,  sont  marqués  d'un  petit  arc  de  cercle,  sont  des  angles 
droits;  nous  avons  déjà  fait  cette  convention;  elle  nous  permet  une 
rédaction  plus  rapide. 
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11  va,    sans   dire,    que    le   point  G  sera    choisi   de    façon    à 

permettre  le  tracé 
des  alignements 
dans  les  régions  ac- 
accessibles  du  ter- 
rain sur  lequel  on 
opère;  si  l'on  veut 
avoir  l'autre  prolon- 
gement, celui  qui 
passe  par  A,  on  de- 
vra répéter,  au  point 
Fig.  457.  A,     les     opérations 

correspondant  aux  lignes  6,  7  et  8,  qui  ont  été  jalonnées  pour 

obtenir  A. 

28.  —  Remarque.  Si  l'on  rencontrait,  dans  le  voisinage 
de  B,  un  second  obstacle  V,  on  profiterait  de  la  droite  HD  qui, 
dans  la  partie  accessible,  est  parallèle  à  AB,  pour  effectuer 


H 


Fig.  158. 

le  tracé  de  A,  comme  l'indique  la  figure  158.  Nous  examinons 
d'ailleurs,  plus  loin,  et  avec  détails,  le  cas  des  deux  obstacles. 

29.  La  solution  par  les  alignements.  —  Nous  allons 
supposer  maintenant  que  l'on  n'ait  à  sa  disposition  aucun 
instrument  d'arpentage  et  nous  nous  proposons  de  résoudre 
le  problème  qui  nous  occupe  par  de  simples  alignements.  Le 
nombre  des  solutions  du  problème  ainsi  posé  est  indéfini; 
les   théorèmes    relatifs    à    trois   points    en   ligne    droite   (*) 

(*)  Par  exemple,  celui  que  nous  avons  démontré  dans  la  première 
partie  (§§  19  et  20). 
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théorèmes  que  la  géométrie  élémentaire  procure  avec  abon- 
dance, fournissent  autant  de  réponses  à  la  difficulté  en 
question.  Le  livre  dos  Porismes,  notamment,  est  plein  de 
propositions  susceptibles  d'être  appliquées  au  cas  présent; 
mais  il  suffit  do  signaler  cette  mine,  sans  qu'il  y  ait  intérêt  à 
énumérer  toutes  les  ressources  qu'elle  renferme  et  nous  nous 
bornerons  à  signaler  quelques  solutions,  plus  particulièrement 
simples. 

La  première  qui  se  présente  à  l'esprit,  solution  donnée 
par  Servois  (*),  par  Borgery  (**),  et  probablement  par 
tous  ceux  qui  ont  écrit  sur  cette  matière,  est  celle  qui  prend 
pour  base  la  belle  propriété  des  diagonales  du  quadrilatère 
complet.  Voici  d'ailleurs  le  détail  des  opérations  qu'il  faudra 
faire  sur  le  terrain,  quand  on  voudra  l'appliquer. 

On  choisit,  entre  les  points  A  et  B,  arbitrairement,  un  point 
C,  plus  voisin  de  B  que  de  A  et  d'autant  plus  voisin  de  A, 
que  l'obstacle  pro- 
posé a  une  plus 
petite  étendue.  On 
effectue  alors  les 
alignements  (i,  2, 
3,4,  5,  6)  indiqués 
par  la  figure.  La 
droite  NP  va  passer 
par  le  point  C  con- 
jugué harmonique 
de  C  par  rapport  a 
au  segment  AB.  En 

répétant  une  secon-  Fig.  uo. 

de^fois  (***)la  construction  précédente,  on  obtient  finalement 
deux  droites  telles  que  NP  qui,  par  leur  intersection,  déter- 
minent un  point  du  prolongement  cherché  A.  Ainsi,  on  pourra, 
par  de  simples  alignements,  se  procurer  autant  de  points  que 
l'on  voudra  du  prolongement  cherché. 


(*)  Loc.  cit.,  p.  31. 
(**)  Loc.  cit.,  p.  107. 

(***)Dans  ce  second  tracé  il  faut  observer  que  les  jalonnements  1,  2, 
3  peuvent  servir  et  qu'il  suffit  de  modifier  la  position  du  point  Q  sur  MG. 
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Quant  à  la  distance  AC  clic  se  calcule  par  la  formule 


AU'  '  AB  AC  ' 
une  table  des  inverses  des  nombres  entiers,  table  dont  nous 
nous  occuperons  dans  le  chapitre  suivant,  permet  de  calculer 
très  rapidement  la  longueur  AC.  Si  l'on  n'a  pas  à  sa  dispo- 
sition la  table  en  question,  on  fera  le  calcul  de  AC  au  moyen 
de  la  formule  précédente. 

Deuxième  Solution.  —  On  peut  obtenir  le  point  G',  dont  il 
est  question  dans  la  solution  précédente,  par  une  seule  opé- 
ration comme  nous  allons  le  montrer.  Cette  seconde  solution 
n'est  pas,  somme  toute,  sensiblement  plus  simple  que  celle 
qui  est  indiquée  ci-dessus,  mais  elle  donne  lieu  à  une  cer- 
taine vérification,  présentant  un  intérêt  pratique. 

Considérons,  comme  tout  5  l'heure,  un  quadrilatère  com- 
plet dont  les  points  donnes  A  et  B  sont  deux  sommets;  puis 
joignons  le  point  0,  point  de  concours  des  diagonales  aux 
points  A  et  B;  nous  obtenons  ainsi  quatre  points  I,  H,  K,  L. 
Il  est  facile  de  reconnaître  que  les  droites  HK  et  IL  con- 
courent au  point  Cr. 

En   effet,    la    figure  ABMOKH  constitue   un  quadrilatère 


Fig.  160. 
complet  et  la  diagonale  KH  doit  couper  AB  au  point  conju- 
gué harmonique  de  C;  c'est-à-dire  au  point  C.  Cette  remarque 
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s'applique,  bien  entendu,  à  IL  et  l'on  a  de  la  sorte  trois 
droites  Kil,  Nl\  IL  concourant  en  G'.  De  Là,  résulte,  pour 
le  point  C,  au  point  de   vue   pratique,   une   détermination 

plus  SÙlt". 

On  peut  résumer  les  deux  solutions  précédentes  en  obser- 
vant qu'à  un  point  Q  pris  sur  M(J  correspond  une  droite  NP 
passant  par  le  conjugué  G';  pour  déterminer  celui-ci,  il  faut 
prendre  deux  points  tels  que  Q  et  l'on  obtient  deux  droites 
telles  que  NP;  c'est  la  première  solution.  Mais,  si  l'on  choisit 
pour  second  point  Q,  le  point  0  lui-même,  chose  naturelle 
d'ailleurs,  alors,  on  a  la  seconde  solution.  Celle-ci  n'est  donc 
en  définitive  qu'une  réalisation  particulière  de  la  première, 
accompagnée  d'une  remarque  pouvant  d'ailleurs  s'appliquer 
à  la  construction  obtenue  en  prenant  sur  MG,  pour  second 
point  Q,  un  point  quelconque. 

Troisième  Solution.  —  Une  solution  un  peu  plus  rapide,  et 
bien  distincte  des  précédentes,  est  celle  qu'on  obtient  en 
appliquant  le  principe  de  la  transformation  homologiquc  (*). 

La  figure  montre  comment  on  a  obtenu  le  point  G  sur  le 
prolongement 
de  AB,  au  mo- 
yen des  deux 
triangles  ho- 
mologiques 
mnp9mrn'p'.  Lés 
jalonnements 
peuvent  être 
effectués  dans 
l'ordre  (i,  2, 
...8)  indiqué; 
et,  comme  la 
direction  des 


Fig.  161. 


alignements  1,  2,  3,4,  la  position  de  la  droite  5,  et  même  la 
direction  de  la  droite  6,  restent  arbitraires,  on  voit  qu'il  y 


(*)  On  sait  que  le  théorème  en  question  est  dû  à  Desargues;  voyez 
Œuvres  de  Desargues,  réunies  et  analysées  par  Poudra;  Paris,  1864,  t.  I, 
pp.  513,  430.  On  trouvera  une  analyse  de  l'ouvrage  cité  dans  le  tome  III  • 
série  II,  des  Nouvelles  Annales. 
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aura  moyen,  dans  la  plupart  des  cas,  môme  dans  ceux  qui 
offrent  une  certaine  difficulté  pratique,  de  disposer  les  ja- 
lonnements de  façon  à  déterminer  la  position  du  point  C. 

Le  calcul  de  BC  est  moins  simple  que  dans  les  solutions 
précédentes.  Il  faut  avoir  recours  au  théorème  de  Ménélaus 
qui  donne  ici 

np .  m  A. 

Il  y  aurait  cinq  droites  à  chaîner  pour  obtenir  BC;  cette 
formule  paraîtra  donc  compliquée,  du  moins,  comparée  à 
celle  que  nous  avons  donnée  dans  la  première  solution. 

Nous  voulons  borner  à  ces  trois  procédés  (qui  n'en  forment 
réellement  que  deux,  comme  nous  l'avons  fait  remarquer)  la 
solution  du  problème  de  l'obstacle,  par  des  alignements.  On 
observera  certainement  que  ces  procédés  offrent,  dans  la  pra- 
tique, une  certaine  complicalion  qui  tient  au  nombre  assez 
grand  des  alignements  qu'ils  nécessitent.  Mais  la  raison 
de  cette  complication  est  naturelle,  et  il  paraît  difficile  d'ima- 
giner, sans  autre  instrument  que  le  jalon,  une  solution  plus 
simple  que  celles  que  nous  avons  fait  connaître  dans  ce 
paragraphe.  Il  n'en  est  plus  de  même  quand  on  s'accorde 
le  droit  de  mener  des  parallèles,  opération  qui  peut  se  faire, 
très  rapidement,  avec  la  fausse  équerre  ou  avec  requerra 
ordinaire.  On  peut  alors,  par  l'emploi  simultané  des  aligne- 
ments et  de  requerra,  obtenir  des  solutions  très  simples  du 
problème  en  question.  Nous  allons  en  indiquer  quelques-unes. 

30.  Les  solutions  par  l'équerre  et  les  alignements. 

—  Les  solutions  que  nous  allons  développer  dans  ce  paragraphe 
se  distinguent  de  celle  que  nous  avons  donnée  plus  haut 
(§  25)  en  ce  que  l'on  ne  fait  usage  de  l'équerre  que  pour  mener 
des  parallèles,  et  non  pour  élever  des  perpendiculaires.  Il  y  a 
là,  an  point  de  vue  pratique,  une  différence  que  l'on  appré- 
ciera, sans  que  nous  ayions  besoin  d'y  insister.  Il  résulte, 
notamment  des  conditions  dans  lesquelles  nous  nous  plaçons 
ici,  que  la  fausse  équerre,  pour  les  solutions  que  nous  avons 
en  vue,  est  tout  aussi  bonne,  pour  ne  pas  dire  meilleure,  que 
l'équerre  ordinaire  ;  car,  bien  que  la  fausse  équerre  puisse 
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servir,  comme  nous  l'avons  montré,  au  trace  des  perpendi- 
culaires il  faut  reconnaître  qu'elle  n'arrive  pas  à  ce  tracé  sans 
un  certain  effort  et  Ton  doit  considérer  la  fausse  équerre 
comme  étant,  avant  tout,  l'instrument  des  parallèles. 

Première  Solution.  —  Considérons  un  triangle  ABC,  et 
soit  AD  une  droite  quelconque  issue  de  A  et  rencontrant  BC 
enD;  menons  MN  parallèlement  à  BG  et  joignons  enfin  BN 
qui  coupe  AD  en  P, 
puis  MP;  cette  der- 
nière droite  coupe  BG 
en  un  point  Q  qui 
reste  fixe  quand  MN 
se  transporte  parallè- 
lement à  elle-mê- 
me (*). 

En   donnant  à  MN 
deux  positions  arbitraires  on  obtient  le  point  Q  et  l'on  achève 
la  construction  en  menant  par  Q  une  parallèle  à  MN. 

Il  reste  à  indiquer  comment  on  évalue  BQ. 

De  la  relation 

BD2  =  DQ.DC, 
on  déduit 

BD2  =  (BQ  -  BD)(BG  -  BD), 
ou 

i  i  i 

BQ  =BD  ~  BG* 

Cette  formule  permet,  dans  tous  les  cas,decalculerBQ;  mais 
si  l'on  possède  la  table  des  inverses,  à  laquelle  nous  avons 
déjà  fait  allusion,  le  résultat  sera  lu  immédiatemeut  sur 
cette  table. 


(*)  Cette  propriété  fait  partie  de  trente-huit  lemmes  de  Pappus  sur  les 
Porismes  d'Euclide  (Voyez:  les  trois  livres  des  Porismes,  p.  89 proposi- 
tion VII) 

Elle  te  démontre  immédiatement  en  observant  que  l'on  a 
MI       BD  .MI        DO 

■=     7T7'  c^  aussl   Tl  — 


IN        DC 7  IN 

Ces  égalités  donnent  par  comparaison 

BD2  =  DQ.DC 


BD 
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Seconde  Solution.  —  Voici  une  seconde  solution;  elle  exige, 
il  est  vrai,  un  emploi  plus  continu  de  la  fausse  équerre,  mais 
elle  présente  l'avantage  de  donner  un  point  G  symétrique  du 
point  A,  par  rapport  à  13,  ce  qui,  à  l'occasion,  peut  être  utile. 

Dans  tous  les  cas, 
pour  mesurer  BC, 
on  n'a  aucun  chaî- 
nage à  faire  puis  - 
que  BC  =  AB. 
^  Ayant    détermi- 

c    né,    quelque  part, 
les   extrémités   M, 


Fig.  163. 


N     d'un 


segment 


parallèle  à  AB  on  effectue  les  alignements  (1,  2,...  7).  Les 
droites  4  et  7  concourent  en  un  point  G  situé  sur  AB  et  tel  que 
BG  =  AB. 

En  effet  le  trapèze  MNAB  donne  (§  14) 


IK       MlN       AB 
De  même,  dans  le  trapèze  MNBC,  nous  avons 

i  i  i 

ÏK  =  MN  +  BG* 

Ces  égalités  prouvent  que  MK  coupe  AB  au  point  G,  symé- 
trique de  A  par  rapport  à  B. 

Gette  remarque,  appliquée  aux  droites  4  et  7,  établit  l'exac- 
titude de  la  construction  précédente. 

Nous  bornerons  là  les  solutions  que  nous  voulons  indiquer 
pour  résoudre  le  problème  qui  vient  de  nous  occuper  ;  mais, 
en  terminant  ce  chapitre,  nous  allons  encore  examiner 
quelques  cas  particuliers  intéressants,  auxquels  les  solutions 
précédentes  ne  sauraient  convenir. 

(A  suivre.) 
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EXERCICES  DIVERS 

Par  M.  Boutln,  professeur  au  Collège  de  Vire 
[Suite,  voir  p.  107.) 


43.  —  Si  sur  les  côtés  d'un  triangle  quelconque  on  élève 
en  leurs  milieux  soit  intérieurement,  soit  extérieurement 
des  perpendiculaires  sur  lesquelles  on  porte  des  longueurs 
proportionnelles  à  ces  côtés,  A',  Bf,  G'  désignant  l'extrémité 
de  ces  droites;  les  triangles  ABC,  A'B'C  ont  même  centre 
de  gravité. 

Il  est  ai-é  de  vérifier  ce  théorème  en  prenant  la  moyenne  arithmé- 
tique des  distances  des  points  A',  B',  G'  aux  côtés  du  triangle. 

Cet  énonce  comprend  donc  le  cas  de  la  figure  de  l'exercice  42  ;  le 
cas  du  triangle  de  Brocard;  le  triangle  qui  a  pour  sommet  les  centres 
des  carrés  construits  sur  les  côtés  d'un  triangle  donné;  les  sommets  des 
triangles  équilatéraux  construits  sur  les  mômes  côtés... 

44. —  La  figure  étant  commencée  comme  dans  les  deux 
exercices  précédents  ;  démontrer  : 

1°  Qu'il  existe  toujours  deux  valeurs  de  k  pour  lesquelles 
les  droites  AA',  BB',  CC  sont  parallèles;  elles  sont  fournies 
par  l'équation  : 

4&2  —  4&  cotg  6  +  3  =  o, 
Ô  désignant  l'angle  de  Brocard  du  triangle  ABC. 

2°  On  a  : 

OA'  +  OA"       OB'  +  OB"       OC  +  OC" 

1 : 1 =  2  cotç  0: 

a  b  c  s 

3°  S'  +  S"  =  2S(cotg2  6-2); 

4°  S'S"  =  S*(4  -  cotg2  Ô)  ;_  

5°  Â7B2  +  ÏTB2  +  C7!2  +  Ô77!2  +  B7G2  +  M? 

=  4Scotg*8  (cotg2ô  -  i); 

6°  ÂÂ72  +  AÂ'2  +  Â7!772  =  a2(cotg2  0  -  3)  ; 

donc  les  droites  AA',  AA"  sont  rectangulaires. 

7°  A'A"2  +  B'B"2  +  C'C"2  =  4S  cotg  ô(cotg2  0  -  3)  ; 


*-- 


* 
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8°  a'2  4-  6'2  ■+■  c'2  -h  a"2  +  b"2  +  c"2  =  4S  cotg  0(3  cotg2  0  -  7)  ; 

9°  Los  triangles  ABC,  A'B'C,  A"B"C"  ont  même  centre  de 
gravité. 

(Ddésignc  le  centre  du  cercle  circonscrit  à  ABC;  S,  Sr,  S", 
rt,  b,  c,  a',  b\  c ,  a",  b",  c'sont  la  surface  et  les  côtés  des  triangles 
ABC,  ArBrC,  A'B'C'. 

1°  On  écrit  que  deux  des  droites  AA',  BB',  CC  font  un  môme    angle 
avec  le  côté  BG  par  exemple;  on  trouve  l'équation  (1). 
On  a 

S'  =  OA'B'  +  OA'C  4-  OB  C. 
3°  et  4°  On  évalue  aisément  l'aire  de  ces  triangles.   D'ailleurs  d'une 
manière  générale 

4S'=rS(i2K2  —  4KcotgO+  il. 
5°,  6°,  7°  Des  triangles  rectangles  donnent  les  longueurs  qui  rentrent 
dans  ces  formules. 
8°  On  trouve  d'une  manière  générale 

a,2  +  6'"24-c'2  =  i2K2ScotgO  —  iiKS  +  ScotgO, 
en  partant  de 

a'2=:OB'2  +  OC2  +  20B'.OC'cosA. 
9°  Il  suffît  de  prendre  la  moyenne  des  distances  à  un  côté  quelconque 

45.  —  Sommer  la  suite  : 

S  =  cosacoséc3a+cos  3acoséc  ga-\- +cos  3na  cosec  3n+la. 

On  part  de  l'identité  facile  à  vérifier  : 

2  cosà  coséc  3a  ;=:  cotg  a  —  cotg  3a. 

46.  —  Sommer  la  suite  : 

c         .    a     ,                   a    ,    a  .     a     ,      a 

b  =  sm  -  sec  a+  sin  -  sec  -  -+- +  sm  —  sec 


3  9        3  3n         3'1"1 

cas  ou  n  =  00 . 

On  part  de  l'identité  : 


On  trouve  : 


.     a     ,  a 

2  sm  -  seca^tga —  tg-- 


s=:(tga-lgy; 

et,  à  la  limite,  pour  n  =  00 ,  S  =  -tga. 

47. — Si,  dans  un  triangle,  les  tangentes  des  angles  sont  en 
progression  arithmétique,  il  en  est  de  môme  des  sinus  des 
angles  doubles. 
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Si  l'on  a 

2  tgB  =  tgA  +  tg  C. 

Il  en  résulte  : 

2  sin  B  cos  A.  cos  G  =  sin  (  !  cos  A  cos  B  +  sin  A.  cos  B  cos  (  \ 
■i  sin  B[  cos  (A  —  C)  —  cos  B]  =  sin  C|  cos  (A — B)  —  cosC|. 
H-sin  A[cos(B  — G)  —  cos  A]. 
Dans  l'hypothèse  faite: 

2  sin  B  cos  ( A  —  C)  =  sin  (  1  cos  (A  —  B)  -h  sin  A  cos  (B  —  C) 
il  reste  donc  : 

2  sin  2B  =  sin  2A  +  sin  2C. 


CORRESPONDANCE 


Extrait  d'une  lettre  de  M.  Messet,  professeur  à  Cauderan, 

près  Bordeaux. 

...  Il  me  semble  que  la  question  180  dont  vous  publiez 
anc  solution  dans  le  Journal  de  Mathématiques  Élémentaires, 
avril  1887.  p.  92,  peut  être  résolue  plus  simplement  de  la 
manière  suivante  (*): 

Soient'  ABC  le  triangle  proposé,  T  le  centre  du  cercle  ins- 
crit. I  le  point  de  contact  de  ce  cercle  avec  AC.  Prenons  TB' 
symétrique  de  TB  par  rapport  à  AT,  TA'  symétrique  de  TA. 
par  rapport  à  TI. 

Les  droites  TA',  TB',  T(V  font  respectivement  avec  XA  les 

angles  —  >   —  »   —  ;  TI  est  le  rayon  du  cercle  inscrit. 

Si  l'on  prend,  dans  la  direction  opposée  au  point  I,  A"0  =  a  ; 
on  a  10  =  p,  B'O  =  b,  C'O  =  c'. 

Les  quatre  premières  parties  de  la  question  sont  donc  éta- 
blies et  l'on  trouve  facilement  la  valeur  de  l'angle  XOT  par 
le  procédé  employé  par  M.  Ghapron. 

(*)  Le  lecteur  est  prié  de  faire  la  figure. 
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QUESTIONS  ECRITES 

POSÉES  DANS  DIVERS  EXAMENS  EN  1886 


ENSEIGNEMENT  SECONDAIRE  DES  JEUNES  FILLES 

(CONCOURS   D'AGRÉGATION.   —    ORDRE  DES   SCIENCES) 

Mathématiques. 

9  juillet  1886.  —  Résolution  de  l'équation  du  second  degré;  dis- 
cussion relative  à  la  réalité  et  au  signe  des  racines. 

—  Déterminer  les  trois  côtés  d'un  triangle  ABC,  rectangle  en  A.  con- 
naissant le  périmètre  ip  et  sachant  que  la  surface  totale  du  cône  qu'en- 
gendre ce  triangle  en  tournant  autour  du  côté  AB  est  équivalente  à  celle 
du  cercle  qui  a  BG  pour  rayon. 

Application  numérique.  On  suppose  le  demi-périmètre  p  égal  à  i  mètre; 
calculer,  à  i  centimètre  près,  la  longueur  de  l'hypoténuse. 


ÉCOLE  NORMALE  DE  SÈVRES 

(section  des  sciences) 

Arithmétique  et  Géométrie. 

—  Résoudre  l'équation 

x-  —  1 06  x  +  2448  =  o. 

—  Démontrer  la  formule  qui  donne  la  somme  des  termes  d'une  pro- 
gression géométrique.  Cas  où  la  progression  est  décroissante  et  où  le 
nombre  des  termes  augmente  indéfiniment. 

—  Démontrer  que  le  côté  du  décagone  régulier  inscrit  dans  une  cir- 
conférence est  égal  au  plus  grand  segment  du  rayon  partagé  en  moyenne 
et  extrême  raison. 

—  Etant  donné  un  triangle  rectangle,  construire  une  circonférence 
tangente  à  l'hypothénuse,  passant  par  le  somaict  de  l'angle  droit  et 
ayant  son  centre  sur  l'un  des  côtés.  Calculer  le  rayon  de  cette  circon- 
férence en  supposant  connus  les  deux  côtés  de  l'angle  droit. 


ENSEIGNEMENT  SECONDAIRE  DES  JEUNES  FILLES 

(certificat  d'aptitude  —  section  des  sciences) 

Mathématiques, 
9  juillet  1886.  —  Définition  de  la  parabole.  Tracé  de  la  courbe  par 
points  et  d'un  mouvement  continu.  Propriétés  de  la  tangente. 
Quelles  valeurs  faut-il  donner  à  la  constante  m  pour  que  le  trinôme 
(m  —  2)x2  +  2[^m  —  3)x4-5»i  — 6 
reste  positif  quel  que  soit  x?  (*) 
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ÉCOLE  DBS  HAUTES  ÉTUDES  COMMERCIALES 

Mathématiques, 

—  Résoudre  par  l'arithmétique  le  problème  suivant  : 

Deux  robinets  A  et  B  sont  ajustés  à  un  réservoir,  on  ouvre  A  et  on 
laisse  couler  le  1/4  du  liquide,  puis  on  ouvre  B  et  le  réservoir  achève 
de  se  vider  par  les  deux  robinets  en  1  heure  1/4. 

Si  on  avait  d'abord  laissé  couler  B  pendant  une  1/2  heure  et  ensuite 
ouvert  le  robinet  A,  le  réservoir  aurait  achevé  de  s'épuiser  en  1  heure  1/7 
par  les  deux  robinets. 

Quel  temps  faudra-t-il  à  chaque  robinet  coulant  seul  pour  mettre  le 
réservoir  à  sec? 

—  Equation  à  résoudre  : 

x-  —  Gx  —  9  =  2  sjx2  —  6x  -+- 1 5 


ÉCOLES  NORMALES  D'INSTITUTEURS 
(certificat  d'aptitude  au  professorat  en  1880) 

Composition  de  mathématiques. 

—  Dans  un  triangle  ABC,  on  mène  les  bissectrices  des  angles  que 
forment  entre  elles  les  deux  droites  AB  et  AG.  Ces  droites  rencontrent 
la  dioite  AG  en  deux  points  D  et  D\  Quelle  est  la  propriété  la  plus 
imposante  dont  jouissent  les  deux  points  D  et  D'? 

Peut-on  citer  une  conséquence  remarquable  de  cette  propriété? 

—  calculer  à  — — •  près  le  quotient  x  =— -• 

1000  J<2 

—  Étant  donnée  une  demi-circonférence  AOB,  on  propose  de  trouver 
sur  le  diamètre  AB  un  point  P  tel  que  si  par  le  point  P  on  élève  une 
perpendiculaire  sur  le  diamètre  AB,  qui  rencontre  la  circonférence  en 
N,  et  ensuite  que,  par  le  point  N,  on  mène  une  parallèle  à  AB,  coupant 
la  circonférence  en  M,  ou  ait  : 

2ÂM2  +  ~PM2  =  k\ 
h2  étant  une  quantité  donnée 


BREVET  SCIENTIFIQUE 

Nancy  1886.  —  On  sait  que,  dans  un  triangie  rectiligne,  l'angle  B 
est  double  de  l'angle  A.  Quelle  relation  en  résulte-t-il  entre  les  côtés? 
—  Etant  donnés  deux  côtés  quelconques  de  ce  triangle,  calculer  le  troi. 
si  ('me.  —  Discuter  les  différents  cas. 

(*)  Gette  seconde  question  a  clé  indiquée  déjà  (p.  47).  Voyez  aussi,  à 
la  page  citée,  les  énoncés  concernant  le  certificat  d'aptitude  à  l'ensei- 
gnement spécial  et  le  concours  pour  l'école  de  Cluny  en  1886. 
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BACCALAUREAT   DE   L'ENSEIGNEMENT   SPÉCIAL 

SESSION  DE  NOVEMBRE  1886  (*). 


ALGER 

—  On  donne  un  triangle  ABC.  Une  droite  DE  parallèle  au  côté  BC,  et 
située  dans  l'intérieur  du  triangle,  partage  sa  surface  de  telle  manière 
que  la  surface  DEBG  est  moyenne  proportionnelle  entre  la  surface  du 
triangle  ABC  et  celle  du  triangle  ADE.  On  demande:  1°  de  calculer  DE 
en  fonction  de  BG;  2°  d'exprimer,  en  fonction  de  la  hauteur  AF  et  de  BG, 
le  volume  engendré  par  la  surface  DEBG  tournant  autour  de  BG. 

—  Expliquer  comment  Ton  mesure  la  hauteur  d'une  montagne  ou  d'un 
édifice  dont  le  pied  est  inaccessible. 

Application  :  Pour  mesurer  la  hauteur  d'un  édifice,  on  a  choisi  une 
base  de  6m,  telle  que  les  angles  adjacents  à  la  base  du  triangle,  formé 
par  cette  base  et  le  sommet  de  l'édifice,  sont  égaux  a  83°12'22'.  L'angle 
d'élévation  du  sommet  vu  d'une  des  extrémités  de  la  base  est  80°22'6". 
Calculer  la  hauteur  de  cet  édifice. 

CAEN 

—  Deux  pyramides  triangulaires  de  bases  équivalentes  et  de  hauteurs 
égales  sont  équivalentes. 

—  Définir  la  longitude  ;  détermination  expérimentale. 

—  Un  triangle  est  formé  par  trois  tiges  rigides  et  homogènes  dont  les 
longueurs  sont  3m,  4m,  5"\  —  Trouver  le  centre  de  gravité  de  l'ensemble 
de  ces  trois  tiges. 

AIX 

—  Trouver  les  rayons  de  deux  sphères  concentriques  sachant  que  la 
différence  de  ces  rayons  a  une  longueur  b  et  que  le  volume  compris 
entre  les  surfaces  des  deux  sphères  a  pour  valeur 

3  3 
4 

—  Angle  de  deux  plans  dont  les  traces  verticales  sont  parallèles. 

BESANCON 

5 

—  Les  trois  côtés  d'un  triangle  rectiligne  sont  : 

a  =  5 
6  =  4 
c  =  3 


(*)  On  trouvera  des  solutions  de  ces  questions  dans  la  publication  à 
laquelle  nous  avons  emprunté  les  éaoncés  et  qui  est  éditée  par  M.  Fou- 
cart  (20,  rue  de  la  Sorbonne). 
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Calculer  les  trois  médianes  et  les  trois  bissectrices  intérieures  du 
triangle  à  0,0 1  près. 

RENNES 

Mathématiques. 

a 

—  rrouver  bg  -  connaissant  tga. 

o 

—  Calculer  les  arêtes  d'un  pallèlipipèdc  rectangle,  connaissant  leur 
somme,  la  longueur  de  la  diagonale,  et  sachant  que  Tune  d'elles  est 
moyenne  proportionnelle  entre  les  deux  autres. 

LYON 

Mathématiques. 

—  Une  pyramide  a  pour  base  un  losange  dont  le  côté  est  égal  à  15. 
Les  deux  arêtes  qui  partent  des  extrémités  de  l'une  des  diagonales  sont 
égales  chacune  à  41;  les  deux  autres  ont  pour  valeur  l'une  48  et  l'autre  30. 

On  demande  de  calculer  les  angles  du  losange,  le  volume  de  la  pyra- 
mide et  l'angle  plan  du  dièdre  dont  l'arête  est  égale  à  48. 

DIJON 

Mathématiques. 

—  Établir  la  formule  des  annuités.  Que  devient-elle  quand  les  intérêts 
se  capitalisent  par  semestres? 

—  On  doit  s'acquitter  d'une  somme   en  payant  pendant  10  ans  une 
annuité  de  1000  francs.  Quelle  est  la  valeur  actuelle  de  cette  somme? 

On  prendra  le  taux  égal  à  5. 

DOUAI 

—  On  considère  un  triangle  isocèle  ABC,  circonscrit  à  un  cercle  de 
rayon  donné  R  et  on  demande  : 

1°  D'établir  la  relation  qui  existe  entre  la  hauteur  AD  =  x  et  la  demi- 
base  BD  =  DG  =  y  du  triangle. 

2°  De  déterminer  x  de  telle  sorte  que  le  volume  du  cône  engendré 
par  la  rotation  du  triangle  autour  de  AD  soit  équivalent  à  celui  de  la 
sphère  de  rayon  m  donné  ; 

3°  D'en  déduire  la  valeur  de  x  lorsque  le  cône  a  le  plus  petit  volume 
possible. 

—  Étant  données  les  projections  (8,  0)  d'une  droite  et  celles  d'un 
point  (a,  a'),  trouver  les  traces  d'un  plan  mené  par  (a,  a')  perpendiculai- 
rement à  la  droite  (ô,  0')  ainsi  que  les  projections  de  l'intersection  de 
la  droite  (0,  ô)  et  de  ce  plan.  Justifier  la  construction  par  l'énoncé  des 
théorèmes  de  géométiie  sur  lesquels  on  s'appuie. 

(A  suivre.) 
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QUESTION  194 

.Solution,  par  M.  l'abbé  E.  Gelin,  professeur  au  Collège  Saint-Quirin 

à   Iluy  (Belgique). 


On  donne  une  droiie  A,  un  point  A  sur  cette  droite,  et  un  point 
B  hors  de  cette  droite.  Un  mobile  parcourt  la  droite  A  du  point 
A  à  un  point  M,  avec  une  vitesse  constante  v  ;  puis  il  va,  en  ligne 
droite,  du  point  M  au  point  B,  avec  une  vitesse  constante  v'. 

Position,  du  point  M  pour  que  le  temps  du  parcours  AMB  soit 
minimum.  Lieu  de  cette  position,  lorsque  les  points  A  et  B  étant 
fixes,  on  fait  pivoter  la  droite  A,  autour  du  point  A. 

(B'Ocagne.) 

Menons  BP  perpendiculaire  sur  la  droite  A,  et  et  posons 
AP  =  a,  BP  =  b,  MP  =  x.  On  a,  en  représentant  le  temps 
total  du  parcours  par  l,  l'équation  

\/b2  +  X' 


AM       BM 


V 


V 


a  —  x 
—  I,  ou h 

v 


V' 


=2     /. 


OU 


(p*  _  |/*)xa  _  2v'2(vl  —  a)x  +  b2V2 
d'où 

v'2(vt 


v'Hvt  -  a)2  =  o. 


X 


a) 


vf  \/v'2(vt  —  a)2  —  b\vx  —  v'2) 


v*  —  v  a 

Pour  v  <  v'  ou  v  =  v',  il  esl  évident  que  le  minimum  de  l 
a  lieu  quand  le  mobile  suit  la  droite  AB. 
Pour  v  >  v  ,  on  a  la  condition  de  réalité 
v'(vl  —  a)2  -  ¥{v2  -  v'2)  >  o, 
ou,  en  observant  que  vt  —  a  est  positif, 

vr(vt  -  a)  >  b  \/v*~-  ^V2) 
d'où,  pour  le  minimum  de  t, 


l  - 


gj/  +  6  y/y2  —  u'* 


On  a  alors 


vv 
bv'2 


x  — 


\Jv2  - 


n'2 


quantité  indépendante  de  a.  et 
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6  s/ 


2    _     i/2 


tg  AMB  =  -  -  =  -  v  V    ,    "    , 

quantité  constante.  Ainsi  la  position  du  point  M  est  indé- 
pendante de  celle  du  point  A  sur  la  droite  A,  el  le  lieu  du 
point  M,  lorsque  la  droite  A  pivote  autour  du  point  A,  est 
un  arc  de  cercle  décrit  sur  AB,  et  capable  de  l'angle  con- 
stant AMB. 
J'ai  dit  que  vl  —  a  est  positif.  On  a,  en  effet, 

AM  +  MB  >  a, 

AM       MB       a 

d  ou  1 .  >  - , 

v  v         v 

.    x   «    ..                       AM       MB       a 
et,  a  iortiori,  1 —  > 


ou  t  >- 

v 


V  V 

a 


QUESTION  196  bis 

Solution  par  M.  l'abbé  E.  Gelin,  professeur  au  Collège  Saint-Quiiïn 

à  Huy  (Belgique.) 


Soit  ABC  un  triangle  rectangle  et  soit  D  le  point  de  contact 
du  cerck  inscrit  avec  l'hypoténuse  BC.  Démontrer  que 


(iôr- as)  =  iï3  ~  uîr    (Laurens-) 


11  faut  vérifier,  avec  les  notations  ordinaires,  que 
i        i  \  i  i 

c       b)    "  p  —  b       p  —  c  ' 
ou,  après  avoir  divisé  les  deux  membres  par  (b  —  c),  que 

(2p  —  2b)(2p  —  2C)  —  2bc. 

Or  celle-ci  revient  immédiatement  à  la  suivante  : 

a2  =  62  -*=  c2, 

laquelle  est  vérifiée,  le  triangle  proposé  étant  rectangle» 

Autres  solutions  par  MM.  Ignacio  Beyens  à  Cadix;  Alexandre  Couvert 
au  lycée  Condorcet  ;  Henri  Martin,  id.  ;  Louis  Prince,  lycée  de  Grenoble  j 
d'IIardiviller,  élève  au  collège  de  Beauvais;  G.  Bourdierj  lycée  de  Gre- 
noble ;  Giovanni  Russo,  à  Catanzaro  (Italie)  ;  Georges  Caye>  élève  du 
lycée  Charlemagne  (classe  de  M.  Richard). 
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QUESTIONS  PROPOSEES 


251.  —  Dans  le  triangle  ABC,  les  côtés  AB  et  AC  sont 
égaux,  I  est  le  point  milieu  de  la  base  BG.  On  porte  sur  le 
côté  BA,  de  part  et  d'autre  du  point  A,  la  longueur  AA'  =  AAX 
=  2111.BA,  et  sur  le  côté  BG,  de  part  et  d'autre  du  point  C, 
la  longueur  CG'  =  CCt  =  m.BG;  et  on  propose  de  montrer 
que  les  perpendiculaires  élevées  a  AC,  A'G'  et  A^,  aux 
points  C,  G'  et  Gt  se  coupent  sur  la  droite  AI. 

(G.  liusso.) 

252.  —  Etant  donnés  une  circonférence  0,  une  corde  AB, 
un  point  P  sur  cette  corde  et  deux  points  MN  sur  la  cii  confé- 
rence; trouver  sur  celle-ci  un  troisième  point  S  qui  soit  tel 
que  les  droites  SM,  SN  coupent  la  corde  AB  en  deux  points 

PM' 

Mr,  Nr,  de  telle  manière  que  le  rapport--—  soit  égal  à  une  quan- 


tité donnée 


m 
n 


(Ignacio  Beyens.) 


Rectification  sur  la  question  250.  —  Une  erreur  s'est  glissée  dans 
l'énoncé  de  cette  question. 

Il  faut,  comme  nous  le  fait  observer  M.  Vigarié,  en  nous  en  adressant 

une  solution, 

Rj>Rp-2  =  RV-i> 
et,  par  suite, 


RtP-* 


Le  Directeur-Gérant, 

G.  de  LONGGHAMPS. 


IMPRIMERIE   CENTRALE   DliS   CHEMINS   DE  FER.   —  IMPRIMERIE  CHAiX. 
RUE   UKRGÈRE,  20,    PARIS.    —    10824-7. 
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NOTE    D'ANALYSE 

Par  M.  CJriess,  professeur  de  Mathématiques  au  Lycée  d'Alger. 


On    trouve   clans   Dcsbovcs    (Questions   d'Algèbre,    p.   252) 
l'énonce  suivant  : 

«  Théorème.  —  n  étant  le  nombre  des  termes  d'une  progres- 
sion arithmétique  dont  la  raison  est  r,  Sp  la  somme  des  puissances  p 

S 
de  ces  termes,  si  l'on  fait  tendre  n  vers  l'infini,  la  fraction 


ip 

aura  pour  limite — -  p  é'ant  entier  et  positif.  » 

Le  théorème  précédent  était  connu  de  Pascal  qui  l'a  donné 
dans  son  Traité  sur  la  sommation  des  puissances  numériques, 
sous  une  forme  différente,  mais  au  fond  équivalente. 

L'objet  de  cette  note  est  d'appliquer  le  théorème  à  la  pro- 
gression formée  par  les  n  premiers  nombres  entiers,  et  de 
montrer  qu'il  est  vrai,  quelle  que  soit  la  valeur,  entière 
ou  fractionnaire,  positive  ou  négative  de  p,  sous  la  seule 
réserve  jp  +  i  >  o. 

Théorème.  —  Si  Von   pose  Sp  =  ip  +  2p  -+•  . . .  +  np,  p 

étant  quelconque,  mais  tel  que  p  +  i  >  o,  on  a 

,.       Sp  i 

Uni  — — -  =  ,  pour  n  infini. 

n[>+[        p+i   r  ' 

Supposons  d'abord  p  entier.  D'après  une  méthode  conuue, 
on  a  pour  déterminer  Sp  l'équation 

(i)    <•  +  ■)-'  =  .  +  S±ls,  +  !£±^s^...  +  S( 

Comme  S0  =  n    Sx  = ,  cette  égalité   montre  que 

6P  est  une  fonction  entière  de  degré  p  ■+■  r,  par  rapport  à  w; 
S^-i  une  fonction  entière,  de  degré  p,  etc. 
Donc 

l*m  —-tï  =  o       li m  -?—  =  o     etc. 
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Divisons  les  deux  membres  de  l'égalité  (])  par  np+1  et  fai- 
sons croître  n  indéfiniment,  il  vient 


S 


i  =  (p  -+-  i)    lim  — — r» 


nv 


S«  i 


ou  Hm  — -£   =  - 

Remarquons  que,  de  l'égalité  (1),  on  conclut 
Sp_       (n  +  i)^+1  -  i 

s 

Donc  — F_  tend  vers  sa  limite,  en  lui  restant  inférieure. 

Prenons  maintenant  le  cas  où  p  est  quelconque. 

Posons 

Sp        iP  H-  2*  4-  ...îip 
^i71)  1:  ?Jp+i—  „jh-i 

ou 

/  I\P        /  2\P  /  V  --   lV 

*F(n)=  •+(!--)  +  («--) +  -..+(« " 

_,  _,   ...  sont  inférieures  a  i  ;  en  supposant  p+i>o, 

n    n  n 

on  sait  qu'on  peut  développer  chaque  terme  du  second  mem- 
bre en  série.  On  o  donc 
i  =  i 


iy  i      p{p  -  O    i 

??/  n           i.2       n2 

2\P  2        p(p  —  i)     2 

i )   ==  i  —  p .  — h  — — 


71  -  i\?J  _  n  -  ■  i    (  p(p  -■  ï)   (n  -  •  i)! 


n  '  /  n  '  • 2  ?i* 

Chacune  des  séries  qui  figurent  dans  le  second  membre  est 

convergente  ainsi  que  la  série  de  ses  modules  ;  par  suite,  leur 

somme,  faite  d'une  façon  quelconque,  donne  encore  une  série 

convergente.  Donc,  en  additionnant 

S\       p(p-  i)   S'2 
wF(n)  =  11-  p.—  +  — -  •  -7  -   ... 

v    '  ?J  1.2  ?l2 
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OU 

F(rt)   =    I    —  O.    -     +  — .  .  .  (4) 

on  posant 

S'A  =  1''  4-  2h  4-  ...  4-  (?i  -  i)'' 
ou  a  évidemment 

S/t  —  S'/t       j[ 
nh+l         '  n 

— — \  tend  donc  aussi  vers  ; ,  en    lui    restant   inférieur, 

nh+[  h  +  i 

quand  ?i  croît  indéfiniment. 

Gela  posé,  les  termes   de  la  série  (2)  sont  respectivement 

inférieurs  à  ceux  de  la  série 

,_JL  + »>-'>_  ...  (3) 

1.2  1.2.3 

obtenue  en  faisant  croître  n  au-delà  de  loute  limite  dans  (2). 
Nous  allons  faire  voir  que  cette  série  est  convergente  et  que 

la  somme  est  


p  4-  i 
En  effet,  soit  x  une  quantité  <  r,  on  a 

/  vD+1  P+l         (p+\)p    ,      (p+i)p(/)-2) 

(i  4-x)iJ+1=  i  4- -r  +  - -.r24-  — — x3  4-  .    . 

I  1.2  1.2.3 

Comme  p  +  i  >  o,  on  sait  que  celte  série  reste  conver- 
gente pour  a?  =  —  i  ;  on  a  donc 

p  -+-  î        (p  4-  \)p       (p  +  \^>(p  —  i) 
o=i-  ' 1 l- h  .  .  . 

I  T  .2  1.2.3 

et 

i  p  p(p  —  0 

p  +    I  1.2  1.2.3 

Cela    posé  par   un    raisonnement  analogue  à   celui  qu'on 
l'ait  pour  la  série  e,  on  prouve  que 

lim  r(n)  —   i h 


1.2.3  p  4-    1 

Le  théorème  est   donc  démontre  sous   la   seule  condition 

p  >  -  r. 
Si  p  <  —  i,  les  séries  employées  sont  toutes  divergentes. 
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Applications  : 

p  =  3  lim     F(n)  = 

V  = 


1  3    +    23   +    . 

.    +    fi3] 

i  H-  yA  -h  . 

J 

4 

h  m      I-(n)  = -= 

L  n  un  J 


■j  \/n 


1 
p  == 


lim 


r> 


L  \/n       y/ 2?i  ?lJ 


NOTE  SUR  L'HYPOCYCLOIDE 

A  QUATRE  REBROUSSEMENTS 
Par  M.  J.  Rat,  élève  à  l'École  Polytechnique. 


\m  —  On  sait  qu'on  peut  considérer  l'hypocycloïde  à  quatre 
rebroussements  comme  l'enveloppe  d'une  droite  de  longueur 
constante  glissant  entre  deux  axes  rectangulaires.  Partant  de 
cette  propriété,  on  arrive  à  l'équation  de  la  courbe  : 

&  +  if  —  R3  =  o. 

On   peut    donc  représenter   l'hypocycloïde    par  les    deux 

équations  : 

x  =  R  cos3  9, 

y  =  R  sin3  9. 
Cela  posé,  cherchons  le  coefficient  angulaire  de  la  tangente 
au  point  de  la  courbe,  caractérisé  par  le  paramètre  angu- 
laire 9. 

On  a,  en  différentiant  : 

dx  —  —  3R  cos2  9. sin  9.C/9, 
dy  —  3R  sin2  9 .  cos  9 .  dy, 
d'où 

—  =  —  te  9.  =  —  t. 
dx  s  ' 

La  formule  tgep  =  t  donne  : 

t  1 

sin  9  =  ■  ,         —  »  cos  9  =     -  > 
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et  la  courbe  peut  se  représenter  par  los  équations  : 

R  F*a 

x  =s  —       — p    et    //  —  -        —  i 

(i  -h  ia)2  (i  +  «*)â 

ou  —  /  représente  le  coefficient  angulaire  de  la  tangente,  au 
point  caractérisé  par  le  paramètre  /. 
L'équation  d'une  tangente  à  la  courbe  est  de  la  forme 

Y  +  fX"  +  K  =  o. 
Si  l'on  exprime  que  cette  droite  passe  par  le  point  (x,  y), 
on  trouve 


v/i  +  f1 

et  l'équation  de  la  tangente  au  point  (x,  y)  est 

R' 

Y  +  IX :=  =  o. 

y/i  +  t2 

2.  —  Cherchons  les  valeurs  de  t  correspondant  aux  tan- 
gentes menées  à  la  courbe  par  un  point  {x,  y)  du  plan.  Cette 
équation  est 

(r  +  t2)(y  +  txf  -  R2;2  -  o, 
ou 

t'x*  +  2t*xy  ■+■  t\x*  -+-  y2  —  R2)  +  2txy  +  y'z  =  o.     (1) 

Si  l'on  appelle  t±,  t2,  t3l  /4  les   racines   de  cette  équation, 

on  a 

S'i  =  SWs, 
ou  encore 

E(-  tj  =  s[(-  y(-  /2)(-  *,)]. 

En  se  rappelant  la  signification  du  paramètre  t,  on  peut 
énoncer  le  théorème  suivant  : 

Théorème.  —  La  somme  des  angles  que  les  quatre  tan- 
gentes, menées  d'un  point  à  la  courbe,  font  avec  l'une  quelconque 
des  tangentes  de  rehaussement,  est  égale  à  un  multiple  de  w. 

Cette  propriété  constitue  une  première  analogie  entre  l'hy- 

pocycloïde  à  quatre  rebroussements  et  l'hypocycloïde  à  trois 

rebroussements. 

[A  suivre.) 


1S0  JOURNAL   LE   MATHÉMATIQUES   SPÉCIALES 


SUR  UNE  FONCTION  FAGTOR1ELLE 

Par  M.  BalUrand,  élève  au  Lycée  de  Nismes. 


M.  E.  Cesàro,  dans  une  note  publiée  dans  Malhesis  (VI, 
juin  1886,  p.  120),  s'est  occupé,  entre  autres  choses,  de  la 
fonction  factorielle 

f(x)  s(i  +  qx){\  -+-  q'-x)  . . .  (i  +  qnx). 

Nous  nous  proposons,  dans  cette  petite  note,  de  signaler 
quelques  propriétés  de  cette  même  fonction. 

On  peut  remarquer  d'abord  qu'elle  est  une  généralisation 

de  la  formule  du  binôme;  car  si  Ton  fait  q  —  i,  on  a 

f\x)  ===  (i  -hx)n. 
Soit  posé 

f(x)  =  (i  +  qx){\  +  q2x)  . .  .  (i  +  qnx)=.k0  +  Arx  +  A2x- 

-h  ...  +  k1jxv+  . .  .  knxn; 
on  a 

f(qx)  =  (  i  -+-  (j2x)(  i  +  q3x)  . .  .  (  i  +  (tn+[x)  ==:  A0  +  ktqx 
+  A2<?2x-2  +  . . .  kpqPxP  +  .  . .  A^gW 

et,  par  suite, 

/'i.7;)  i  +  qx 

f\qx)        i  -h  q"+lx 

d'oii 

(i  +  qn+lx)f\x)  s=  (i  +  qx)f(qx). 

En  égalant  les  coefficients  de  xJ)  dans  les  deux  membres 

on  obtient 

Ap  +  çn+1Ap_!  =  ^(Ap  +  Ap_i) 

ou 

(i  -9^-^(1  -^-^1)A/)_1. 

Dans  cette  formule,  donnons  à  p  les  valeurs  successives 
p  —  i,  ;;  —  2, . .  .  nous  trouvons 

(i  -9rP)A2>=çp(i  -^"^Ap.!, 
(i  -  g*-*)Àp^  -  ^"'(i  -  g^+2)Ap_2, 
(i  -  ^-2)Ap_2  -  ?p-2(i  -  ç-'+^Vs, 

(i  ~<J\A,  =  q(i  -qn)\ 
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d'où 

ou  a  donc 

p=0 
=  ln,Q  +  q\lX  -h  qZK,2&  •  •  •  <l~ 2~ \x,vxV  +  •  •  •  7~2 Vn#" 

formule  daus  laquelle  ou  a  d'ailleurs  An,o  =  ^njfl  ==  i. 
De  même,  le  produit 

9(0?)  2  (l  —  (/#)(  I  —  98£C)  .  .     (  1  —  qnx) 
peut  s'écrire  : 

Les  coefficients  X  jouissent  de  propriétés  analogues  5  celles 
des  coefficients  binomiaux.  Nous  allons  les  étudier. 

1°  Deux  coefficients  /,  consécutifs,  vérifient  la  relation  de 
récurrence  suivante 


>  T  —  dn-p+l 


0) 


2°  Deux  coefficients  À  équidistants  des  extrêmes  sont  égaux. 

Eu  eifet  si  l'ou  pose 

o)„  -  (1  -o)(i  -  r/2)  ...(t-  g») 
on  a 


^11    T)     ■ 


An,n— p»  (*) 


Cette  propriété  a  été  signalée  par  M.  E.  Cesaro  (Mathesis, 
juin  1886.) 

3°  Si  q  est  plus  petit  que  l'unité,  les  coefficients  À  vont  en 
augmentant,  jusques  et  y  compris  le  terme  du  milieu,  lorsque 
n  est  pair;  et,  lorsque  n  est  impair,  les  coefficients  À  aug- 
mentent, pendant  la  première  moitié  du  développement. 

En  effet,  la  relation  (l)  prouve  que  l'inégalité  )njP  >  ln,p-\ 
est  vérifiée,  si  l'inégalité 

1  «n— p+t 

1   —  qP 

a  lieu.  On  a  donc,  puisque  le  dénominateur  est  positif, 
,   _  qn-p+i  >  l  _  <^         ou         qn-p+[  <  ^ 

et  comme  les  puissances  positives  d'un  nombre  positif  plus 
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petit  que  l'unité  diminuent,  lorsque  l'exposant  augmente,  il 

faut  que 

n  —  p  -+-  i  >  p.        ou        n  +  1  >  2p  ; 

.,  ,                                              n  +  1 
cl  ou  p  <  

2 

Il  y  a  maintenant  deux  cas  à  distinguer.   Si  n  est   pair 

(n  =  2m)   on  doit  avoir 

i 

w  <  ??i  H —  ; 

o 

si  ?i  est  impair  (n  --  im  +  i)  ou  doit  avoir 

p  <  m  -h  i . 

En  observant  que  p  est  nécessairement  entier,  on  obtient 
alors  le  résultat  énoncé 

4°  Si  l'on  observe  que  l'on  a 

fn{x)   fn{qnX)   ===  /2n(X'), 

et,  si  l'on  égale  les  coefficients  de  xn  dans  les  deux  membres, 
en  observant  crue  les  coefficients  équidistants  des  extrêmes 
sont  égaux,  on  obtient  l'égalité 

l    +  Xn4<7   +    *M9*   +    >;<,399+    •  •  .    =   hn,n  (3) 

donnée  par  M.  E.  Gesâro  [toc.  cit.). 

Il  est  facile  de  voir  que  qiïp+i]  l)up  représente,  précisément, 
la  somme  des  produits  p  à  p  des  termes  de  la  progression 
géométrique  dont  le  premier  terme  est  q,  la  raison  q,  et  le 
nombre  des  termes  n;  somme  que  nous  désignerons  par  SJ. 
L'égalité,  facile  à  vérifier, 

c»   _   C'f-l     ,     «ncn-l 
&p  —   ^p        "r~   >i  ^p— 1  » 

donne  immédiatement 

Op  —  'j&p-  i  +  7      ^p-i  "t-  •  •  •  -t-  V     &p— î  -+-  7^0j,_i 
ou 

p(p+l).  pfp-D,.  .._,       ?''/'-"- 

?"T"^  =  ff— Wi  +  Î      •y~2~V-2,p-i  ••• 
«+i      pjp~1U  ,      D     PlEzD-j 

ou 

P(P+t)  pfp+lK  „    „    i       p(p+h, 

g-T->n;p  =  qn~p  •  ?-T-^n-i,-i  +  g'1^"1  .  q-T-ï h-2.,,-i    • 

pfp+il,  p(p+l) , 

+  q.q—2     /p,P-i  +  q~ 2     ^p-i,p-i  •  •  • 
ou,  en  divisant  par  q — y~ ,  quantité  positive, 

*n,p  =   r/H-^n-l,p-i   +   g*-*-%_2,p-1 

-*-...    ^Àp(i;_i    +     >p_l.p_l.  (4) 
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Enfui,  on  vérifie  aisément  l'égalité 

^n,p  —  QPAn—l,p  "+"  *n— Lp-1» 

et,  en  donnant  à  n  les  valeurs  successives  :  n,  (n  —  i),...  (n—p)  ; 
et  à  p  les  valeurs  successives  :  p,  (p  —  j)  . . .  i,  o,  on  a 

"•/'  —  ^  "n—i,p  ~r~   '•■n—i,j)—l  i 


En  multipliant  membre  à  membre  et  en  remarquant  que 
>n__p>0  —  i,  on  a  la  formule 

+  r/P-1*,,.^,!  +  ^H_I)P.  (6) 

Remarque.  —  Au  concours  général  de  1879,  on  a  proposé 
l'étude  de  la  fonction 

¥(x)  ==:  (i  +  qx)(i  +  q3x)  . . . 


...o + ?-4 +g(I+ g 


„2n-l 

I   +  - 


La  solution  de  cette  question  découle  assez  simplement  des 
considérations  précédentes. 
En  effet  on  a 

en  posant 

tp(#)  =  (r  +  qx)(i   +  ry3^)    . . .    (i  +  cjln"[x) 
q\(         q*\  /         ç2»-i 


Considérons  la  fonction  <p(a;).  En  remplaçante  par  #aa?,  on 
trouve 

?(■*)       _     (i  -f-  <ya) 

9(7^)  (i    H-  </2"  +  1#) 

En  désignant  par  Ap,  le  coefficient  de  xp  dans  le  dévelop- 
pement de  <p(as),  on  déduit,  de  cette  égalité, 

Ap(i  -  q2P)  =:  q2P~[{i  -  g2(w-P+D)Ap.i . 

En  donnant  à  p  les  valeurs  successives  (p  —  i),  (p  —  2)  . . . 
on  trouve 
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et  l'on  peut  remarquer  que  (j.njP  représente  précisément  ln)P, 
lorsqu'on  a  remplacé  q  par  g2. 
On  a  donc 

p=2n— 1 

<f(aO=:  Zc/y.n,P.xp; 


de  même 


et  par  suite 


p=0 


/  I  \      ^  =  2n-l  ! 

•}  ^  =  9'-)  =  S  r/V»4,- 
W       P=o  .1' 


p=2«  -1  p=2n— 1  j 

f=3  P  =  0  Xp 


Il  suffît  d'effectuer  la  multiplication  pour  trouver  les 
coefficients  des  différentes  puissances  de  x,  depuis  x~[n+i 
jusqu'à  xn+i,  ce  qui  n'offre  aucune  difficulté. 


GEOMETRIE  DU  TRIANGLE 

(ÉTUDE  BIBLIOGRAPHIQUE  ET  TERMINOLOGIQUE) 
Par  M.  Kinilc  %'igarié. 

[Suite,  voir  p.  127). 


21.  Points  algébriquement  associés  (Mf  M0,  Mb,  Mc). 
—  Considérons   le  point   M  (a,  p,  y)    dont    les    coordonnées 

vérifient  les  égalités  : 

a         p         y 

A  =  B  =  C* 

Nous  appellerons  points  algébriquement  associés  au  point  M 
et  nous  noierons  par  Ma,  Mh,  Mc,  les  points  qui  se  déduisent 
de  M  en  changeant  le  signe  du  dénominateur  d'une  des 
coordonnées.  D'après  cela,  les  coordonnées  des  points  algé- 
briquement associés  à  M  (*)  seront  telles  que  : 


(*)  M.  J.  Neuberg  avait  créé  le  terme  de  points  associés  [M.  1881,  p.  173) 
pour  désigner  les  points  dont  il  est  question  ici,  et  M.  Lemoine  dans 
plusieurs  notes  avait  adopté  ce  terme.  M.  de  Longcbamps  trouvant  le 
terme  de  associé  trop  général  a  proposé  celui  de  points  a  ijoints  ou  plus 
exactement  depoints  algébriquement  adjoints.  Nous  conserverons  le  terme  de 
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Ma 

a            (3         y 

-  A       B       U 

M6 

a            p            Y 

A        -  B       C 

Mc 

a           (3             y 

A       B       -  C 

153 


Ces  points  sont  faciles  à  construire.  En  effet,  si  nous  pre- 
nons les  conjugués  harmoniques  des  points  M',  M",  M'"  où 
AM,  BM,  CM  coupent  BG,  GA,  AB,  nous  avons  trois  points, 
t/,  ;/,  [/",  tels  que  les  droites  A/,  B;/',  G;/"  se  coupent  deux 
à  deux  aux  points  Ma,  Mb,  Mc  cherchés. 

L'un  quelconque  des  quatre  points  M,  Ma,  M&,  Mc  a,  pour 
algébriquement  associés,  les  trois  autres. 

On  démontre  facilement  que  : 

Les  triangles  ABC,  Ma,  Mb,  Mc  sont  homologiques  et  ont  M 
pour  centre  d'homologie. 

Les  quatre  droites  M6AMC,  AC,  ÀM,  AB  formant  un  faisceau 
harmonique.  De  même,  pour  les  quatre  droites  (McBMa,  BA, 
BM,  BG)  et  (M0GM6,  CB,  CM,  GA). 

On  voit  immédiatement  que  si  la  position  du  point  M  est 
déterminée  par  certaines  propriétés  géométriques  des  rapports 
que  les  points  M',  M",  M'"  déterminent  sur  les  côtés  du 
t'iangle,  les  points  M0,  Mb,  Mc  auront  une  détermination 
semblable,  et  celles  des  propriétés  de  M  qui  ne  dépendront 
que  de  ces  rapports  donneront  lieu  à  des  propriétés  analogues 
des  points  Ma,  Mb,  Mc,  donc  : 

Chaque  fois  qu'on  étudiera  un  point  remarquable  M  du 
triangle,  on  devra  chercher  des  propriétés  analogues  pour 
ses  points  algébriquement  associés.  Nous  donnerons,  dans 
la  suite,  plusieurs  applications  de  cette  idée  (*). 

associé  en  y  joignant  le  mot  algébriquement  qui  indique  de  quelle  manière 
est  faite  l'association  ;  mais  on  peut  dire  indifféremment  points  algébrique- 
ment associés  ou  points  algébriquement  adjoints. 

(*)  On  peut  consulter  sur  les  points  algébriquement  associés: 

E.  Lemoine.  —  Sur  les  points  associés  du  plan  du  triangle,  (A.  F.  Mois, 

1884.  —  J.  S.    1885,  p.  193,  217).    G.  de  Longchamps.  —  (J.  E.y  1886, 

pp.  129-130.) 
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22.  Points  Brocardiens  (M,  Ma,  M?).  —  A  un  point 
donné  M  (a,  (3,  y) 

*        É.       X 
A       B       G 

on  peut  associer  deux  autres  points  que  nous  désignerons 
par  les  lettres  Ma,  Mp  (S  et  p,  initiales  des  mots  :  direct  et 
rétrograde)  dont  les  coordonnées  vérifient  les  égalités 

Ma        Ba'  =  Cp'  =  A/ 
Mç        Ca"  =  k$"  =  BY" 

et  que  M.  de  Longchamps  (J.  E.  1886,  p.  229)  appelle  Points 
Brocardiens  correspondant  à  M.  Les  points  Brocardions  se 
construisent  facilement  en  employant  la  méthode  suivante  due 
à  M.  E.  Lemoine  (N.A.  M.  188o,  p.  202;  —  A.  F.  Grenoble,  18*5.) 
Menons  : 

M'p'     parallèle  à  GA, 

M'y  parallèle  à  AB, 
M'V  parallèle  à  BG. 

Les  droites  A;/,  Bvr,  Cp'  concourent  en  un  point  M*  qui 
est  l'un  des  points  Brocardiens  correspondant  à  M.  Pour 
obtenir  le  second  point  Brocardien  Me  il  suffit  d'effectuer  le 
tracé  en  sens  inverse,  mener  M'p"  parallèle  à  BA,  etc. 

En  continuant  à  généraliser  une  idée  due  à  M.  Lemoine 
(A.  F.  Grenoble  1886),  on  peut  dire,  et  c'est  ce  que  nous 
ferons  dans  la  suite,  que  Ma  est  le  point  Brocardien  direct 
et  que  M?  est  le  point  Brocardien  rétrograde  correspondant 
au  point  donné  M  (*). 

23.  Points  isobariques  (M,  MJ,  M;')  et  points  semi- 
réciproques  (M,  M),  MJ,  MJ').  —  A  un  point  donné 
M  (A,  B,  G)  on  peut  faire  correspondre  cinq  points  que  nous 
désignerons  par  M('.  M",  Mj,  MJ,  M")  dont  les  coordonnées 
sont  : 


(*)  Voir  sur  les  points  Brocardiens  : 

E.  Lemoine  —  A.  F.  Grenoble,  1885.  —  Go  mémoire  forme  le  supplé- 
ment du  numéro  de  mai  1886  de  Mathesis. 

G.  de  Longchamps.  —  Généralités  sur  la  géométrie  du  triangle  [J.  E.  1886, 
p.  229-231).  " 
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M 

A 

B 

C 

Mj 

A 

C 

B 

m; 

B 

C 

A 

m; 

C 

B 

A 

M" 

C 

A 

B 

m;w 

B 

A 

C 

que  nous  appellerons  avec  M.  J.  Neuberg  (J.  E.  1886,  p.  231) 
groupe  isobarique  associé  à  un  point  donné  M.  Plus  particu- 
lièrement nous  dirons  que  : 

Les  deux  points  MJ,  M"  sont  les  points  isobanques  corres- 
pondant à  M. 

Les  trois  points  M.,  MJ,  MJ',  sont  les  joints  semi-réci- 
proques associés  à  M  (*). 

Les  points  isobariques  et  les  points  semi-réciproques  ont 
les  mêmes  coordonnées  barycentriques,  par  conséquent,  les 
deux  triangles  MM-M",  Mj-MjM}"  ont  môme  centre  de  gravité 
que  le  triangle  de  référence  (**).  Dans  les  points  isobariques, 
le  point  milieu  de  MjM",  est  le  point  complémentairede  M. 
De  même,  le  point  milieu  de  MjMj"  est  le  complémentaire 
de  M}. 

La  construction  des  points  isobariques  est  très  facile;  il 
suffît,  en  effet,  d'observer  que  ce  sont  les  points  réciproques 
des  points  Brocardiens. 

Pour  construire  les  points  semi-réciproques,  on  remarque  : 
1°  que  les  deux  points  H,  M]  formant  avec  BC  deux  triangles 
de  môme  aire,  la  droite  MM}  est  parallèle  à  BG  ;  2°  que  les 
droites  AM,  AM}  rencontrent  BG  en  deux  points  isotomiques. 
Connaissant  M,   on   construit  donc  facilement  le  point  M}. 

(A  suivre.) 


(*)  Voir  sur  les  points  isobariques  et  semi-réciproques  : 

G.  de  Longchamps.  —  /.  E.  1886,  p.  278  (note  au  bas  de  la  page). 

(**)  C'est  de  cette  propriété  que  M.  de  Longchamps  a  tiré  le  nom  de 
points  isobariques.  Les  points  que  nous  nommons,  avec  M.  Neuberg, points 
semi-réciproques,  ont  été  appelés  par  M.  G.  de  Longchamps  points  isoba- 
riques de  seconde  espèce.  On  peut  adopter  la  dénomination  de  M.  de  Long- 
champs  ou  employer  celle  de  M.  Neuberg,  également  bien.  Le  terme  de 
semi-réciproque  provient  de  ce  que  les  coordonnées  de  M)  peuvent  se 

mettre  sous  la  forme  \-=r^  >  =■  >  —  )  ;  les  deux  dernières  sont  justement 
\  BC      B      Ci/ 

celles  du  réciproque  de  M.  (/.  E.  1886,  p.  278.) 
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QUESTIONS  D'EXAMEN 


4  0.  —  Établir,  à  priori,  la  formule  qui  donne  la  somme  des 
cubes  des  n  premiers  nombres. 

Imaginons  la   table   de   Pythagore   pour  les   n   premiers 
nombres  : 

G 


i 

2 

\  2  j  5  | 

4:6  ! 

n 

2  71 

3n 

n*  \ 

3 

6   9i 

A 

n 

B 


En  ajoutant  les  nombres  renfermés  dans  les  colonnes  ver- 
ticales, on  a,  évidemment, 

Si,     2 Si,     ...     n?l 
ou 

(:■+-  2+  ...  +n;Si^=  (S[n)\ 
D'autre  part,    comptons   les   nombres   renfermés   dans   la 
partie  ABC  de  la  table  ;  leur  somme  est  égale  à 

(n  +  2»  +  . . ,  -+-  n2)  +  [n+2n+  ...  +  (n 
ou 


i)«] 


n(n  +  i)             (n  —   \)n 
7l ^  n 


n". 


Ainsi 


(S,1,)2  =  S;', 


11.  —  Une  conique  T  est  inscrite  dans  un  angle  yox;  une 
tangente  A  rencontre  ox  et  oy  aux  points  A.  et  B;  trouver  le 
lieu  Ç  décrit  ^ar  Je  mtfiew  I  de  AB. 

En  posant  oA  =  w,  oB  =  v  et  en  désignant  par  x  et  y  les 
coordonnées  du  point  I,  on  a 

u  =  2#,  y  =  2?/. 


o . 
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Or  A  et  I>  décrivent  sur  ox  et  oij  deux  divisions  homogra- 
phiques;  on  a  donc 

kuv  -i-  Bu  +  Cv  -h  D  —  0.      etc. 

Remarque.  —  Si  V  est  située  d'une  façon  quelconque  par 
rapport  aux  axes  ox,  oy,  on  partira  de  l'équation  générale 
tangentielle  des  coniques. 

:     U 
A     |     Y 

W 

U  V  W  o 

Dans  cette  égalité,  on  sait  que  A  représente  le  discrimi- 
nant de  l'équation  de  r,  et  que  la  droite  A,  correspondant  à 
l'égalité 

\jx  fVj/  +  Wz  =  o, 
est  tangente  à  T.  On  a  donc  pour  l'équation  de  Ç 

i 

IX 

i 

2// 


I 


I      O 


=  o, 


I       I 
2a?    iy 
Ç  est,  généralement,  du  quatrième  degré. 

12.  —  Que  représente  l'équation 

P,  Q,  R;  S  étant  des  fonctions  linéaires  quelconques  des  coor- 
données x,  y,  z. 

En  posant 

P  =  XQ,        H  =  |*S, 

et   en  considérant  les    solutions,  en  nombre  infini,  réelles 

ou  imaginaires,  de  l'équation 

_  A*.  ri  =  o, 

on  voit   que,  à  l'égalité   proposée,    correspond  une   surface 
réglée. 
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CORRESPONDANCE 


Sur  une  identité  de  Jacobi. 

Si  l'on  considère  le  tableau  des  neuf  cosinus  de  trois 
directions  rectangulaires  Ox,  Oy,  Oz  avec  trois  autres  direc- 
tions rectangulaires  Ox,  Oy',  Oz' , 


0 

r 

X 

y 

3 

X 

al 

a. 

a, 

V 

*i 

b. 

^3 
C-3 

z. 

Ci 

<\ 

l'équation    du   cône   passant   par    les   six    arêtes   des   deux 
trièdres  trirectangles  est 

GMMs         6j&2&3         CyC^r.^ 

— : — 1 1 '-  —  o  ; 

x  y  z 

si  l'on  chasse  les  dénominateurs  et  si  l'on  multiplie  par  2, 
l'équation  en  s  correspondante  est 

s3  -  Is2  -h  Js  -  8  =  o. 
équation  dans  laquelle  I  =  o  et 

J  =  (a^a^Y  -+-  (&A&8)2  +  (ctc%c9)*, 
0  =.  2(alaia3){blbib3)(clLcic3). 
Dans  le  second  système  d'axes,  on  obtient  l'équation  du 
cône  et  l'équation  en  s  correspondante 

s3  -  IV  +  Js  —  S'  =  o, 
en  échangeant  les   colonnes   et  les   lignes  du    tableau   des 
cosinus;  mais   on    a  8  =  8',  par  suite  J  =  J';  en    d'autres 
termes 

{aia^a,Y  +  (M-A)2  +  faVi)1  =  Mi<j)a  +  (o.Ac2)2  +  (a-Ac3). 

Ed.  Lucas. 
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Nous  avions  demandé  (Journal,  188G;  p.  2L*>  la  date  d'un 
ouvrage  de  Tartaglia  (*):  Générale  trattato  di  numeri  e  misurc, 
M.  Vigarié  nous  signale,  à  ce  propos,  une  note  de  Terqucni 
(Nouvelles  Annales,  1860  ;  Hulletin  de  bibliographie,  p.  14), 
d'après  laquelle  l'ouvrage  en  question  est  de  1540. 

Mais  ilya  là,  vraisemblablement,  une  fautfl  d'impression  et  il 
faut  lire,  croyons-nous,  1"j5G.  Cette  dernière  date  a  été  donnée 
par  le  prince  Boncompagni  dans  un  ouvrage  publié  à  Rome  en 
1 857  et  portant  pour  tilre  :  Scritli  inediti  del  P.  I).  Pietro  Cos- 
sali.  A  la  page  289  de  ce  livre  on  trouve  une  note  de  la 
Trattato...;  stampato  in  Venczia,  anno  1556.  La  date  de  1ô'o6 
est  aussi  celle  que  donne  M.  Marie  dans  son  Histoire  des  sciences 
mathématiques,  t.  If;  p.  245 

Quoi  qu'il  en  soit,  et  jusqu'à  meilleure  information,  ce 
serait  donc  à  Stifel  (1544")  que  reviendrait  la  priorité  du  tri- 
angle arithmétique  de  Pascal. 


Extrait  d'une  lettre  de  M.  Desciiamps. 

Je  trouve  dans  le  dernier  numéro  de  votre  très  inté- 
ressant journal,  une  démonstration  de  la  réalité  des  racines 
de  l'équation  en  S,  déduite  de  la  relation  : 

aa'  4-  (3f/  +  y  y'  =  O. 

Cette  démonstration  est  attribuée  M.  Buckheim  (1881). 

Permettez-moi  d'appeler  votre  attention  sur  une  question 
de  priorité  qui  me  semble  incontestable.  La  démonstration 
se  trouve  sous  forme  identique,  mais  avec  des  notations  difle- 


(*)  Le  testament  de  Tartaglia,  retrouvé  à  Venise  et  publié  en  1881  par 
le  prince  Boncompagni,  dans  un  ouvrage  consacré  à  la  mémoire  de  Chel- 
dini,  a  prouvé  que  le  véritable  nom  de  Tartaglia  élait  Fontana. 

C'est  dans  le  Trattato  en  question  qu'il  parle,  sans  la  faire  connaître 
complètement,  de  sa  méthode  pour  résoudre  les  équations  du  troisième 
degré.  On  sait  (vo^ez  l'ouvrage  de  M.  Marie,  loc.  cit.)  que,  selon  toute 
vraisemblance,  c'est  à  Tartaglia  que  Cardan  a  pris,  par  un  procédé  flé- 
trissable,  le  secret  de  la  formule  que  nous  enseignons  sous  le  nom  de 
Cardan,  mais  qui,  en  bonne  justice,  devrait  s'appeler  formule  de  Tar- 
taorlia. 
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rentes,    dans    la   Géométrie  analytique    de  MM.    Sonnet  et 
Frontéra  (4e  édition,  18*77;  p.  599  et  600)... 

Note.  —  En  citant  la  source  où  avait  été  prise  la  démon- 
stration en  question,  je  n'avais  nullement  l'intention  d'en 
attribuer  la  priorité  à  M.  Buckheim.  Je  voulais  seulement, 
par  cette  indication,  présente  à  mon  esprit,  au  moment  où 
j'écrivais  cette  note,  montrer  que  le  calcul  donné  n'était  pas 
nouveau.  Cette  manière  de  mettre  en  évidence  la  réalité  des 
racines  de  l'équation  en  S  est  d'ailleurs  très  ancienne  et 
la  propriété,  pour  cette  très  petite  chose,  ne  serait  pas  sans 
doute  facile  à  établir,  en  admettant  qu'elle  en  valut  la  peine. 

G.  L. 


ECOLE  POLYTECHNIQUE 


Concours  du   8  juin  1887. 

On  donne  dans  un  plan  un  point  co  fixe  et  deux  axes  fixes, 
Ox,  Oy. 

Par  o)  on  fait  passe?'  deux  droites  rectangulaires  rencontrant 
Ox  en  B  et  D,  Oy  en  A  et  C.  Par  A  et  B  on  fait  passer  une 
parabole  P  tangente  aux  axes  Ox,  Oy  en  ces  points.  Par  C  et 
D  on  fait  passer  une  parabole  P'  tangente  aux  axes  Ox,  Oy  en 
ces  points.  On  fait  tourner  les  droites  rectangulaires  AB,  CD 
autour  de  œ. 

1°  Équation  des  paraboles  V  et  P',  des  axes  et  des  direc- 
trices. 

2°  Équation  du  lieu  du  point  de  concours  des  axes  et  des 
directrices. 

S0  L'équation  du  lieu  du  point  de  concours  de  leurs  axes,  lieu 
qui  se  compose  de  deux  cercles. 

4°  On  prouvera  que  la  distance  des  foyers  est  constante. 

SOLUTION 

Sans  entrer  dans  tous  les  détails  de  la  solution  que 
comporte  cette  question  très  facile,  nous  indiquerons  rapide- 
ment la  suivante. 
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Soient  M  et  N  les  milieux  des  segments  v\B,  (.11)  ;  les 
droites  OM,  ON 
qui  sout  visi- 
blement rec- 
tangulaires re- 
présentent res- 
pectivement 
un  diamètre  de 
P  et  un  dia- 
mètre de  P'. 

En  projetant 
l'origine  0  en 
F  sur  AB  et 
en  F'  sur  CI), 
on  sait  que  ces 
points  sont  les 
foyers  de  P  et 

de  P'.  Si  nous  menons,  par  F  et  par  F',  des  parallèles  à  OM 
et  à  ON,  les  droites  FJ,  FM  ainsi  obtenues,  représentent  les 
axes  de  P  et  de  P'  et  le  lieu  du  point  J  est  donc  le  cercle 
décrit  sur  Oco  comme  diamètre. 

On  voit  aussi  que  Ow  =  FF'  ;  la  distance  des  deux  foyers 
est  donc  constante. 

La  directrice  de  P'  passant  par  0,  perpendiculairement  à 
ON,  on  voit  que  OM  représente  justement  cette  directrice  et, 
pour  répondre  à  la  deuxième  partie,  il  faut  donc  trouver  le 
lieu  de  I. 

En  posant 

01  =  p,         lOx  =  0,         Ou)  =  h,        (aOx  —  oc  ; 
on  a 

p  =  OF  cos  (w  -  20), 
OF'  =  h  cos  (tc  — a—  Ôj. 

L'équation  du  lieu  est  donc 

p  =  h  COS  (a  +  0)  COS  20, 

ou,  si  l'on  préfère  les  coordonnées  cartésiennes, 

(x2  +  y-)2  =  h(x  cos  a  —  y  sin  a)(#-  —  y2) 
C'est  une  quartique  isotropique  unicursale,  qu'on  pourrait 
nommer,  pour  rappeler  sa  forme,  le  trifolium  oblique.  Lorsque 
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a)  est  situe  sur  l'un  des  axes  Ox,  Oy  on  a  le  trifolium  droit; 
on  trouve  le  folium  double,  en  supposant  w  situe  sur  la 
bissectrice.  Toutes  ces  courbes  se  construisent,  point  par 
point,  comme  l'indique  la  figure,  au  moyen  de  la  règle  et  do 
l'équerre. 

Nota  .  —  En  considérant  les  droites  isotropes  doubles  passant 
par  o),  la  remarque  de  de  la  Hire  prouve  que,  à  titre  singulier, 
elles  font  partie  du  lieu.  Aussi  la  solution  analytique  de  la 
troisième  partie,  lorsque  l'élimination  est  dirigée  d'une  cer- 
taine façon,  conduit-elle  à  une  équation  du  quatrième  degré, 
se  décomposant  en  deux  facteurs.  L'un  représente  le  cercle 
décrit  sur  Oco  comme  diamètre;  l'autre,  un  cercle  évanouis- 
sant, de  centre  a>. 

Si  les  résultats  précédents  sont  exacts,  et  malgré  l'explica- 
tion, contestable  peut-être,  qu'on  vient  de  lire,  l'énoncé  de 
la  troisième  partie  ne  nous  parait  pas  correct.  G.  L. 


CONCOURS  GÉNÉRAL  DE  1887 


Math  ématiques  spécia  les . 
3  juin  1887.  —  I.  On  représente  par 

les  coordonnées  des  points  d'intersection  de  deux  courbes  algébriques 
dont  les  équations  mises  sous  forme  entière  sont 
f[x,  y)  =  o,         F(a>,  y)  =  o. 
On  suppose  que  ces  points  d'intersection  sont  simples  et  situes  à  dis- 
tance finie. 

1°  Montrer  que,  pour  chaque  valeur  de  i,  on  peut  écrire 

f(x,  y)  =  ix  -  xt) ai[x,  y)  +  {y  —  yi)6»(aj,  y),  [t  =  i  2         m) 

F(.r,  y)  =  [x-Xi)ki(  c,  y)  +  (y-yi)Bi(x,  y), 
les  coefficients  en,  bi,  Ai,Bi  étant  des  polynômes  en  x,y. 
2°  On  pose 

oi{x,y)=         A.     B.    | 

et 

i  =  ni 

<p(x,y)  =  XG#ifay), 

et  Ton  demande  de  déterminer  les   constantes  Ci  de  manière  que  le 
polynôme  <î>  prenne,  pour  x  =  x  et  y  =  iji,  une  valeur  donnée  Vi. 

Montrer  que  le  polynôme  <l>  ainsi  obtenu  comprend,  comme  cas  par- 
ticulier, la  formuîe  d'interpolation  de  Lagrange. 


JOURNAL   DE   MATHÉMATIQUES   SPÉCIALES  165 

3°  Démontrer  que  tous  les  polynôme-  en x  et  en  y  qui,  pour  x  =  x  et 
y  =  )/   preuneut  la  valeur  u,  peuvent  être  mis  sous  La  forme 

<!>-!    M/'  l   NF, 
M  et  N  étant  des  polynômes  en  x  et  eu  //. 
II.  —  Soient 

f=o,       F  =  o, 
les  équations   de  deux  coniques    u  et  U,  et  X,,  X2,  Xj  les  racines  de 
lVquation  obtenue  en  égalant  à  zéro  le  discriminant  de  U  fonction 

r-xF, 

trouver  la  relation  entre  X,,  X2,  X;,  exprimant  la  condition  nécessaire  et 
suffisante  pour  qu'on  puisse  inscrire  dans  la  conique  u,  un  quadrilatère 
circonscrit  à  la  conique  U. 


ECOLE  NORMALE 


16  juin  1887.  —  On  considère  la  surface  (dite  cylindroïde)  qui,  rap- 
portée à  des  axes  rectangulaires,  a  pour  équation: 
z (x-  -h  ?/2)  —  rn\x"  —  y")  =  o. 

Soit  M  un  point  de  l'espace,  dont  les  coordonnées  sont  x",  y",  s";  on 
propose  de  nient  r  de  ce  point  des  normales  au  cylindroïde: 

1°  Désignant  par  a,  [3,  y  les  coordonnées  du  pied  de  l'une  quelconque 
des  normales  abaissées  du  point  M  sur  le  cylindroïde,  on  formera  l'équation 

B 

du  quatrième  degré  (1)  ayant  pour  racines  les  valeurs  de  -,  l'équation  (2) 

a 

ayant  pour  racines  les  valeurs  de  y,  et  l'on  montrera  comment,  des 
racines  de  l'une  ou  de  l'autre  de  ces  équations,  on  déduirait  les  coor- 
données des  pieds  des  normales  cherchées  ; 

2°  Sur  quel  lieu  doit  se  tronver  le  point  M  pour  que  l'équation  (1) 
soit  réciproque?  Trouver,  en  supposant  le  point  M  situé  sur  ce  lieu,  les 
coordonnées  des  pieds  des  normales  ; 

3°  Sur  quel  lieu  doit  se  trouver  le  point  M  pour  que  l'équation  (2)  ait 
une  racine  double  égale  à  2'  ?  En  supposant  le  point  M  situé  sur  ce  lieu, 
reconnaître  si  les  racines  de  l'équation  (2),  différentes  de  z\  sont  réelles 
ou  imaginaires. 

4°  Que  représente  l'équation  (2)  quand  on  y  regarde  l'inconnue  comme 
une  constante  et  x\  y',  zr  comme  les  coordonnées  d'un  point  variable. 


QUESTION  21 

Solution  par  M.  Barthe. 


Trouver  le  lieu  des  points  de  contact  d'une  série  de  surfaces 
h omo focales  du  second  degré  avec  des  plans  passant  par  une 
droite  donnée  ou  par  un  point  donné  (O). 
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Soit  l'ellipsoïde 

x2       y2        r2 

—  1=0. 


r* 

,.2 


x*       y 

H  7". 

a*       b2       c- 
L'équation  générale  des  surfaces  homofocales  est 


y1 


Z' 


I  =  o. 


(1) 


a2  -  X       b2  -  X       c2  -  X 
Le  plan  polaire  du  point  donné  (x0  y0  z0)  par  rapport  à  la 
surface  a  pour  équation 

xx0  yy0 


A 


b2  -  X 


■+■ 


-X 


—    1=0. 


(2) 


Pour  avoir  l'équation  du  lieu,  il  suffit  d'éliminer  X  entre  les 
équations  (1)  et  (2)  ou,  entre  l'une  d'elles  et  la  suivante  obte- 
nue en  retranchant  les  deux  premières. 

XIX  -  x{))        y(y  -  yQ)        z(z  -  zQ) 


=  o. 


(3) 


a1  -  X  b2  -  X  c2  -  X 

Le  lieu  est,  en  général,  une  surface  du  sixième  degré. 
Supposons  maintenant  que  le  plan  passe  par  un  nouveau 
point  (x±  î/i^),  il  faut  adjoindre  au  sytème  précédent  l'équa- 
tion 


ou 


XX , 

a2  -  a 

X,(X  —  £C,) 

a2  -  X 


~--i 


62  -  X 


X 


—  =  O. 


%{z  -  «,) 


=  o. 


(4) 


(S) 


Le  lieu  est  dans  ce  cas  une  courbe. 

Laissons  de  côté  le  cas  général,  et  démontrons  la  proposi- 
tion particulière  suivante  : 

Si  L'on  considère  une  série  d'ellipsoïdes  homofocaux  et  que, 
par  une  droite  AB  située  dans  l'un  des  plans  principaux,  on 
mène  des  plans  tangents  à  tous  ces  ellipsoïdes,  le  lieu  des  points 
de  contact  est  une  circonférence. 

Supposons  la  droite  située  dans  le  plan  des  xy,  soient 
(xu  o,  o)  (yu  o,  o)  les  coordonnées  du  point  de  rencontre 
avec  les  axes;  d'après  ce  qui  a  été  vu,  on  doit  éliminer  X  entre 
les  trois  équations  suivantes  : 


x- 


+ 


fc.  _  x  +  c2  -  X 


I  =  —  o. 


(1) 
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XX* 


(I2  -  1 

!l!h 


b*  -  X 

En  éliminant  X,  on  a 
x         y 


-1=0.  (->) 

(3) 


H i    —  o.  (4) 

xx         yi        ca  -h  a1  -f-  x,i\ 

et 

a»  -aw,  =  6a  -  y^.  (5; 

Il  faut  maintenant  prouver  que  le  plan  (5)  coupe  la  surface 
(4)  suivant  un  cercle. 

En  effet,  l'équation  générale  des  surfaces  du  second  degré 
passant  par  l'intersection  de  (4)  et  de  (5)  est 

?/i/i(c2  —  a2+o?j:1)  h-  yj51(ca— a*+oî.r1)  -+-  zixxi— .ra^c2— e^+cra?,) 
+  (a2  —  6a  -  x.r1  -+-  yyt)(Ax  -f-  Bi/  +  Cz  -+-  D)  =  o. 

Exprimant  que  cette  équation  représente  une  sphère,  on  a 

X^tl^  —  AuTj  —        /l     —      i  fi 

et  .r,2  4-  Ayi  —  Bxx  =  o 

cxx  =  o 

c«/i  =  o, 
d'où  G  =  o        13  --  ce,        A  =  o. 

Ce  qui  prouve  que  l'on  peut  faire  passer  une  infinité  de 
sphères,  D  étant  variable,  le  lieu  est  donc  bien  une  circon- 
férence. 


QUESTIONS  PROPOSÉES 


226.  —  On  donne  cinq  points  sur  une  droite.  Celle-ci  se 
déplace  de  manière  que  quatre  de  ces  points  décrivent  les 
quatre  faces  d'un  tétraèdre.  Le  cinquième  point  décrit  une 
ellipse  (Maunheim). 

Lorsqu'un  des  quatre  points  se  déplace  sur  la  droite,  cette 
ellipse  varie.  Prouver  que  le  lieu  de  son  centre  est  une  autre 
ellipse  et  définir  les  éléments  de  cette  dernière  courbe. 

(Amigues.) 
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227.  —  Lieu  des  centres  des  coniques  circonscrites  à  un 
triangle  et  dans  lesquelles  la  somme  algébrique  des  carrés 
des  demi-axes  est  égale  à  K.  Interpréter  géométriquement 
l'équation  du  lieu.  Construire  la  courbe  dans  l'hypothèse 
K<0  et  discuter  ses  diverses  formes,  dans  l'autre  hypothèse. 

(Amigues.) 

228.  —  Le  lieu  des  foyers  des  paraboles,  pour  lesquelles 
un  triangle  donné  ABC  est  autopolaire,  est  un  cercle  (cercle 
des  neuf  points). 

Les  directrices  de  ces  paraboles  passent  par  un  point  fixe 
(centre  du  cercle  circonscrit).  (Poujade.) 

229.  —  On  considère  les  paraboles  tangentes  à  deux  droites 
données  OX,  OY,  en  des  points  variables  A  et  B. 

Si  les  directrices  passent  par  un  point  fixe  P  1°  le  lieu 
des  foyers  est  un  cercle;  2°  la  droite  AB  passe  par  un 
point  fixe  Q.  (Poujade.) 


230.  —  Démontrer  que  l'on  a  : 

m  et  p  désignant  deux  entiers  positifs  tels  que    p^lm. 

(Roux,  élève  au  lycée  de  Grenoble.) 


Le  Directeur  Gérant, 

G.  de  LONGCHAMPS. 


IMPRIMERIE  CENTRALE   DES  CHEMINS   DE   FER.    —  IMPRIMERIE  CHAIX, 
RLE  DERGÈRE,   20,   PARIS.   —    1 3932-7. 
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GÉOMÉTRIE  DU  TRIANGLE 


SUR  QUELQUES  CERCLES  REMARQUABLES 
(cercles  de  neuberg  et  de  m'cay). 

Par  M.  lOinile  Vigarié. 

(Suite,  voir  p.  145). 


9.  —  Théorème  VI.  —  Si  l'on  construit  sur  BC,  GA,  À.B 

les  triangles  semblables  BGIa,  CJAIb,  ABIC,  les  triangles  ABC, 
Ia  Ib  Ic  ne  sont  homologiqucs  que  lorsque  les  triangles  BCIa,  CAIb, 
ABIC  sont  isocèles  ou  ont  même  angle  de  Brocard  que  ABC.  Le 
centre  dlwmologie  décrit  dans  le  premier  cas  l'hyperbole  de 
Kiepert  et  dans  le  second  cas  la  droite  de  l'infini. 

Soient  X,  [/.,  v  les  angles  du  triangle  BCI((. 
L'équation  de  ATU  en  coordonnées  normales  est  : 
y      IaC  sin  (C  —  u.)      sin  X  sin  (C  —  \x)  __  sin  C   cotg  \k  —  cotg  C 
z      IaBsin(B  — À)      sin  u.  sin  (B  —  X)      sin  B   cotg X— cotg B 
De  même  pour  BIb,  CIC  : 

z  _  sin  A   cotg  [j.  —  cotg  A 
x      sin  G   cotg  X  —  cotg  C  ' 
x      sin  B   cotg  \j.  —  cotg  B 
y      sin  A   cotg  X  —  cotg  A  ' 
Si   ces    droites  concourent  en  un  même  point,  les   équa- 
tions précédentes  sont  simultanées.  Or,  de  leur  multiplica- 
tion on  tire  : 

(cotg  [x  —  cotg  A)(cotg  »/.  —  cotg  B)(cotg  u  —  cotg  C) 
=  (cotg  X  —  cotg  A)(cotg  X  —  cotg  B)(cotg  X  —  cotg  C). 

ou  bien 

(cotg3[j.  —  cotg3  X)  —  (cotg2  fi.  —  cotg2  X)S  cotg  A 
-+-  (cotg  ;j.  —  cotg  X)l]  cotg  A  cotgB  —  o. 
Cette  équation  se  décompose  en  deux  facteurs  : 
1°     cotg  [J.  —  cotg  X  =  o , 
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les   triangles   semblables   construits  sur  BC,  CA,  AB  sont 

isocèles; 

2°  <J0tg2;/.  +  C0tg|JiC0tgA  +  C0tgaÀ—  (cotg[j.4-cotgX)cotga>  +  l  =  o. 

Additionnant  à  cette  égalité  l'identité  suivante  : 

COtg  [A  COtg  X  +  COtg  X  COtg  v  -h  COtg  [/.  cotg  v  —  i  =  o, 

qui  a  lieu  entre  les  trois  angles  du  triangle  BGI0,  on  trouve  : 

(COtg  [J.  +  COtg  X)(cotg  X  +  COtg  [i.  4-  COtgV  —  COtg  (o)  =  O, 

ce    qui    montre    que    le    triangle   BGIa  a    môme   angle   de 
Brocard  «  que  ABC. 

Pour  avoir  le   lieu  du  centre    d'homologie,    mettons    les 
droites  AIa,  BIj,,  CIC  sous  la  forme 

y  sin  B  cotg  X  —  z  sin  C  cotg  u.  —  y  cos  B  —  z  cos  C, 
z  sin  G  cotg  X  —  x  sin  A  cotg  a  =  z  cos  G  —  x  cos  A, 
x  sin  A  cotg  X  —  y  sin  B  cotg  y.  =  x  cos  A  —  y  cos  B, 
et  éliminons  cotgX,  cotg  a.  En  ajoutant  on  trouve  : 

(x  sin  A  +  y  sin  B  +  z  sin  G)(cotg  X  —  cotg  [*)  =  o. 
Donc  si  cotg  X  ;£  cotg  p  le  lieu  est  la  droite  de  l'infini 

x  sin  A  +  y  sin  B  +  z  sio  C  =  o. 
Si  cotg  X  —  cotg  {/,  les  équations  des  droites  AIrt.  BIj,,  CI 
seront  : 
y       sin  (G  —  y.)        £    _  sin  (A  —  ;/.)         #  __  sin(B  —  (a)  _ 
s  "  sin  (B  -  j*)'      a;  ""  sin  (G  -  p.)1      y  ""  sin  (A  -  p)  ' 
le    centre    d'homologie    des    triangles   ABG,    I«IJC  satisfait 
donc  aux  équations  : 

y  sin  (B  -  \l)  ~  z  sin  (G  -  \j)  =  x  sin  (A  —  u.). 
Les  coordonnées  de  ce  point  sont  donc  inversement  propor- 
tionnelles à  sio  (A  -  <j),  sin  (B  -  p),  sin  (G  -  p)  et  l'on  peut 
poser  : 

sin  A  cos  u,  —  cos  A  sin  a  —  —  t 

x 

sin  B  cos  u.  —  cos  B  sin  u.  =  — , 

y 

sin  G  cos  u.  —  cos  u  sin  [/.  =  L  > 

.s 

û    étant    une    variable    d'homogénéité.    L'élimination     de 
cos  j/.,     sin  [Xj     p  donne  : 
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sin  A 

cos  A 

./• 

si n  B 

cos  B 

i 

y 

siu  G 

cos  C 

i 

o, 


ou  en  coordonnées  normales  : 

sin  (B  -  C) 


2 


x 


o, 


et  en  coordonnées  barycentriques  : 
sin  A  sin  (B  —  C) 


2 


o,       ou 


2 


b2  -  c2 


C'est  l'équation  de  l'hyperbole  de  Kicpert. 


o. 


(A  suivre.) 


VARIÉTÉS 


SUR   LA 


3E0MÉTR1E  DE  LA  RÈGLE  ET  DE  L'ÉQUERRE 

Par  M.  Ci.  de  IiOiigchamp§. 

(seconde  partie) 

[Suite,  voir  p.  147). 


33.  Examen  du  cas  où  les  deux  points  sont  invi- 
sibles. —  Nous  supposons  maintenant  que  les  poinlsÀ  et  B, 
qui  déterminent  la  droite  qu'il  faut  prolonger,  sont,  tout  à 
la  fois,  inaccessibles  et  invisibles.  JNous  accordons  seule- 
ment que  A  est  a  l'intersection  de  deux  droites  données  a, 
-/;  et,  de  même,  B  est  déterminé  par  les  segments  (3,  f,  qu'on 
suppose  prolongés  dans  l'espace  inaccessible. 
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Soit  A  une  droite  tracée  dans   la   partie  accessible;   elle 
rencontre  AB  en  un  point  0r  que  nous  voulons  déterminer. 


Fig.  HZ. 

A  cet  effet,  nous  établirons  la  relation  suivante 
Oa.Ob        O'a.O'b 


Qa'.OV       O'a.O'b 


T^-TÏJ??)'  (C; 


(*)  Ce  théorème,  ou  plutôt  un  de  ses  corollaires,  a  été  utilisé  par 
Servois  pour  trouver  un  point  dans  l'alignement  des  deux  points  de  con- 
cours invisibles  de  deux  paires  de  lignes  données  de  direction;  il  vaut  mieux 
dire,  croyons-nous,  données  de  situation. 

Quoi  qu'il  en  soit,  la  solution  de  Servois  ne  fournit  qu'un  point  par- 
ticulier du  prolongement  cherché  et  celui-ci  ne  se  trouve  pas  complè- 
tement déterminé. 

Le  théorème  en  question  est  dû  à  Garnot  [Géométrie  de  position,  p.  456). 

Bergery  (loc.  cit.  p.  109)  s'est  aussi  occupé  de  ce  problème,  à  propos 
duquel  il  dit  :  «  Il  peut  être  d'un  grand  secours  dans  l'attaque  des  places 
de  guerre.  Regardons  AB  comme  une  portion  de  la  face  d'un  bastion. 
Il  faudra,  pour  détruire  l'artillerie  placée  sur  cette  face,  établir  dans  la 
campagne  une  batterie  qui  l'enfile,  et  cette  batterie  devra  avoir  une  de 
ses  extrémités  en  un  point  du  prolongement  de  AB.  Or,  on  ne  saurait 
déterminer  eu  prolongement  à  l'œil  seul,  en  raison  de  ce  qu'on  ne  peut 
apercevoir  de  loin  deux  points,  ni  même  souvent  un  seul  point  de  la 
face  du  bastion.  Il  s'agira  donc,  en  général,  de  déterminer  le  prolon- 
gement d'une  droite  invisible  AB.  Voici  comment  on  pourra  faire  etc.» 

La  solution  de  Bergery  est  d'ailleurs  la  même  que  celle  de  Servois; 
elle  fournit   un  point  du  prolongement,  mais  non  un  point  quelconque 


JOURNAL   DE   MATHÉMATIQUES  ÉLÉMENTAIRES  173 

Les  triangles  Va'b,  Qab'  et  la  transversale  O'AB  donnent 


O'b        A  P.  B6 
et 


O'a' 

'  Aa'.BP 

O'a 

Aa.BQ 

O'ô' 

'  AQ.B6" 

O'a 

.O'ô 

Aa.B6.AP.BQ 

d'oïl 

O'a.O'fr         Aa.Bfr.AP.BQ 

OV.0'6'  ==  Aar.B6'.AQ.BP#  (  ' 

De  môme,  les  triangles  kaa' ',  B66'  et  la  transversale  PQO 
donnent 

Oa        Qa.AP 


et 


d'où 


Oa'       Pa'.AQ 

06        QB.Pô 
Ob'  ~  Qô'.PB5 

Oa.Ob        Qa.P6.AP.BQ 


(2) 


Oa.Ob'  "  Qô'.Ptt'.BP.AQ 
D'autre  part,  les  triangles  ANP,  BN'Q,  coupés  par  la  trans- 
versale A,  prouvent  que  l'on  a 

a' A  aN    6P 

ÔT'âX' 6N  ~  *■' 
et 

6^B   6N    aQ 

6'Q*6B 'oN  ~  f" 
De  ces  dernières  égalités,  on  conlut  : 
Aa.Bb        Qa.Pfr 
Aa'.B6'~Q6\Pa'' 
D'après  cela,  la  comparaison  des  égalités  (1)  et  (2)  établit 
l'exactitude  de  (C). 

La  relation  (G)  permet  de  déterminer  le  point  0',  quelle 
que  soit  la  transversale  A  considérée;  mais  cette  détermina- 
tion, pour  être  faite  avec  simplicité,  exige  encore  quelques 

et  si,  comme  il  arrive  le  plus  souvent,  le  point  trouvé  est  trop  éloigné 
du  bastion,  le  feu  de  la  batterie  qui  doit  enfiler  le  bastion  sera  sans  effet. 
Ce  n'est  donc  pas  un  point  particulier  du  prolongement  qu'il  faut  déter- 
miner, mais  un  point  convenablement  choisi,  dans  une  portion  détermi- 
née du  terrain. 
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précautions,  dans  le  détail  desquelles  nous  devons  entrer, 
avant  d'abandonner  le  problème  que  nous  avons  en  vue. 

On  doit  d'abord  observer  que  l'égalité  (C)  semble  faire 
dépendre  la  connaissance  du  point  0'  de  la  résolution  d'une 
équation  du  second  degré,  mais  il  n'y  a  là  qu'une  apparence 
et  la  raison  de  la  simplification  que  nous  signalons  ici  tient  à 
ce  que,  en  supposant  le  point  0'  confondu  avec  0,  on  obtient 
une  solution  évidente  de  (G).  Malgré  cela,  la  détermination 
du  prolongement  de  AB  souffrirait  encore  certaines  difficultés 
pratiques,  si  l'on  ne  faisait  pas  les  observations  suivantes. 

Une  première  remarque  porte  sur  ce  fait  que  AB  passe 
par  le  point  J,  conjugué  Harmonique  de  I  par  rapport  au 
segment  MN;  cette  remarque  a  été  faite  par  Servois  et  elle 
ne  pouvait  évidemment  lui  échapper.  Pourtant,  ce  point  peut, 
dans  un  grand  nombre  de  cas,  être  rejeté  hors  des  limites  du 
terrain  et  la  question  qui  nous  occupe  ne  peut  être  considérée 
comme  complètement  résolue,  par  cette  seule  remarque. 

Mais  voici  un  corollaire  du  théorème  de  Garnot  conduisant 
assez  simplement,  et  dans  des  conditions  pratiques  très 
acceptables,  à  la  solution  cherchée. 

Soit  FG,  une  transversale  quelconque;  supposons  que   A 


Fig.  il  S. 

(fig.  472),  droite  que  nous  supposerons  parallèle  à  FG,  se 
transporte  parallèlement  à  elle  même  jusqu'à  ce  qu'elle  vienne 
passer  par  le  point  Q  (fig.  178)  ;  les  points  a,  b'  de  la  première 
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figure  viennent  alors  coïncider  avec  Qet  Les  segments  Oa,  06 
sont  deux  infiniments  petits  donnant  la  relation 


D'ailleurs 


On       K(î 
Lini  Ôb'^KF 


T.     O'a 
Lim  rvh  =  '  ï 


l'égalité  (G)  donne  donc 


CW 


KG   QV  _(oV 

KF  '  QU  ~=  coU  '  *  j 
C'est  cette  relation  qui  constitue  le  corollaire  que  nous 
avions  en  vue;  elle  permet  de  trouver  le  point  o>,  point  appar- 
tenant à  une  partie  arbitraire  du  prolongement  cherché. 
Celui-  ci  se  trouve  donc  bien  déterminé,  si  restreinte  que  soit 
la  partie  du  terrain  accessible  sur  laquelle  il  pénètre. 

34.  La  percée  d'un  bois.  —  Ce  problème  de  géomé- 
trie pratique  a  été  sou- 
levé  par  quelques- 
uns  (**)  de  ceux  qui  ont 
écrit  sur  cette  matière  ; 
il  se  rattache  d'ailleurs 
intimement  à  celui  qui 
vient  de  nous  occuper 
dans  le  présent  chapi- 
tre. 

Voici  comment  on 
peut  poser  le  problème 
de  la  percée  d'un  bois.    M  Fl9- i74- 

On  imagine  qu'un  certain  bois  doit  être  traversé  par 
une  route,  allant  du  point  A  au  point  B  ;  et  l'on  propose, 
pour  achever  le  travail  plus  rapidement,  de  faire  attaquer  la 


(*)  On  voit  qu'en  supposant  KF  =  KG,  on  déduit  de  là  le  théorème 
classique,  relatif  aux  diagonales  du  quadrilatère  complet 

(**)  Voyez  Bergery  [loc.  cit.  p.  109).  Bergery  suppose  que  la  direction 
de  la  percée  est  complètement  donnée  d'un  côté  du  bois  ;  dans  ces  con- 
ditions, le  problème  revient  absolument  à  celui  qui  consiste  à  prolonger 
une  droite  au  delà  d'un  obstacle;  mais  le  problème,  dans  les  termes  où 
nous  l'avons  posé,  présente  un  intérêt  particulier. 
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percée,  simultanément,  aux  points  A  et  B,  en  traçant  deux 
alignements,  formant  une  seule  et  même  droite. 

Ayant  jalonné  une  droite  quelconque  B'A'C'  dans  la  partie 
accessible,  traçons  trois  alignements  parallèles,  AA',  BB', 
CC.  Toute  la  question  revient  à  déterminer  le  point  G,  qui 
se  trouve  sur  le  prolongement  de  AB.  Une  propriété  connue 
donne 

„„,.    AA'.B'C'-BB'.A'C. 

C(j  " WI' '  (1) 

cette  égalité  permet  de  calculer  CC',  quand  on  a  chaîné  les 
segments  BB',  BrA,  A'C'  et  A  A'. 

Il  est  vrai  que  la  formule  précédente  est,  relativement, 
compliquée  ;  mais  on  peut,  dans  la  plupart  des  cas,  lui  sub- 
stituer, pour  la  solution  du  problème  en  question,  une  éga- 
lité plus  simple  que  nous  allons  indiquer. 

Le  point  G'  est  arbitrairement  choisi  ;  supposons  que,  au 

moyen  du  cordeau,  nous  prenions  ATI'  =  A'A  ;  puis,  joignons 

CAr  et  prolongeons  cette  droite  jusqu'à   sa  rencontre  en  M 

avec  BB', 

Nous  avons 

AT/ 
CC'^MB'.^, 
B  A 

et,  par  comparaison  avec  (1) 

MB'. A'C  =  AA'.B'C'  -  BB'.  A'C. 
Mais  nous  supposons  AA'  —  A'C',  cette  égalité  prouve  donc 
que 

MB  =  B'C 

De  là  une  construction  très  simple  pour  déterminer  le  point 
inconnu  G,  avec  la  fausse  équerre  et  le  cordeau. 

On  trace  les  parallèles  AA',  BB'  et,  avec  le  cordeau,  on  prend 
A'C'  =  A'A;  puis,  toujours  avec  le  cordeau,  BM  =  B'C'  ;  la 
droite  MA'  et  la  parallèle  à  AA',  menée  par  C,  concourent  au 
point  cherché. 

On  déterminera,  de  même  un  second  point  sur  le  prolon- 
gement de  AB  et  l'on  aura  finalement,  de  part  et  d'autre 
du  bois,  les  deux  jalonnements  qui  doivent  être  prolongés  pour 
exécuter,  comme  on  l'a  proposé,  deux  percées,  partant  des 
points  donnés  A,  B,  et  constituant  une  seule  et  même  droite. 
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Remarque  I.  —  Ou  peut  avoir  besoin  d'évaluer,  avant  de 
l'entreprendre,  le  travail  nécessaire  pour  obtenir  la  percée  AB; 
en  d'autres  termes,  on  peut  demander  la  longueur  AB. 

Cette  distance  s'obtient  en  observant  que 

AG 


AB  =  A'B' 


A'C 


Remarque  II.  —  Le  problème  précédent  est  analogue  au 
problème  du  tunnel  ;  du  moins,  quand  l'obstacle  qu'il  s'agit  de 
percer  est  tel  que  les  points  A  et  B  peuvent  être  reliés  l'un  à 
l'autre  par  un  circuit  rectiligne,  se  maintenant  dans  un  ter- 
raiu  horizontal.  Mais  dans  le  cas,  le  plus  ordinaire,  où 
l'obstacle  qu'il  s'agit  de  percer,  de  A  en  B,  appartient  à  une 
chaîne  de  montagnes,  le  problème  présente  alors  plus  de  diffi- 
cultés; il  exige  l'emploi  des  formules  trigonométriques  et 
cesse  d'être  du  ressort  de  la  géométrie  de  la  règle  et  de  l'équerre. 

35.  Les  percées  concourantes.  —  On  suppose,  dit 
Bergery  (loc.  cit.),  que  deux  allées  pratiquées  dans  un  bois 
concourent  en  0  à  un  rond-point,  ou  à  la  grille  d'un  château  ; 
et  l'on  veut,  en  partant  d'un  <> 

point  pris  sur   la   limite   du  /;\ 

bois  effectuer  une  percée  nou- 
velle, partant  de  ce  point, 
pour  aboutir  en  0. 

Au  fond,  le  problème  re- 
vient à  mener,  par  un  point, 
une  droite  allant  passer  par 
le  point  de  concours  inacces- 
sible de  deux  droites  don- 
nées; et  ce  problème  peut, 
comme  l'on  sait, se  résoudre 
de  bien  des  façons  diverses  ;  Fi9-  l7°- 

notamment  par  la  considération  des  pôles  et  polaires,  comme 
l'a  montré  Bergery. 

Nous  rapporterons  d'abord  la  construction  qu'il  indique  ; 
bien  qu'un  peu  longue,  elle  offre  l'avantage  de  résoudre  le 
problème  par  des  alignements,  sans  avoir  recours  à  la  chaîne, 
ou  même  au  cordeau. 
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.?*>.£*, 


Soient  A,  Ar  les  alignements  donnés,  concourant  en  0  ;  il 
s'agit  de  mener  par  G  une  droite  A"  allant  passer  par  ce  même 
point  0.  A  cet  effet,  par  G,  on  mène  deux  transversales  AB', 
BA';  les  droites  AB,  Â'B'  concourent  en  M.  Par  M,  on  trace 
une  troisième  transversale  quelconque  MA"B";  on  obtient 
alors,  comme  l'indique  la  figure,  un  point  C\  La  droite  CC 
étant  la  polaire  de  M  par  rapport  aux  droites  A,  A',  on  sait 
que  CC  passe  par  le  point  0. 

Le  problème  est  donc  résolu.  On  observera  que  les  droites 

AB",  BA"  donneraient,  par  leur  concours,  un  point  en  ligne 

droite  avec  CC;  cette  remarque  fournit  une  vérification  de  la 

construction  précédente. 

Voici,  pour  le  même  problème,  une  construction  qui  nous 

paraît  plus  pratique;  elle 
permet  en  même  temps 
d'évaluer,  à  priori,  le 
travail  de  l'entreprise , 
ou,  si  l'on  préfère,  la 
dépense  correspondante. 
Menons,  par  C,  des 
droites  On,  On'  respecti- 
vement parallèles  à  A  et 
à  A';  puis,  ayant  tracé 
deux  jalonnements  arbi- 
.  traires  mnp,  miïp' ,  pre- 
nons sur  ceux-ci  des 
points  p,  p'  tels  que 
np  —  mn,  rip'  =  m'ri . 
Si  nous  menons  alors,  par  p  et  p',  des  droites  8,  8'  parallèles 
à  A  et  à  A',  nous  obtenons  un  point  Or.  La  droite  OrC  passe 
par  0;  de  plus,  nous  avons  O'G  =  CO.  Cette  double  remar- 
que dous  paraît  résoudre  complètement,  et  simplement,  le 
problème  des  percées  concourantes. 

36.  La  percée  centrale.  —  On  suppose  qu'une  route  A, 
déjà  tracée,  traverse  un  certain  bois  U  et  l'on  propose,  en  par- 
tant d'un  point  C,  d'effectuer  une  percée  nouvelle  coupant  la 
partie  AB,  interceptée  par  U  sur  A,  en  deux  segments  égaux. 


>■^.v.:-•'<v^.c&,;.' 


i 
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La  solution  de  ce  problème  est  des  plus  simples.  Sur  A, 
avec  le  cordeau,  on  prendra  deux  segments  égaux  AA',  BB' 
les  points  Ar,  B' 
étant  choisis  de 
telle  sorte  qu'ils 
soientvisiblcsj'un 
et  l'autre,  du  point 
C.  Ayant  mené 
MN  parallèlement 
à  A,  la  droite  qui 
joint  C  au  milieu 
J  de  MN"  passe  évi-  Fig.  m. 

demment  p  ir  le  milieu  I  de  AB. 

Si,  généralisant  ce  problème,  on  voulait  couper  AB  dans 

P 
un  rapport  donné  — ;  on  voit  qu'on  devrait  prendre  les  seg- 
ments AA',  BB'  proportionnels  à  p  et  à  q,  puis  partager  MN 

P 

dans  le  rapport  —  •  ,  .       .       , 

q  (A  suivre). 


EXERCICES  DIVERS 

Par  M.  Bout  in,  professeur  au  Collège  de  Vire 
[Suile,  voir  p.  155.) 


51.  —  Si,  par  un  point  M  pris  dans  l'intérieur  d'un 
triangle  ABC,  on  mène  des  parallèles  aux  côtés,  ces  parallèles 
déterminent  trois  triaugles  semblables  à  ABC.  Le  point  M, 
pour  lequel  la  somme  des  carrés  des  rayons  des  cercles 
inscrits  ou  circonscrits  à  ces  triangles  est  minimum,  est  le 
point  de  concours  des  médianes. 

Ed  désignant  par  x,  y,z  les  distances  de  M  aux  trois  côtés,  on  démontre 

aisément  : 

x      y       z 

-  +  ~  +  -  =  i. 


h  '  h' 
On  doit  chercher  le  minimum  de 


h" 


y 


h'2  +  /i"3  " 
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Ce  minimum  a  lieu  pour 

®  —  IL— L 

h       li       h" 
ce  qui  caractérise  le  point  de  concours  des  médianes. 

Remarque.  —  Le  lieu  des  points  M  tels  que  la  somme  des  cadrés  des 
rayons  considérés  est  constante  est  une  conique  dont  le  centre  est  le 
point  de  concours  des  médianes. 

A  la  somme  des  carrés,  on  pourrait  substituer  une  fonction  symétrique 

quelconque  ;  cette  fonction  passerait  par  un  maximum  ou  un  minimum 

x      \i       z 
pour  -.=-7=—,  c'est-à-dire  pour  la  même  position  de  M. 

IX  IX  IX 

52.  —  Si  on  a  a  +  b  +  c  =  o.  On  a  aussi 
1°  Sa4  =  -(Sa2)2 

2 

n    Sa5       Sa3   Sa2 

G)o    —    .  

5  3       2 

3°  Sa8  =  -  Sa4Sa2  +  -J  (Sa3)2 

2  0 

,    Sa7        i 

4°  —  =  -Sa4. Sa3 


5° 


7         6 
Sa7       Sa5   Sa5 
7  5        2 


6°  Sa9=  -Z.  Sa5.Sa4+  i  Sa6Sa3 
io  3 

7°  7Sa5Sa4  =  5Sa7Sa2 

San  désignant  la  somme  a11  +  bn  -h  c". 

Toutes  ces  identités  algébriques  peuvent  se  démontrer  d'une  même 
manière,  en  faisant  tout  passer  dans  le  premier  membre,  et  en  vérifiant 
que  ce  premier  membre  est  alors  divisible  par  aH-fr-4-c. 

On  pourrait  en  former  d'autres  pour  des  puissances  d'un  degré  plus 
élevé,  mais  il  ne  me  paraît  pas  aisé  de  trouver  des  formules  générales. 

53.  —  On  considère  toutes  les  paraboles  qui  ont  même 
directrice  et  même  paramètre,  et  sont  situées  d'un  même 
côté  de  cette  directrice.  D'un  point  fixe  0  de  cette  droite  on 
leur  mène  un  couple  de  tangentes  OA,  OB.  Enveloppe  de  la 
corde  de  contact  AB? 

Soit  F  le  foyer  d'une  de  ces  paraboles,  d'après  des  théorèmes  connus  : 
1°  La  droite  AB  passe  par  F;  OF  est  perpendiculaire  sur  AB. 
Le  point  F  décrit  une   droite  A  parallèle   à  la  directrice  donnée  D. 
L'enveloppe  cherchée  est  donc  une  courbe  telle  que  le  lieu  des  pieds 
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des  perpendiculaires  abaissées  d'un  point  fixe  sur  ses  tangentes  est  une 
droite  A;  cette  propriété  caractérise  une  parabole,  de  foyer  0,  et  dont  la 
tangente  au  sommet  est  A. 

54.  —  On  considère  le  cercle  trigonométrique;  la  tangenteà 
ce  cercle  menée  par  l'origine  A;  un  rayon  OM  faisant  avec 
OA  l'angle  a;  une  droite  MB  parallèle  à  OA.  Déterminer  le 
rayon  d'un  cercle  tangent  à  AB,  à  MB  et  au  cercle  trigonomé- 
triqne.  Le  problème  admet  cinq  solutions  différentes;  les 
cinq  rayons  peuvent  être  donnés  par  des  formules  logarith- 
miques, sans  introduction  d'angle  auxiliaire. 

Soit  y  le  rayon  cherché. 

1°  Le  cercle  est  inscrit  dans  le  triangle  mixtiligne  MBA,  ou  inscrit 
dans  l'angle  ABM,  extérieurement  au  cercle  trigométrique  ;  les  deux 
rayons  sont  les  racines  de  la  même  équation  : 

y"-  —  2?/(2  +  sin  a)  -f  sin3  a  =  o  ; 
qui  donne 


/,  =  2^2  sin  -  sin  (  45°  —  -  ) 
4         \  4/ 

G50-:) 


/-  a 

1J3  =  2\J2  cos  -  cos 

4  \  '         4^ 

2°  Le   cercle  est  tangent  à  AB   prolongé,  il  y  a  deux  positions,  les 

rayons  sont  racines  de  l'équation 

y%  —  23/(2  —  sin  a)  -4-  sin2  a  =  o, 

de  laquelle  on  tire 


y3  =  2  ^ 2  sin  -  sin  (  45°  H-  -  ] 
#4  =  2  V  2  cos  -  cos  (45°  H-  j) 


4 

3°  Les  deux  cercles  sont  tangents  en  A. 

ys  =  r  sin  a 


CORRESPONDANCE 


Nous  avons  reçu  de  M.  Henri  Richaud,  la  lettre  suivante 
qui  intéressera  certainement  les  amis,  malheureusement 
trop  peu  nombreux,  comme  il  le  fait  observer,  de  la  théorie 
des  nombres. 

«  Il  serait  vraiment  à  souhaiter  que  les  rares  personnes 
qui  s'occupent  en  France,  d'analyse  indéterminée  fissent,  de 
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l'équation  de  Fermât,  un  sujet  de  recherches  qui  nous  paraît 
particulièrement  digne  de  fixer  leur  attention.  Les  calculs 
qu'on  est  obligé  de  faire,  conformément  à  la  méthode  si  élé- 
gante de  Lagrange,  pour  déterminer  une  première  solution 
x  =  p,  y  =  q,  en  nombres  différents  de  zéro  et  de  l'unité 
sont,  comme  l'a  fait  remarquer  M.  H.  Brocard  (*),  sinon  impra- 
ticables, du  moins  fort  laborieux  :  il  importerait  donc  de  les 
réduire  autant  que  possible.  C'est  d'ailleurs  ce  qu'a  com- 
mencé à  faire  M.  H.  Van  Aubel  (**)  dans  un  travail  remar- 
quable présenté  en  188o  au  Congrès  de  Grenoble,  sous  votre 
présidence.  Mais,  malheureusement,  comme  l'a  remarqué 
M.  Ed.  Lucas,  les  valeurs  de  A  qui  donnent  les  plus  grands 
nombres,  pour  les  plus  petites  solutions,  échappent  à  la 
méthode  de  l'auteur  :  il  est  vrai  que,  pour  ces  valeurs  de 
A,  on  obtient,  plus  rapidement  que  ne  le  fait  Lagrange,  les 
valeurs  cherchées,  grâce  aux  théorèmes  I  et  II  du  travail 
précité.  Quoi  qu'il  en  soit,  il  reste  beaucoup  à  faire  et  je  serai 
heureux  si  les  quelques  corrections,  que  je  vous  signale  et 
que  vous  voulez  bien  insérer  dans  votre  recueil,  sont  de  nature 
à  gagner,  la  curiosité  des  chercheurs  et  à  les  faire  méditer 
sur  la  célèbre  équation  x1  —  Ky2  =  ±  1,  comme  l'appelle 
Jacobi. 

P.-S.  —  J'ai  relevé  dans  la  note  ci-jointe  les  erreurs  que 
j'ai  pu  rencontrer  dans  la  table  de  la  3e  édition,  lors  du  rappro- 
chement que  j'en  ai  fait  avec  l'Essai  sw  la  théorie  des  nombres. 

Je  vous  donne  enfin,  à  titre  de  curiosité,  les  valeurs  d'x 
et  (ïy  satisfaisant  à  l'équation  x2  —  i5^gy2  =  ~~  x>  ayant, 
pour  me  rendre  compte  des  progrès  réalisés,  continué  jusqu'à 
1600  la  table  de  Legendre. 

Pour  x2  —  1549  yu  =  —  1   on  a: 

x  =  155,091,664,786,017,897,306,106,048,533,964,770. 

y  =      3,940,603,592,440,589,186.792,668,219,155,493. 

A  =  1549  —  ^  X  193  +  5  nombre  premier. 

(*)  H.  Brocard.  Notes  élémentaires  sur  le  problème  de  Pcll;  N.  C.  M.,  t.  IV, 
1878. 

(**)H.  van  Aubel.  professeur  à  l'Athénée  royal  d'Anvers.  Quelques  notes 
sur  le  problème  de  Pell;  A.  F.}  Grenoble,  1885. 
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Errata  à  la  3'"*  édition  de  la  Théorie  des  Nombres 

d'Adrien  Marie  Lrgendre. 

(Table  X,  lome  I,  2  vol.  iu-4,  Firmin-Didot,  1830.) 

Valeurs  de  la  39  édition  (fausses).         Valeurs  de  la  lro  édition  (bonnes) 

A  2 


n6 

149 

'71 
271 

3o8 

479 
«S© 


y 

9»oi 
910 
n3582 

93o» 
.70 


15 

1 15974988600 


7044978: 
»5i 


"7 


20 

2989440 

130591 
l$5o 


9*QI 
910 
1 1 3582 

93o5 
£70 

i3 
1 15974983600 

7044978537 
35i 


3i3 


20 

2989440 
136D91 

S*QQ  valeur  fausse  pour  x, 
3  r  3  lre  édition. 


Correction  (*): 


7850 


66j 


749 

75  1 

80» 


1071 19097 
4147.68 
1084616384.95 

39631020176 

72933 18466794882425318960 
266136970677206024456793 
48385£OS6©4o 


i5£5»4«4»33 
fausse  pour  x,  3e  édition. 

Correction  : 


valeur 


3i3 
1071 19097 

4147668 
1084616384895 
3963  j  020176 

729^ 3 184667948824 244 18960 
266 1 3697c  677206024406793 
4«*O3«886lO0 


valeurs  de  la 


823 


235 170..4903644006168 
8 1975 27430497636651 


i48îJ4*8»833 
lre  édition,  fausses  pour  x  et  pour  y. 

433 .852.026.040 

15.253.424.933 


2351704^4903644006168 
81 97527430497636651 


(*)  Correction  signalée  par  M.  Catalan  dans  une  note  sur  un  problème  d'ana- 
lyse indéterminée,  puûliée  dans  les  Atti  dell'  Academia  Pontificia  de  Nuovi 
Lincei,  t.  XX,  Rome,  1866. 
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ECOLE  NAVALE 


ÉPREUVES  ÉCRITES  DU  CONCOURS  D'ADMISSION  EN  1887 

Arithmétique  et  algèbre, 

I.  De  deux  points  0  et  0' situés  a  une  distance  00'  égale  à  2a,  comme 
centres,  on  trace  deux  circonférences  égales  de  rayon  R;  à  partir  du 
point  M  milieu  de  00',  et  dans  le  sens  MO,  on  porte  une  longueur  MA 
égale  à  x,  et  au  point  A  on  mène  à  la  circonférence  O  la  corde  BC 
perpendiculaire  à  00';  on  joint  OB  et  on  achève  le  trapèze  isoscèle 
OBB'O'. 

On  demande  : 

1°  De  trouver  l'expression  du  volume  engendré  par  la  révolution  du 
trapèze  OBB'O'  autour  de  00'.  On  examinera  l'interprétation  dont  cette 
expression  est  susceptible,  pour  les  valeurs  négatives  de  x,  lorsque  les 
deux  circonférences  se  coupent; 

2°  De  trouver  les  valeurs  de  x  correspondant  au  maximum  et  au  mini- 
mum de  la  fonction 

(R  +  a  —  x)  (R  —  a  +  x)  {a  +  2#)  ; 

3°  De  classer  ces  valeurs  relativement  aux  racines  de  la  fonction 
elle-même,  et  de  déduire  de  cette  classification  la  condition  pour  que 
le  volume  engendré  soit  susceptible  d'un  maximum  ou  d'un  minimum. 

II.  Démontrer  que  si  l'on  désigne  par  R  la  partie  entière  de  la  racine 
carrée  d'un   nombre  entier,   par  r  le  reste  et  par  n  la  partie  entière 

2R  1  1 

du  quotient  — >  la  racine  exacte  est  comprise  entre  R  +  -  et  R  +  - 

r  n  tH-1 

Sur  une  circonférence  de  rayon  égal  à  l'unité  on  donne  un  arc  AB 
égal  à  cp  (en  parties  du  rayon)  ;  on  partage  cet  arc  en  m  parties  égales 
et  on  mène  les  cordes  qui  joignent  les  points  de  division  voisins;  sur 
chacune  de  ces  cordes  comme  hypoténuse  on  construit  un  triangle 
rectangle  isoscèle  ADC;  démontrer  que  si  m  croît  indéfiniment  le  pro- 
duit des  distances  des  sommets  de  ces  triangles  au  centre,  c'est-à-dire 

<p      _  ? 
(0D)m  a  pour  limite  e2  ou  e2  suivant  que  les  triangles  sont  rabattus  à 
l'extérieur  ou  à  l'intérieur  de  Tare. 

(1er  juin  de  7  h.  à  10  h.  1/2.) 

Géométrie  descriptive. 

Étant  données  les  deux  droites  OA  et  OB',  la  première  OA  située 
dans  le  plan  horizontal  et  faisant  avec  la  ligne  de  terre  xy  un  angle 
de  40°,  la  seconde  OB'  située  dans  le  plan  vertical  et  faisant  avec  la 
ligne  de  terre  xy  un  angle  de  50° ,  on  demande  : 

(*)  Questions  empruntées  au  recueil  publié  par  la  librairie  Morant- 
Foucart  (20,  rue  de  la  Sorbonne). 
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la  De  tracer  les  projections  OG,  OC  d'une  droite  passant  par  le  point 
0  faisant  avec  OA  un  angle  de  70",  avec  OB'  un  angle  de  45°  et  située 
par  rapport  au  plan  AOB'  du  môme  côté  que  Ox\ 

2J  De  tracer  les  projections  de  l'axe  du  cône  de  révolution  passant  par 
les  droites  OA,  OB'  et  la  droite  OG  OG'  précédemment  déterminée. 

(2  juin,  de  2  h.  à  3  h.  1/2.) 

Calcul  trigonométrique. 

Calculer  les  valeurs  de  x  comprise  entre  0°  et  360°  qui  satisfont  à 
l'équation  

.  ,,,        .   ,  23,3382\/sinl770l2'i8" 

W  { 3x  -4-  1  °  1°  rr - - — ■ 

D  v  '       (o,ol7045J2Xtg,'84°3o'48"xsin7244018'l2" 

(2  juin,  de  4  h.  à  5  h.). 

Géométrie  et  géométrie  analytique. 
Géométrie. 

Énoncer  et  démontrer  succinctement  les  principaux  théorèmes  qui 
permettent  d'établir  que  le  rapport  de  deux  pyramides  est  égal  au  pro- 
duit du  rapport  des  surfaces  des  bases  par  le  rapport  des  hauteurs. 

Application.  —  Trouver  l'expression  numérique  du  volume  d'une  pyra- 
mide dont  la  base  est  donnée  en  mètres  carrés,  soit  8m(ï254  et  la  hau- 
teur en  mètres  soit  :  4™, 32  lorsqu'on  prend  pour  unité  de  volume  le 
tétraèdre  régulieur  dont  la  hauteur  est  égale  à  lm. 


,0^*v,v^      vw^v     *«,     ^««^un      v^v     v,&. 


Géométrie  analytique. 

Étant  donnée  l'équation 

X(#2  —  ax)  —  ay[x  —  y  —  a)  =  0 
dans  laquelle  a  désigne  une  quantité  constante,  positive,  et  X  un  para- 
mètre variable,  on  demande  : 

1°  De  déterminer  la  nature  des  diverses  courbes  que  peut  représenter 
cette  équation  lorsque  X  varie  de  +00  à  —00. 

2°  De  démontrer  qu'elles  passent  par  trois  points  et  que  le  lieu  de 
leurs  centres  est  une  ligne  droite. 

3°  De  construire,  pour  une  valeur  donnée  de  X,  le  centre  de  la  courbe 
correspondante  et  les  tangentes  aux  trois  points  fixes. 

4°  De  trouver  le  lieu  géométrique  de  ces  courbes  où  les  tangentes  sont 
parallèles  à  Taxe  des  x. 


ECOLE  SPECIALE  MILITAIRE  1887 


Mathématiques  (3  heures). 

I.  Inscrire  dans  un  triangle  ABC  un  rectangle  DEFG  dont  un  côté 
FG  est  placé  sur  BG,  et  tel  qu'en  augmentant  la  surface  de  ce  rectangle 
de  celle  du  triangle  équilatéral  construit  sur  FG  on  ait  une  somme 
équivalente  à  un  carré  donné  K2.  Discuter. 
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II.  On  considère  un  triangle  ABC,  les  trois  hauteurs  AA',  BB',  CG' 
qui  rencontrent  ie  cercle  circonscrit  aux  points  A",  B",  G",  et  on  de- 
mande :  1°  d'exprimer  les  longueurs  AA',  BB',  GC,  AA",  BB",  CG"  en 
fonction  des  angles  A,  B,  G  du  triangle  ABC,  et  du  rayon  H  du  cercle 

.A    •     .  _  ,  A  A"       BB"       GG" 

circonscrit;    2°  de  montrer  que  la  somme   rr.  H-  tttt,  H    rr^r  est  une 


AA'        BB' 


GG' 


constante. 

III.  Trouver  les  valeurs  de  x  qui  satisfont  à  l'équation  sinjc  =  sina 
H-  sin(a  +  h)  -b  sin(a  +  2/1).  On  fera    a  =  8° 2 5' 37"      h  =  y0 17' 26". 

Épure  (2  heures  1/2).   (*) 

Un  tétraèdre  est  placé  sur  le  plan  horizontal  :  un  des  côtés  de  la  base 
ab  (a  est  à  gauche)  est  parallèle  à  la  ligne  de  terre,  et  distant  de  cette 
ligne  de  35mm,  sa  longueur  est  de  ioomm;  les  deux  autres  côtés  ont  pour 
longueurs  ac=  i2  3mm,  bc  =  nomra.  L'arête  Sa=z  i3omm,  l'arête  Sc=  i2  5mm, 
l'angle  dièdre  formé  par  les  deux  faces  abc  et  Sac  est  de  700.  Gonstruiie 
ce  tétraèdre.  A  partir  du  sommet  S  on  prend  sur  Sa  une  longueur  SO 
égale  à  5omm  et  du  point  0  comme  centre  on  décrit  une  sphère  passant 
par  le  sommet  S.  Trouver  l'intersection  de  cette  sphère  avec  le  tétraèdre. 

Dans  la  mise  à  l'encre,  on  supposera  enlevée  toute  la  portion  du  tétra- 
èdre détachée  par  la  sphère. 

Épure  (2  heures  1/2). 

Un  tétraèdre  SABG  a  sa  base  ABC  sur  le  plan  horizontal  :  aa'=  84mra; 

a'b'  —  99ram;  afr=ii2ram; 
— ,J/  £»c=:i44mm;  ac  =  1 7 1 mm . 
L'arête  SA  parallèle  au  plan 
vertical  égale  1 36œm,  et  fait 
avec  l'arête  AB  un  angle 
de  620. 

On  demande  :  1°  de  con- 
struire le  tétraèdre;  2°  de 
mener  la  droite  DE  perpen- 
diculaire commune  aux  deux 
arêtes  opposées  SA  et  BG. 
Du  point  0,  milieu  de 
DE,  comme  centre,  on  dé- 
crit une  sphère  avec  un 
rayon  égal  à  22mm;  mener 
à  cette  sphère  deux  plans  tangents  perpendiculaires  à  l'arête  SG,  et 
construire  les  sections  de  ces  deux  plans  avec  le  tétraèdre, 

Dans  la  mise  à  l'encre  on  ne  conservera  que  la  partie  du  tétraèdre 
comprise  entre  les  deux  plans. 


A& 


Question  annulée. 
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QUESTION   134 

Solution  par  M.  J.  Guapron,  à  Bragelognc. 


On  considère  un  cercle  A,  de  centre  0;  .soient  AB  un  diamètre 
de  ce  cercle,  et  OC  le  rayon  perpendiculaire  à  AB.  On  prend 

OF  =  FG  =  GH  =5; 

par  le  point  H  on  mène  une  droite  A'  parallèle  à  AB,  et  par 
le  point  G  une  droite  A"  également  parallèle  à  AB.  Cela  posé; 
par  A,  on  trace  une  transversale  mobile,  qui  rencontre  A  en 
M,  et  A"  en  M'.  En  M,  o?i  mené  la  tangente  'i  A,  <?£  cette 
droite  rencontre  en  I  la  perpendiculaire  abaissée  de  Mr  sur 
AB.  Soi/  K  le  point  où  M'I  rencontre  A'.  Démontrer:  4°  que 
le  cercle  S  cZéorïf  dw  pom£  I  comme  centre  avec  IK  pour  rayon, 
rencontre  MI  m  w/i  pomJ  tfcwf  Je  fteu  géométrique  est  un 
cercle;  2°  que  o  passe  constamment  par  un  point  fixe,  le  point  F. 

1°  Soient  R  un  point  du  lieu,  S  le  point  de  rencontre  de 
AB  et  de  IK.   Les  triangles  OMB,   IMM'   ont   leurs   côtés 


perpendiculaires;  ils  sont  semblables,  et  IMM'  est  un  triangle 
isocèle.  Le  triangle  IKR  l'est  aussi.  Par  suite,  MR  ou  IR  —  IM 
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égale  M'K  =  IK  -  IM'  =  -  •    Dans    le    triangle    OMR,    les 

m 

côtés  de  l'angle  droit  ayant  une  longueur  constante,  l'hypo- 
ténuse   OR    a    une   longueur   invariable  ;    le   lieu    est    une 

circonférence  de  rayon  —  y/ 3  concentrique  à  A. 

Le  lieu  serait  encore  une  circonférence  de  centre  0,  si 
les  parallèles  A',  A"  à  AB  étaient  menées  à  des  distances 
quelconques,  fixes,  de  ce  diamètre;  car  MR  =  M'K  serait  encore 
une  longueur  constante. 

2°  11  faut  prouver  que  IK  =  IF.  Or 


,-,      et    ÎF2  =  ÔÏ2 

2 

mais 


S",      et    IF2  =  =  OS2  +  (~  +  LsY; 


OS2  ==  OI2  -  IS2  =  OM2  +  MI2  -  IS2 

=  R2  +  (IS  +  R)2  -  ÏS2,  (R  =  rayon  de  A). 

Donc 

ÏF'2  =  R2  +  (IS  +  R)^  _  ÏS2  +  (|  +  SlV 

=  9—  +  3R.IS  +  IS2  =  (IS  +  3  -) 
4  \  2/ 

d'où 

IF  =  IS  4-  3  -  ,  ou,  enfin,  IK  =  IF. 

Par  un  calcul  semblable,  on  trouve  que  0  passe  aussi 
par  un  point  F',  situé  sur  OG,  quand  les  parallèles  A'  et  A" 
à  AB  sont  menées  à  des  distances  a  et  a  +  b  de  AB,  si  l'on  a 

lab  =  R2. 


QUESTION  158 

Solution  par  E.  Vigarié. 


Soit  ABC  un  triangle  :  1°  Trouver  un  hexagone  circonscrit  au 
cercle  inscrit  au  triangle,  sachant  que  sur  chaque  côté  de  ABC 
sont  deux  sommets  consécutifs  de  l* hexagone  et  que  les  diagonales 
joignant  les  sommets  opposés  sont  perpendiculaires  chacune  à  la 
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bissectrice  de   l'angle  du  triangle  sur  lesquels  se  trouvent  les 

extrémités  de  celte  diagonale;  2°  La  surface  de  cet  hexagone 

est  : 

r 
—  (2cb  -+■  2ac  -h  2ab  —  a2  —  b2  -  c2)    (*) 

2p  ' 

r,  p,  a,  b,  c,  étant  respectivement  le  rayon  du  cercle  inscrit, 
le  demi-périmètre,  et  les  côtés  du  triangle  ABC;  5°  Si  l'on  prend 
un  point  quelconque  sur  l'une  des  diagonales  joignant  les  sommets 
opposés  de  cet  hexagone,  la  somme  ou  la  différence  des  dislances 
de  ce  point  aux  deux  côtés  du  triangle  auxquels  se  termine  la 
diagonale  est  égale  au  diamètre  du  cercle  inscrit;  4°  Traiter  les 

mêmes  questions  pour  les  cercles  ex-inscrits. 

(E.  Lcmoine.) 

1°  L'hexagone  DEFGHI  dont  les  côtés  sont  parallèles  à 
ceux  du  triangle  donné  satisfait  aux  conditions  de  l'énoncé, 
caries  côtés  IH  et  FG  par  exemple,  si  on  les  prolonge  jus- 
qu'à leur  rencontre 
en  K,  forment  un 
losange  AIKF  circon- 
scrit au  cercle  ins- 
crit 0  dont  les  dia- 
gonales sont  perpen- 
diculaires. L'une  de 
ses  diagonales  IF  est 
diagonale  de  l'hexa- 
gone, l'autre  AK  est 
bissectrice  de  l'angle 
A  du  triangle  donné. 

2°  Les  diagonales 
de  l'hexagone  pas- 
sant par  0  et  étant 
partagées  par  ce 
point  en  deux  parties  égales,  les  triangles  GOH,  DOE  sont 
égaux  et  DE  =  GH.  Donc,  dans  cet  hexagone  les  côtés 
opposés  sont  égaux  deux  à  deux;  sa  surface  sera  donc  égale 


(*)  Éuoncé  rectifié;  renonce  portait,  par  erreur, -(.. .). 

P 
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au    produit    du    demi-périmètre    (DE  ■+■  FG  +  IH)   par    le 
rayon  r. 

Calculons   DE.  Les   triangles   semblables  ADE,   ABC  ont 
leurs  côtés  proportionnels  à  leurs  demi-périmètres,  donc  : 

DE       p  -  a 

a  p 

de  même  : 

IH    _  p  -  b  FG      p  -  c 

b  p  c  p 

d'oîi 

DE  +  IH  +  FG  =  aiP  ~  a)  +  b{P  ~  b)  +  °{P  "  C) 

P 
p(a  +  b  +  c)  —  a2  -  62  -  c2       ip^  —  a2  —  ¥  -  c2 

P  P 

lob  -t-  2ac  +  ibc  —  a-  —  b2  —  c2 

La  surface  de  l'hexagone  a  donc  pour  expression  : 

v 

—  (2ab  +  2ac  +  ibc  —  a2  —  b2  —  c2). 
ip 

3°  Si  l'on  prend  un  point  sur  l'une  des  diagonales  IF  par 
exemple,  les  distances  de  ce  point  aux  côtés  AB,  AC,  ont  une 
somme  ou  une  différence  constante  suivant  que  le  point  con- 
sidéré est  sur  la  droite  IF  ou  sur  son  prolongement.  Cela 
résulte  d'une  propriété  connue  du  triangle  isocèle.  Dans  le 
triangle  isocèle  IAF,  la  hauteur  qui  est  la  quantité  constante 
est  égale  au  diamètre  du  cercle  inscrit. 

4°  Désignons  par  0'  le  centre  du  cercle  ex-inscrit  situé  dans 
l'angle  A  et  par  ra  son  rayon.  Si  nous  menons  au  cercle  0' 
des  tangentes  parallèles  aux  côtés  du  triangle,  nous  obtenons 
un  hexagone  concave  MNPQRS  dont  les  diagonales  passeront 
par  le  point  0'  et  y  seront  divisées  en  deux  parties  égales. 
La  diagonale  PS  est  perpendiculaire  à  la  bissectrice  AC,  les 
deux  autres  sont  perpendiculaires  aux  bissectrices  extérieures 
GO',  BOr. 

Comme  précédemment,  les  côtés  opposés  de  cet  hexagone 
sont  égaux  et  sa  surface  est  : 

rrt(MN  +  PN  +  PQ). 

Les  triangles  semblables  AMN,  ABC  ont  leurs  côtés  pro- 
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portionnels  à  leurs  demi-périmètres  et  on  a: 

MN__AN__AM       AM  +  MN  +  NA  p 


abc  2p  p  —  a 

or 

ba 


PN  =  CN  -  CP         et         CN  =  AN  -  b  ^ 


p  —  a 

Mais  0'  est  le  centre  du  cercle  inscrit  au  triangle  AMN,  le 
calcul  fait  précédemment  montre  que 

p  p  —  a 

Donc  : 

PIf=CN-CP  =  a6~c(f>-c). 

p  —  a 

De  même  : 

Pq  _    fle  -  b(p  -  b)  _ 
p  —  a 

le  demi-périmètre  sera  par  suite  : 

MN  +  PN  +  PQ  -  Pa  +  ab  +  a°    "  C(P  ~  C)  ~  b(p  Z  b"> 

p  —  a 

-(a-hb-t-c)(a  —  b—c)  +  ab-\-ac 

2  a2  —  b2  —  c2  —  2bc-{-2ab-h2ac 


p  —  a  2(p  —  a) 

L'expression  de  la  surface  cherchée  sera  donc  : 

Vf, 

— (a2  —  b2  —  c2  —  2bc  +  2ab  ■+-  2ac). 

2(p  —a)  ' 

Si  l'on  prend  un  point  sur  une  diagonale,  PS  par  exemple, 
la  somme  ou  la  différence  (suivant  que  le  point  est  sur  PS 
ou  sur  son  prolongement)  des  dislances  de  ce  point  aux 
côtés  AB,  BC  est  égale  à  la  hauteur  du  triangle  isocèle  SAP, 
hauteur  qui  est  égale  au  diamètre  du  cercle  ex-inscrit  0'. 

On  arriverait  à  des  résultats  analogues  en  considérant  les 
autres  cercles  ex-inscrits. 

Nota.  —  Dans  ses  Exercices  divers  de  Mathématiques 
Elémentaires  (J.  E.  1883,  Exercice  VIII),  M.  E  Lemoine  a  in- 
diqué la  construction  de  l'hexagone  dont  il  est  question  dans 
la  première  partie  de  l'énoncé. 
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QUESTIONS  PROPOSEES 


255.  —  Décrire  une  circonférence  qui  passe  par  deux 
points  donnés  et  qui  soit  telle  que  les  tangentes  menées  d'un 
autre  point  forment  un  angle  2a,  aussi  donné. 

(Ignacio  Beyens.) 

256.  —  Par  un  point  quelconque  H  pris  sur  la  base  BC 
du  triangle  isocèle  ABC,  on  élève  à  cette  base  une  perpendi- 
culaire qui  coupe  AB  en  B±  et  AG  en  Gt.  Démontrer  que  les 
symétriques  du  point  H  par  rapport  aux  milieux,  respectifs 
de  BBi  et  de  CGL  sont  en  ligne  droite  avec  le  sommet  A. 

(D'Ocagne.j 

257.  —  ABC  étant  un  triangle  donné;  soit  D  le  point  de 
contact  avec  BC,  du  cercle  inscrit  0.  On  projette  les  som- 
mets B,  C  en  E,  F  sur  la  bissectrice  AO;  puis  l'on  construit 
les  parallélogrammes  DEBG,  DFCFL 

Cela  posé  :  1°  Les  points  B,  G.  C,  H  appartiennent  à  une 
circonférence;  2°  le  centre  de  cette  circonférence  et  le  centre  0 
du  cercle  inscrit  sont  également  distants  du  côté  BC. 

(E.  Catalan.) 


ERRATA 

(*) 

PagelM,  ligne  5,  en  remontant: 
Au  lieu  de  : 
{hada}* 

ligne  3,  en  remontant, 

2  ha 

Lisez  : 

{ha  —  e/a)2 
2  ha 

ligne  2,  en  remontant, 

a 

a2 

Communiqués  par  M.  Galopeau. 


Le  Directeur-Gérant, 

G.  de  LONGCHAMPS. 


IMPRIMERIE  CENTRALE   DKS  CHEMINS   DS   FER.  —  IMPRIMERIE  CHAiX. 
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SUR  LA   CUBIQUE 

AUX   PIEDS  DES   NORMALES    ISSUES    D'UN    POINT 

A  UNE  OUAD1UQUE 

Par  M.  A.  Aubry,  élève  au  Lycée  Louis-Ie-Grand 
(classe  de  M.  Niewcnglowski). 

{Suite,  voir  p.  169.) 


4.  —  Tout  cône  ayant  son  sommet  sur  la  cubique  C  et 
passant  par  cette  cubique  est,  comme  Ton  sait,  du  second 
ordre  ;  puisque  ce  cône  passe  en  particulier  par  les  points 
à  l'infini  sur  G,  on  voit  qu'il  contient  les  parallèles  aux  axes 
de  E  menées  par  son  sommet,  et  que,  par  suite,  il  est  capable 
d'une  infinité  de  trièdres  trirectangles  inscrits.  Considérons 
celui  de  ces  cônes  qui  a  son  sommet  au  point  P  ;  soit  T  ce  cône. 
Soient  E0  l'une  des  surfaces  homofocales  à  E  passant  par  le 
point  P,  PI  la  normale  en  P  à  cette  surface  et  tt  le  plan  tangent. 
Le  lieu  des  pôles  d'un  plan  fixe  par  rapport  à  une  famille  de 
quadriques  homofocales  étant  une  droite  perpendiculaire  à  ce 
plan,  le  lieu  des  pôles  du  plan  «  est  PI  ;  le  pôle  du  plan  tt  par 
rapport  à  E  se  trouve  donc  sur  PI,  soit  I  ce  point  :  il  est  clair 
qu'il  appartient  à  C,  d'après  la  définition  môme  de  cette 
courbe.  On  voit  que  le  cône  T  passe  par  les  normales  en  P  aux 
surfaces  homofocales  à  E  qui  passent  par  ce  point  P;  il  con- 
tient d'ailleurs  PO,  ainsi  que  les  parallèles  aux  axes  de  E. 
Ce  cône  ne  change  pas  quand  Ton  substitue  à  E  une  quadrique 
qui  possède  les  mêmes  focales.  Donc  : 

Théorème.  —  Les  normales  issues,  d'un  point  P,  à  une  série  de 
quadriques  homofocales  sont  situées  sur  un  cône  du  second  ordre. 

5.  —  Comme  chacun  sait,  ces  résultats  s'expliquent  aisé- 
ment par  le  calcul;  aussi  ne  m'arrêterai-je  point  à  les  démon- 
trer de  nouveau.  Supposons  que  E  soit,  par  exemple,  un  ellip- 
soïde; rapportoDS-le  à  ses  axes  principaux;  il  a  pour  équation 

x*        if       s2        .       . 
^  +  ^  +  7-1  =  0; 
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a,  p,  y  désignant  les  coordonnées  du  point  P,  la  courbe  C  a 
pour  équations 

x  y  z 

a2  è2  c1 

et  Ton  peut  prendre,  pour  coordonnées  d'un  de  ses  points  M: 
a2a  62S  c2v 

a2  +  >v      •/       6»  +  X  c2  +  X 

A\  =  0,  correspond  le  point  P;  et,  à  X  =  oo  ,  le  point  0.  Le 
plan  polaire  du  point  M  a  pour  équation 
a.x  Ôy  yz 


a*  -h  X  62  +  X  c2  +  X 
ce  plan  enveloppe  une  développable  de  la  troisième  classe. 
L'équation  précédente  est  d'ailleurs  l'équation  du  plan  polaire 
du  point  P  par  rapport  à  une  surface  homofocale  à  E.  De  là, 
on  conclut  que  la  polaire  réciproque  de  la  courbe  C,  par  rapport 
à  la  surface  E,  est  une  développable  de  la  troisième  classe,  qui 
demeure  la  même  pour  toutes  les  quadriques  homofocales  à  E. 

6.  —  Parmi  les  surfaces  homothétiques  et  concentriques 
à  E,  considérons  son  cône  asymptote  S;  la  cubique  C,  qui 
passe  par  le  sommet  0,  rencontre  le  cône  S  en  quatre 
autres  points.  On  peut  donc,  d'un  point  quelconque,  mener 
quatre  normales  à  un  cône  du  second  degré  ;  leurs  points 
d'incidence  sont  d'ailleurs  sur  la  sphère  décrite  sur  OP 
comme  diamètre.  La  courbe  C  est  donc  tangente  à  cette 
sphère  au  point  0,  attendu  qu'une  cubique  gauche  perce  une 
quadrique  en  six  points,  distincts  ou  confondus.  Cela  ressort 
d'ailleurs  de  ce  que  l'équation  en  X 

rt2a2  62P2  c2Y2 


(a2  +  X)a  (6*+X)a  (c*  +  iy 
a  deux  racines  qui  augmentent  indéfiniment  quand  h  tend 
vers  zéro,  et  de  ce  fait,  qu'cà  une  valeur  infinie  de  X,  corres- 
pond, sur  C,  le  point  0. 

Les  valeurs  de  X,  qui  correspondent  aux  pieds  des  nor- 
males au  cône,  sont  données  par  l'équation 
a2*2  b2^  c-f 


(a*  +  X)2       (62  +  X)2       (c2  +  X)3 
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Posons   a2  +  X  —  -;    cct(o  équation  pourra  s'écrire,  en  la 
P 
rendant  entière, 

a2a2[p(ba  -  a2)  +  i]2[p(c2  -  a2)  +  ij>  +  ...  =  o. 

La  somme  des  racines  est 

b2  —  a'1  -t-  c2 


w 


a2  -  b' 


a*  —  cJ 


(62  -  a*)(c*  -  a1) 
l'abscisse  du  point  M,  étant 

a2  a 

l'abscisse  du  centre  de  gravité  G  du  tétraèdre  MjMjMjM^  a 
pour  valeur 


-  rt2a 


+ 


a2  -  ô2       a2  —  c2 

Or  les  asymptotes  L,  L',  L"  de  G  ont  pour  équations 

a2x  623 

X  ==  XA  =  y  =  y1  = 


L 
L' 
L" 

L'abscisse 


'P 


y  =  ys 


z  =  *.  = 


i*/  -i     — r~    JL  g 


er  —  c' 

62(3 
6a  -  a2 

c2  —  62 
r 

:  -  a2  a 


—    Zt 


ils     Xn      


62  -  c2 

c2y 


a" 


a2a 


a2  -  65 


a2  -  62 


+ 


a2  —  c* 


du  centre 


du  parallélipipède  construit  sur  L,  L',  L"  est  précisément 
égale  à  l'abscisse  du  point  G;  les  autres  coordonnées  de  ces 
deux  points  sont  aussi  égales. 

Donc,  le  centre  du  'parallélipipède  construit  sur  les  asymp- 
totes de  la  cubique  C,  coïncide  avec  le  centre  de  gravité  du 
tétraèdre  qui  a  pour  sommets  les  pieds  des  normales  menées,  du 
point  P,  au  cône  asymptote  de  E. 

Les  paramètres  directeurs  de  la  tangente  au  point  M*  étant 
dxi  a2  y.  dyt  b2p 

a%       ~  (62  +  Xt)*  ' 
c2y 


dh 
la  relation 


(a2  -+-  hY 

dZ; 


dh 


(c2  +  h)* 


(a2  +  M       (62  -h  h)       (c2  +  A,) 


2r,2 


+ 


6*^ 


2,-2 


cy 


—  o  > 
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clxi         dyt  dzi 

ah;  ail  dXi 

montre  que  cette  droite  est  perpendiculaire  à  OP,  dont  les 
paramètres  directeurs  sont  a,  6,  */. 

En  conséquence,  les  tangentes  à  la  cubique  C  aux  points  oio 
elle  rencontre  le  cône  asymptote  de  E  sont  parallèles  à  un  même 
plan,  oui  est  perpendiculaire  à  la  droite  OP. 

On  remarquera  l'analogie  qui  existe  entre  les  deux  pro- 
priétés de  la  cubique  0,  que  nous  venons  de  signaler,  et  les 
propriétés  de  l'hyperbole  d'Apollonius  dont  on  a  fait  usage 
pour  construire  le  centre  de  cette  courbe  (Niewenglowski, 
Journal  de  Math,  spéc.,  1884). 


NOTE  SUR  LA  CARDIOÏDE   ET  LA  TRISEGTRICE 

DE    MAGLAURIN 
Par  M.  Maurice  «t'Ocagiie. 


Soit  G  une  cardioïde  ayant  pour  point  de  rebroussement 
le  point  R,  pour  foyer  triple  le  point  F  et  pour  sommet  le 
point  S.  Ces  points  sont  en  ligne  droite  et  on  a  RS  —  4RF. 

M.  de  Longchamps  a  remarqué  que  la  polaire  réciproque 
de  la  cardioïde  G  par  rapport  au  cercle  de  centre  F  et  de  rayon 
FS  est  une  tristcclrice  de  Maclaurin  T.  Nous  ferons,  pour 
notre  part,  observer  que  la  transformée  par  rayons  vecteurs 
réciproques  de  la  cardioïde  G  par  rapport  au  cercle  de  centre  R 
et  de  rayon  RS  est  une  parabole  P  de  foyer  R  et  de  sommet  S. 
Nous  ne  saurions  dire  si  cette  remarque  est  nouvelle  ;  en 
tout  cas,  nous  ferons  observer  qu'elle  permet  de  déduire,  des 
propriétés  de  la  parabole,  des  propriétés  corrélatives  pour 
la  cardioïde,  et  ensuite,  par  la  remarque  de  M.  de  Long- 
champs,  pour  la  trisectrice.  Nous  ne  nous  étendrons  pas  sur 
ce  sujet  qu'il  serait  bien  facile  de  développer.  Nous  nous 
contenterons  de  donner  un  exemple  d'application  de  cette 
méthode.  Prenons  cette  propriété  bien  connue  de  la  para- 
bole : 
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Le  lieu  des  symétriques  du  foyer  d'une  parabole  par  rapport 
aux  tangentes  à  cette  courbe  est  la  directrice. 

Transformant  par  rayons  vecteurs  réciproques  relativement 
;ui  cercle  de  centre  15  <i(  de  rayon  RS,  on  a  ce  théorème  : 

Le  lieu  des  centres  des  cercles  qui  passent  par  le  point  de 
rebrous  sèment  d'une  cardioïde  et  qui  sont  tangents  à  cette  courbe, 
est  le  cercle  qui  a  pour  centre  le  foyer  triple  de  la  courbe  et 
qui  passe  par  le  point  de  rebroussement. 

Transformant  à  son  tour  cette  propriété  par  polaires  réci- 
proques relativement  au  cercle  de  centre  F  et  de  rayon  FS, 
on  a  cette  propriété  de  la  trisectrice  de  Maclaurin  : 

Soit  F  le  symétrique  du  point  de  rebroussement  d'une  trisec- 
trice de  Maclaurin  par  rapport  au  milieu  de  la  distance  du 
sommet  de  cette  courbe  à  son  asymptote.  L'enveloppe  des  direc- 
trices des  paraboles  tangentes  à  la  trisectrice,  tangentes  à  son 
asymptote  et  ayant  pour  foyer  le  point  F,  est  le  cercle  de  centre 
F  qui  est  tangent  à  l'asymptote. 

Toute  propriété  de  la  parabole  conduira  ainsi  à  une  pro- 
priété corrélative  (plus  ou  moins  simple)  de  la  cardioïde  et 
de  la  trisectrice  de  Maclaurin.  Il  y  a  là  une  source  d'exercices 
intéressants  sur  l'application  des  deux  classiques  méthodes 
de  transformations  par  rayons  vecteurs  et  par  polaires  réci- 
proques. 

On  peut  encore  déduire  des  propriétés  de  la  trisectrice  de 
Maclaurin  d'une  autre  remarque.  La  construction  de  cette 
courbe  indiquée  par  M.  de  Long-champs  dans  le  Journal  de 
Mathématiques  spéciales  (1886,  p.  205)  est  la  suivante  :  Étant 
données  les  droites  D  et  FP  perpendiculaires  entre  elles  et  les 
points  F  et  P,  tels  que  SP  =  3FS,  on  lire  FR  quelconque,  RQ 
perpendiculaire  à  FR,  PQ  perpendiculaire  à  RQ.  Le  lieu  du  point 
Q  est  la  trisectrice  de  Maclaurin. 

Puisque  MRQ  est  droit,  RQ  enveloppe  une  parabole  de 
foyer  F  et  de  sommet  S,  et  cette  droite  touche  son  enveloppe 
en  un  point  M  tel  que  RM  =  TR.  La  trisectrice  est  donc  ia 
podaire  de  cette  parabole  relativement  au  point  P,  et  comme 
FP  =  4FS,  on  voit  que  la  trisectrice  de  Maclaurin  est  la 
podaire  d'une  parabole  relativement  au  point  symétrique  du  foyer 
par  rapport  à  la  directrice  de  cette  parabole.  Les  propriétés 
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générales  des  podaires  donneront  par  cette  remarque  des 
propriétés  de  la  trisectrice.  Nous  allons  faire  voir  ici,  com- 
ment on  se  trouve  ainsi  conduit  à  une  construction  simple 
par  la  règle  et  Véquerre  (condition  posée  par  M,  de  Longchamps) 
du  centre  de  courbure  de  la  trisectrice. 

Pour  le  centre  de  courbure  des  podaires,  plusieurs  con- 
structions générales  ont  été  indiquées  ;  entre  autres,  une  par 
M.  Mannheim  (Cours  de  Géométrie  descriptive  ds  l'Ecole  Poly- 
technique, lre  édition,  p.  197);  une  autre,  par  nous-même  (Nou- 
velles Annales  de  Mathématiques,  2e  série,  t.  XIX,  1880,  p.  301). 
Nous  appliquerons  ici  ces  deux  constructions  après  avoir 
légèrement  modifié  celle  de  M.  Mannheim,  de  façon  à  n'avoir 
besoin  pour  l'effectuer  que  de  la  règle  et  de  l'équerre. 

Élevons  en  M  une  perpendiculaire  à  MT;  c'est  la  normale 


à  la  parabole.  Si  elle  coupe  en  N  la  perpendiculaire  élevée 
en  P  à  PQ,  QN  est  la  normale  à  la  trisectrice  en  Q.  En  F 
élevons  à  MF  une  perpendiculaire  qui  coupe  en  E  la  normale 
à  la  parabole,  et  portons  sur  cette  droite  le  segment  Eni  =  ME  ; 
le  point  m  est  le  centre  de  courbure  de  la  parabole  répondant 
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au  point  M.  Soi i  enfin  11  le  point  uîi  la  perpendiculaire 
t;l<'\ée  en  m  à  Mm  coupe  la  droite  PQ.  Los  modes  de  déter 
minatioD  du  centre  de  courbure  <y  de  la  trisectrice,  répondant 
au  point  Q  seronl  les  suivants  : 

1°  D'après  la  construction  générale  de  M.  Mannhcim,  —  abais- 
ser <la  point  H  la  perpendiculaire  HI  sur  NQ,  et  du  point  I 
la  perpendiculaire  IK  sur  NP;  la  droite  MK  coupe  la  normale 
QN  ait  centre  de  la  courbure  q. 

2°  •  D'après  notre  construction  générale,  —  en  N  élever  à  NQ 
la  perpendiculaire  NV,  et  abaisser  du  point  H  sur  celte  droite 
la  perpendiculaire  HV.  Du  point,  W  où  VQ  cowpe  NH,  abaisser 
sur  la  normale  N^  une  perpendiculaire  dont  le  pied  est  le  centre 
de  courbure  q. 

On  pourrait,  à  titre  d'exercice  de  géométrie,  démontrer  la 
coïncidence  des  points  q  obtenus  par  ces  deux  constructions. 


GÉOMÉTRIE  DU  TRIANGLE 

(ÉTUDE  BIBLIOGRAPHIQUE  ET  TERMINOLOGIQUE) 
Par  M.  Emile  Vigarié. 

[Suite,  voir  p.  175). 


CORRESPONDANCE    DE   POINTS   ET   DE    DROITES 

27,    Point  et  droite   harmoniquement   associés 

(M,  a).  —  Si  on  prend  les  points  [/,  ;/,  ;/"  conjugués  harmo- 
niques des  points  M',  M",  M'"  où  les  droites  AM,  BM,  CM 
coupent  les  côtés  du  triangle,  ces  points  j*,',  ;/,  \j.'"  sont  sur 
une  même  droite  que  nous  noterons  par  la  lettre  [j.  et  que 
nous  appellerons  avec  M.  de  Longcbamps  (J.  E.y  1886)  droite 
harmoniquement  associée  au  point  M  (*).  La  droite  u.  corres- 


(*)  La  droite  [J.  a  été  aussi  nommée  polaire  trilinéaire  de  M,  M  étant 
dit  pôle  trilinéaire  de  p.  Ces  expressions  crées  par  M.  le  colonel  Mathieu 
(N.  A.  M.,  1865),  qui  trouvent  une  interprétation  dans  la  théoiie  des 
cul-iques,  ont  été  adoptés  par  plusieurs  auteurs  et  notamment  par  M.  J. 
Neuberg  (J.  S.f  1886,  p.  8,  et  Mémoire  sur  le  tétraèdre).  Nous  adopterons 
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pondant  au  point  M  (a,  (3,  y) 

1  —  î  —  l 
A  "  B  ""  G 

a  pour  équation  : 

a  fj         y 

Nous  avons  déjà,  dans  ce  qui  précède,  rencontré  souvent 
la  droite  p.}  nous  aurons  dans  la  suite,  occasion  d'indiquer 
plusieurs  applications  de  la  présente  association. 

28.  Points  et  droites  associés  (sens  général).  —  A  un 
point  M  (A,  B,  C)  on  associe  une  droite  A,  correspondant  à 
1  équation  : 

a/(A,  B,  C)  +  p/flB,  G,  A)  +  y/*(C,  A,  B)  =  o 
Il  suffira  pour  construire  A:  1°  de  déterminer  le  point  M' 
(associé  à  M)  et  dont  les  coordonnées  sont  : 

/(A,B,C),        /"(B,C,A),        /(C,A,B) 
2°  De  prendre   la   droite  ;/  harmoniquement  associée    ait 
point  M'. 

3°  Enfin,  la  transversale  réciproque  j/0,  de  ;/. 
La  droite  f/0,  aiusi  obtenue,  n'est  autre  que  A. 

29.  Examen  d'un  cas  particulier  d'une  droite  et 
d'un  point  associés.  —  Considérons  la  droite  A  repré- 
sentée par  l'équation 

Aa  -+-  B(3  -+-  Cy  =  o 
et  associons  lui  le  point  M  dont  les  coordonnées  sont  pro- 
portionnelles à 

a2  62  c2  y 

A(B  -  G)'         B(G  -  A)  '         C(A  -  B)  ' 
Le  point  M  ainsi  déterminé  se  trouve  sur  le  cercle  circons 
cri  ta  ABC.  Donc: 

A  toute  droite  remarquable  A  du  plan  du  triangle  corres- 
pondra un  point  M  du  cercle  circonscrit,  la  correspondance 


ici  le  terme  proposé  par  M.  de  Longchamps;  ce  terme,  dans  la  géométrie 
du  triangle,  nous  paraît  rappeler,  mieux  que  tout  autre,  le  genre  d'asso- 
ciation de  la  droite  a  et  du  point  M. 
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du  point  et  de  la  droite  étant  déterminée  par  la  loi  géomé- 
trique suivante  : 

Soit  A'  le  point  où  A  rencontre  BC,  la  parallèle  à  A  menée 
par  A  rencontre  le  cercle  circonscrit  en  A";  la  droite  A' A"  et 
les  droites  analogues  B'B",  C'C"  se  coupent  sur  le  cercle  cir- 
conscrit, au  point  cherché  M  (*). 

Ainsi,  à  une  droite  A,  correspond  un  point  M;  la  réciproque 
n'est  pas  exacte.  Cependant,  si  l'on  prend  sur  le  cercle  circons- 
crit un  point  quelconque  M  et  si  l'on  considère  son  point  inverse 
Ma  (situé  à  l'infini),  une  droite  quelconque,  passant  par  Ma, 
a  pour  transversale  réciproque  une  droite  qui  fournit  le 
point  M,  quand  on  lui  applique  la  loi  géométrique,  énoncée 
ci-dessus. 

CORRESPONDANCE    DE    DEUX    DROITES    (**) 

30.  Correspondance  générale  des  deux  droites. 

—  Supposons  que  nous  sachions  faire  correspondre  1°  Un  point 
M'  à  un  point  M  ;  2°  une  droite  y.  à  un  point  M,  et  récipro- 
quement. Alors  nous  pouvons  faire  correspondre  :  à  une 
droite  donnée  ;;.  un  point  M,  à  celui-ci  un  point  M'  ;  enfin 
à  ce  dernier  point  une  droite  ;/.  Donc  à  une  droite  A  nous 
saurons  faire  correspondre  une  droite  A',  toutes  les  fois  que 
nous  saurons  établir  une  correspondance  entre  deux  points 
et  aussi  entre  un  point  et  une  droite.  Cette  correspondance 
des  droites  A,  A'  une  fois  établie  on  pourra  chercher  la  loi  de 
correspondance  qui  unit  directement  ces  droites.  Nous  allons 
faire  l'application  de  ces  notions  générales. 

31.  Transversales  réciproques,  (p,  y.0).  —  Soit  a 
une  droite  et  M  son  point  harmoniquement  associé  ;  à  ce 
point  M  correspond  son  réciproque  M0  et  à  M0  correspond  une 
transversale  ;x0,  harmoniquement  associée.  De  la  correspon- 
dance des  points  et  droites  harmoniquement  associés  et  des 

(*)  Voir:  G.  de  Longchamps.  J.-E.,  188G  p.  270-273.  Ce  théorème  a  été 
donné  par  M.  Mckensie  [Educational  Times,  question  6871;.  On  en  trouve 
une  démonstration  dans  Mathematical  questions  and  solutions  (Vol.  XL 
p.  66  et  vol.  XLIII,  1885,  p.  109). 

(••)  Pour  tout  ce  qui  se  rapporte  a  la  correspondance  des  deux  droites 
voir  G.  de  Longchamps.  —  /.  E.t  1886,  pp.  243-250. 
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points  réciproques  on  déduit  donc  l'association  des  droites  ja, 
fx0.  Elles  ont  été  appelées  (*)  par  M.  de  Longchamps  Trans- 
versales réciproques.  Nous   les  noterons   par  les  lettres   \j.  et 

On  déduit  facilement  de  ce  qui  précède  la  loi  qui  unit 
directement  les  deux  transversales  réciproques  ;  il  suffit 
d'observer  que  les  deux  droites  »x,  u0  coupent  les  côtés  du 
triangles  en  des  points  isotomiques . 

A  une  droite  jjl,  ayant  pour  équation 

Aa  +  Bp  4-  Gy  =  o, 

correspond  une  transversale  réciproque  u0,  dont  l'équation  est 

a        p        y 

— h  J — h  —  —  o. 

A      B        C 

32.  —  Transversales  inverses,  (a,  u2).  —  Considé- 
rons une  transversale  y.  et  son  point  harmoniquement  asso- 
cié M.  Prenons  le  point  inverse  M2  et  la  droite  u2  harmoni- 
quement associée  à  ce  point.  Les  deux  transversales  u  et  <j-.2 
sont  appelées  droites  ou  transversales  inverses  :  nous  les  note- 
rons par  les  lettres  ;v.  et  (x2.  La  loi  géométrique  qui  unit 
directement  ces  droites  est  facile  à  trouver;  si  [x  coupe  les 
côtés  du  triangle  en  a,  p,  y,  les  isogonales  Aa ,  B£',  Cy\ 
(§  3)  de  Aa,  Bp,  Gy,  donnent  trois  points  a',  p',  y',  situés 
sur  une  môme  droite  qui  n'est  autre  que  [7.2  (***). 


(*)  A.  E.  IV.,  1866. 

(**)  Ces  droites  remarquables  ont  des  applications  nombreuses  qui 
ont  été  développées  par  M.  G.  de  Longchamps  dans  diverses  notes. 
Outre  le  mémoire  fondamental,  déjà  cité,  on  peut  consulter  : 

1°  Sur  les  conchoïdales  [N.  C.  AL,  1879,  p.  145)  ; 

2°  Sur  les  cubiques  unicursales  {N.  C.  AL,  1879,  p.  403); 

3°  Transversales  réciproques  et  applications  [J.  E.,    1884,  p.  272)  ; 

4°  Courbes  diamétrales  et  transversales  réciproques  {J .  S.,  1882,  p.  "2o)  ; 

5°  Applications  nouvelles  des  transversales  réciproques  (J.  S.,   1884; 

(>°  Sur  l'Hypocycloïde  à  trois  rebroussements  [J.  S.,   1885,  p.  131)  ; 

7°  Sur  les  courbes  parallèles  et  quelques  autres  courbes  remarquables  [J. 
S  ;  p.  131)  ; 

8»  Détermination  des  peints  d'inflexion  dans  les  cubiques  circulaires  droites, 
(A.  F.;  congrès  de  Nancy,  1886); 

On  peut  aussi  se  reporter  à  la  Géométrie  analytique,  (t.  I  ;  p.  18)  et  au 
Supplément  au  cours  de  mathématiques  spéciales,  (p.  101)  du  même  auteur. 

(***)  Cette  proposition  a  été  énoncée  pour  la  première  fois  par  M.  le 
colonel  Mathieu  (A7.  A.  M.  1865).  Voir  aussi      E,  1885, 
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A  une  droite  ;;.  ayant  pour  équation 
Av.  -h  Bp  4  Cy  =  o, 
correspond  une  transversale  inverse  représentée  par 

P  y 


Arc'2       [U>2       Ce* 


O 


33.  Droite  de  Newton,  associée  d'une  droite 
donnée.  —  Dans  d'autres  cas,  la  correspondance  entre  deux 
transversales  peut  s'établir  directement: 

Si  dans  un  triangle  ABC,  on  mène  une  transversale  A,  elle 
détermine  un  quadrilatère  complet,  et  l'on  sait  que  les 
milieux  des  diagonales  de  ce  quadrilatère  sont  sur  une  même 
droite  Ar  que  M.  de  Longchamps  appelle  Droite  de  Newton, 
associée  à  A,  ou,  plus  brièvement  encore,  la  Newtonienne  do  A. 

L'équation  de  A  étant 

Aa  +  B|3  -f-  Cy  =  o, 
celle  de  A'  sera 

S  +  y  —  a       oc  +  y  —  B       a  -h  3  —  y 

H ± -f-  ! =  O. 

A  B  C 

La  correspondance  entre  les  points  M  et  M'  harmonique- 

ment  associés  'aux  droites  A  et  Ar  est  facile  à  trouver. 

Les  coordonnées  (a,  g,  y)  de  M  sont  : 

i         i         r 

Â'    F    U 

celles  de  M'  (a,  f/,  y')  sont  données  par  les  formules  : 
i        i        i  \  / 1       i        i  \        ,  / 1        i        i 


*  \B +  C      AJ  ==  ^  VA      C       B/  \A      B      C7 

elles  montrent  que  le  point  réciproque  de  M'  est  le  point  anti- 
complémentaire de  M.  (A  suivre.) 


SUR   LE    TRIFOLIUM 

par  M.  4*.  de  Longchamps. 


Cette  quartique  unicursale  est  caractérisée  par  les  pro- 
priétés suivantes  : 

1°  Elle  est  isotropique;  c'est-à-dire  qu'elle  n'admet  pas 
d'autres  directions  asymptotiques  que  celles  du  cercle. 
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1°  Elle  possède  un  point  triple  et,  en  ce  point  triple,  elle 
présente  deux  branches  rectangulaires. 

D'après  cela,  en  prenant  pour  origine  le  point  triple  0,  et 
pour  axes  de  coordonnées  les  bissectrices  dos  angles  formes 
par  les  deux  tangentes  en  0  qui  sont  rectangulaires,  l'équa- 
tion du  trifolium  est 

(.X2  +  ?/2)2  =  (A.x  +  B?/)(.c2  —  7/2). 

En  posant  : 

A  =  /icosa,         B  =  /?sina, 

l'équation  polaire  du  trifolium  est 

p  =  /iCOs(o)  +  à)coS2o>. 
On   voit  donc   que   la  courbe  est  bien  déterminée,  quand 
on  donne  les  paramètres  A,  B.  On  peut  observer  que  le  tri- 
folium coupe  les  axes  de  coordonnées  en  des  points  P,  Q  tels 
que 

OP  —  /icosa  =  a,  OQ  =  ^sina  =  b. 
En  menant  par  ces  points  P,  Q  des  parallèles  aux  axes, 
celles-ci  se  coupent  en  un  point  M  dont  les  coordonnées  sont, 
par  conséquent,  A  et  —  B.  A  chaque  point  M,  pris  dans  le 
plan  d'un  angle  droit,  correspond  donc  un  trifolium  ;  et  réci- 
proquement. 

Pour  la  commodité  du  langage,  nous  dirons  que  M  est  le 
point  caractéristique  du  trifolium. 

Lorsqu'il  est  situé  sur  l'un  des  axes  de  coordonnées,  la 
courbe  correspondante  est  le  trifolium  droit  (C.  M.  S.,  t.  II, 
p.  512.  —  Journal,  1886,  p.  254;  et  1887,  p.  68).  En  plaçant 
le  point  M  sur  la  bissectrice  de  yOœ,  on  obtient  le  folium 
double  (Journal,  1885,  p.  251;  et  1887,  p,  67).  Dans  les  autres 
cas,  la  quartique  n'ayant  pas  d'axe  de  symétrie,  on  peut  dire 
que  la  courbe  est  un  trifolium  oblique. 

M.  Brocard  (loc.  cit.)  a  considéré  le  folium  double  et  le 
trifolium  droit,  comme  des  podaires  d'une  hypocycloïde  à  trois 
rebroussements,  relativement  à  deux  points  pris  sur  l'un 
des  axes  de  cette  courbe.  Il  en  a  déduit,  naturellement,  une 
construction  correspondante,  pour  les  normales  à  ces  courbes. 
Nous  allons  étendre  au  trifolium  oblique,  avec  des  modifi- 
cations convenables,  les  résultats  obtenus  par  M.  Brocard 
pour  le  trifolium  droit  et  le  folium  double. 
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1.  Construction  par  points  du  trifolium  oblique. 
—  Nous  désignerons  toujours  par 
M    le   point   caractéristique  du 
trifolium  propose  el    nous  pose 
rons,    comme   nous    l'avons  fait 
tout  à  Pheure, 

OM  =  h,        MOx  =  a. 

Par  M  traçons  une  droite 
mobile  A;  soit  H  la  projection 
de  0  sur  A.  Si  l'on  mène  par 
H,  A'  formant  avec  A  et  l'un  des 
axes  un  triangle  isocèle,  le 
lieu    du  point  1,  projection  de   0  sur  A',   est  un    trifolium. 

En  effet,  soit 

01  —  p,         JOx  =  o>; 
la  construction  indiquée  donne 
sont  égaux;  on  a 

p  —  OH  cos  2w.  (1) 

D'autre  part,  le  triangle  OHM  donne 
OH  =  h  cos  (a  +  w). 

Les  relations  (1)  et  (2)  donnent 

p  —  h  COS  (a  -h  o>)  COS  2w. 

Ainsi  le  lieu  de  I  est  le  trifolium. 

Nous  allons  déduire  de  cette  construction  (*)  un  théorème 
qui  généralise  celui  de  M.  Brocard,  rappelé  plus  haut. 

(A  suivre.) 


(2) 


BOURSES  DE  LICENCE   (1887) 


—  Dans  un  plan,  rapporté  à  deux  axes  rectangulaires,  on  considère  le 
système  de  cercles  S  défini  par  l'équation 

x2  -b  y2  +  ax  +  by  +  ka  +  Bb  -+-  G  =  o, 
où  A,  B,  G  sont  des  constantes  données,  a,  b  des  paramètres  variables. 
Démontrer  qu'à  chaque  point  M  du  plan,  correspond  un  point  M',   tel 


[*)  On  voit  que  cette  construction  nous  est  inspirée  par  la  composi- 
tion du  dernier  concours  de  l'Ecole  Polytechnique  (V.  Journal,  p.  162.) 
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que  par  les  deux  points  M,  M'  on  puisse  faire  passer  une  infinité  de 
cercles  S.  On  montrera  comment  les  coordonnées  de  l'un  s'expriment 
au  moyen  des  coordonnées  de  l'autre.  On  prouvera  que  la  droite  MM' 
passe  par  un  point  fixe  I  et  que  le  produit  IM  X  IM*  est  constant.  Enfin, 
on  cherchera  à  remplacer  la  définition  analytique  des  cercles  S  par  une 
définition  géométrique  qui  mettra  en  évidence  les  propriétés  qui  précèdent. 
—  Les  constantes  A,  B.  G  étant  données,  on  propose  de  déterminer  des 
constantes  A^C,  de  façon  que  l'expression 

A  B  C  A,  B,  Gt 

x  —  a       x—b       x  —  c       \x  —  a)2       [x  —  b)2       [x  —  c)2 
soit  le  carré  d'une  fraction   rationnelle   en  x.  A  quelle   condition   cela 
est-il  possible?  Les  constantes  A,  B,  G  sont  supposées  différentes. 


CORRESPONDANCE 


Extrait  d'une  lettre  de  M.  Catalan. 

...  Le  théorème  démontré  par  M.  Griessest,  en  partie,  dans 
mon  petit  mémoire  intitulé  :  Quelques  théorèmes  d' Arithmétique 
(Académie  de  Belgique,  1884);  mais  j'avais  supposé^  entier, 
positif.  La  généralisation  indiquée  par  M.  Griess  est  curieuse; 
peut-être  la  démonstration  proposée  pourrait-elle  être  sim  • 
plifiée... 


QUESTIONS  ÉNONCÉES  (*) 


SÉRIES 

4.  tg^  +  tg  \  +  tg \  +  ...tg^  +  ... 

5  4  j  n 

Série  divergente  ;  on  la  compare  à  la  série  harmonique  multipliée  par  t.. 

(*)  Sous  ce  titre  nous  publierons  désormais,  dans  chaque  numéro,  les 
énoncés  d'un  certain  nombre  de  questions  posées  aux  examens  de 
l'École  Polytechnique,  mais  choisies  parmi  celles  qui  semblent  mériter 
d'être,  plus  spécialement,  signalées  à  l'attention  des  candidats. 

A  l'occasion,  nous  ajouterons  à  l'énoncé  quelques  mots  d'indication; 
mais,  comme  par  le  passé,  nous  continuerons,  dans  la  partie  consacrée 
aux  Questions  d'examens,  l'exposition  des  exercices  qui,  par  leur  difficulté 
relative,  ou  par  l'intérêt  particulier  qu'ils  présentent,  méritent  des  déve- 
loppements plus  complets. 

Nous  rappelons,  à    ce  propos,   à   nos  lecteurs,  que   le   recueil   des 


2. 
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I  I  I 


l  +  X         l  -h  X%  I    -t-  Xn 


Série  évidemment  divergente  pour  x  <  i  ;  convergente,  pour  a?  >  x . 
GC  dernier  point  s'établit,  si  l'on  veut,  en  la  comparant  à  la  progression 
i 


I 

+  . 

i 
. .  H h  .    • 

3. 

i          i         i 

h   -   H-    ... 

I           2           .) 

+  (-  0 

Série 

connue,  convergente. 

I                      I 

I 

4. 

nUn  ' 

2DJ2       3L?J3 

(*) 

Pour  p  =  i  la  série  est  divergente,  c'est  la  série  de  M.  Bertrand; 
elle  est  divergente,  à  fortiori,  pour  p  <  i.  Dans  le  cas  où  p  est  supé- 
rieur à  l'unité  la  série  est  convergente.  On  peut  le  reconnaître,  autrement 
que  nous  ne  l'avons  fait  [toc.  cit.),  de  la  manière  suivante. 

On  a 


2(L2)P  2(L2)P 

I 

-r--7-r:< 


3(L3)P       4(L4)P  ^  2(L4)P 
i  i  i 


5[L5)P       "'       8(L8)P       2{L8)p 
D'où  il  résulte  que  la  somme  des  termes  de  la  série  proposée  est 
plus  petite  que  celle  de  la  série 

i      /  i  i  i 

1 1 

2(L2)P\IP  2V  3P 

laquelle  est  convergente,  pour  p>  i.  La  convergence  de  la  série  en 
question  se  trouve  donc  établie,  dans  cette  même  hypothèse,  p  >  i. 

i  i  i  i 

4- 


y/2  —  i        \J  i  +  i        y/3  —  i        \/3  +  i 
i  i 


\J  n  —  i        \J  n  -h  i 
Série  harmonique,  multipliée  par  2. 


quesiions  posées  au  dernier  concours  de  l'École  Polytechnique  est 
publiée  parla  librairie  Croville-Morant-Foucart,  20,  rue  de  la  Sorbonne. 
Ils  trouveront,  dans  cette  publication,  en  très  grand  nombre,  d'autres 
énoncés  intéressants.  G.  L. 


(*)  Voyez  Journal,  1886,  p.  164;  et  1887,  p.  19. 
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X  X  'JC 

6.  sin  x  -+-  sin  — h  siD h  , . .  -+-  sin  —  . 

ry  ry  2  ryTi 

JC  00  CC 

Série  convergente.  —  On  la  compare  à  la  série  — 1 1 — --+-  ••  • 

I  2  22 


7. 


i        32  -  i  n2  -  i 


Série  convergente,  parce  que  lim  n2un  =  i  ;  elle  est  aussi  sommatoire 
en  vertu  de  l'identité 

2  I  I 


log 


n-  —  i         n  —  i         n  -+-  1 
I 


8.  —  Si  lim est  égale  à  i,  la  série  est  convergente. 


log  n 


(V.  Supplément,  p.  39,  ex.  18). 


EXERCICES  ÉCRITS  (*) 


1.  —  On  donne  une  circonférence  V  et  l'on  joint  un  point 
M,  mobile  sur  cette  circonférence,  aux  extrémités  A,  B  d'une 
corde  fixe;  ayant  mené  une  tangente  A,  parallèle  à  BM,  la 
droite  AM  rencontre  A  en  un  certain  point  I  ;  trouver  le  lieu 
décrit  par  ce  point. 

2.  —  Dans  ces  mêmes  conditions,  une  droite  A'  tangente 
à  F,  et  parallèle  à  AM,  rencontre  A  en  un  point  M'  ;  on 
joint  MM'  et  l'on  propose  de  trouver  le  lieu  décrit  par  le  point 
J,  milieu  de  MM'. 

(*)  Sous  ce  titre,  nous  indiquerons,  chaque  mois,  une  ou  plusieurs 
questions,  pouvant  servir  d'exercice  utile  à  la  préparation  de  la  compo- 
sition écrite  proposée  aux  examens  de  l'École  Polytechnique,  ou  à  ceux 
de  l'Ecole  Normale.  Le  numéro  suivant  fera  connaître  les  résultats 
principaux  de  cet  exercice. 

Dans  l'intervalle,  les  abonnés  pourront,  s'ils  le  veulent,  nous  adresser 
leurs  solutions  ;  elles  leur  seront  renvoyées,  annotées. 

Nous  donnerons  d'abord  quelques  problèmes  très  simples  à  la  portée 
de  tous;  nous  en  proposerons  ensuite,  dans  le  courant  de  l'année,  de 
plus  difficiles.  G.  L. 
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QUESTIONS  D'EXAMEN 


18  (*).  —  On  donne  un  paraboloïde  hyperbolique  équilatère, 
et  une  ellipse  dans  un  de  ses  plans  directeurs.  A  cette  ellipse, 
on  mène  une  tangente,  et  on  considère  une  génératrice  du  para- 
boloïde qui  lui  soit  perpendiculaire  :  lieu  de  la  perpendiculaire 
commune  à  la  tangente  et  à  la  génératrice. 

Je  vais  démontrer  que  ce  lieu  se  compose  : 

1°  D'un  cylindre  droit,  ayant  pour  base  une  podaire  de  l'el- 
lipse : 

2°  De  deux  paraboloides  hyperboliques,  égaux  entre  eux  et 
égaux  au  paraboloïde  donné  ; 

S0  D'un  plan. 

Prenons  pour  origine  le  sommet  du  paraboloïde,  pour  axe 
des  x,  l'axe  de  la  surface  et  pour  plans  yox  et  zox  les  plans 
directeurs  du  parabo- 
loïde (*).  Soit  c  l'ellipse 
donnée,  dans  le  plan  yox. 
Il  y  a  lieu  de  considérer 
successivement  les  géné- 
ratrices qui  sont  parallèles 
au  plan  xoy  et  celles  qui 
sontparallèles  au  plan  jmr. 

Si  G  est  une  génératrice 
parallèle  à  xoy,  il  lui  cor- 
respond toujours  une  tan- 
gente rectangulaire  T.  La 
perpendiculaire  commune 
à  G  et  à  T  est  parallèle  à 

oz;  soit  d'ailleurs  oq  la  projection  de  G  sur  xoy  :  elle  coupe  T 
en  m,  et  m  est  la  trace  de  la  perpendiculaire  commune.  Or, 


4^> 


T- 


_iE- 


(*)  La  solution  qui  suit  nous  a  été  adressée  par  M.  Georges  Mar.pin, 
élève  au  lycée  de  Rennes. 

[**)  Dans  ce  système  d'axes,  son  équation  e«t  yz  =  ax\  mais  elle  ne 
nous  sera  pas  utile. 
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le  lieu  du  point  m  est  visiblement  la  podaire  de  o  par  rap- 
port à  l'ellipse  ;  on  sait  que  ce  lieu  est  une  quartique. 
Ainsi,  le  lieu  de  A   est  un  cylindre  du  quatrième  ordre; 

2°  Considérons  maintenant  une  génératrice  F  parallèle  à 
zox  (fîg.  2j  :  supposons  qu'il  lui  corresponde  une  tangente  0  à 
l'ellipse  c.  L'angle  droit  formé  par  V  et  0  a  un  côté  dans  le  plan 
ocoy;  donc,  il  se  projette  sur  ce  plan  suivant  un  angle  droit: 
or  la  projection  y  de  T  est  parallèle  à  ox,  donc  6  sera  perpen- 
diculaire à  ox. 

Ainsi,  la  tangente  6  est  menée  à  l'ellipse  c  parallèlement 
à  oy.  Il  y  a  deux  tangentes  parallèles  à  oy,  je  les  désignerai 
par  0  et  0^ 

Cherchons  le  lieu  correspondant  à  0  :  y  et  8  se  coupent 
en  r,  menons  par  ce  point  rH  perpendiculaire  à  T;    cette 


droite  P  représente  la  perpendiculaire  commune  P.  Or,  sup- 
posons que  le  paraboloïde  donné  glisse  d'abord  parallèlement 
à  lui-même,  le  long  de  ox,  de  manière  que  oy  vienne  s'ap- 
pliquer sur  ô  ;  puis,  qu'on  lui  imprime  une  rotation  d'amplitude 

-,  autour  de  6.  On  voit  alors  que  la  génératrice  T  sera  con- 

2 

fondue  avec  P.  Ainsi  à  toute  génératrice  du  paraboloïde  cor- 
respondra une  génératrice  du  lieu  ;  le  paraboloïde  sera  donc 
confondu  avec  le  lieu  deP;  etc. 

3°  Nous  avons  dit  (2°)  qu'une  génératrice  T  se  projette  paral- 
lèlement à  ox  :  il  y  a  exception  pour  la  génératrice  oz.  Cette 
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génératrice  est  projetée  suivant  le  point  o,  clic  est  perpen- 
diculaire à  toutes  les  tangentes  à  c,  et  le  lieu  des  perpendi- 
culaires communes,  qui  lui  correspondent,  est  le  plan  xoy. 

(A  suivre.) 


QUESTION  99 

solution  par  M.  E.  Fesqcet,  au  lycée  de  Nîmes. 


On  donne  dans  le  plan  une  droite  fixe  DD'  et  deux  points  fixes 
O  et  A.  Par  le  point  O  on  mène  deux  cercles  tangents  tous 
dciLv  à  la  droite  fixe  DD'  et  à  une  autre  droite  quelconque  issue 
du  point  fixe  A,  On  demande  d'étudier  le  lieu  décrit  par  le 
second  point  M  d'intersection  de  ces  deux  cercles,  quand  la  droite 
AB  tourne  autour  du  point  A. 

Ce  lieu  peut  évidemment  se  définir  ainsi  :  étant  donnés 
une  droite  fixe  DDr  et  deux  points  fixes  O  et  A,  trouver  le 
lieu  du  symétrique  du  point  O  par  rapport  à  la  bissectrice  de 
l'angle  formé  par  DD'  et  une  droite  mobile,  issue  de  A.  Me- 
nons Ox  perpendiculaire  à  DD'. 

Soient  OM  =  p  et  MOx  = 


03. 


OE  = 
Soit  OG 
CE  =  a- 


P 


Le  triangle  FOE  donne 
2A 


2  COS  G) 

=  a;  on  a 

P 


D'autre 
triangle 
donne  : 


2  cos  to 

part,    le 
BGE 


BG  =  a  cot 


P 


(0 


2  Slll  to 

L'équation  de  AB  0' 

rapportée  aux  axes  Cx  et  CD  est  donc 

P 


y  —  acoteo ■ =  x  tff  (2  a*  —  -) 

''  2Sinw  b  \  2/ 
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Ou,  en  exprimant  que  cette  droite  passe  par  le  point  fixe 

A  (a,  g), 

S  —  a  rot  a) ! h  y.  cot  2  w  =  0. 

'  2  sm  co 

Telle  est  l'équation  du  lieu  en  coordonnées  polaires,  ox 
étant  l'axe  polaire  et  0  le  pôle.  L'équation  en  coordonnées 
rectilignes  est,  en  prenant  pour  axes  ox  et  oy, 

x       x2  4-  y2       v.(x2  —  y2) 
3  _  a ~  4- —  =  0, 

y         2y  2xy 

ou 

#(#2  4-  )f)  4-  2x(ax-\-  fiy)  —  a(#2  —  if)  =  0. 
Le  lieu  est  donc  une  cubique  T,  ayant  un  point  double 
à  l'origine;  elle  passe  par  les  ombilics  du  plan;  c'est  une 
cubique  circulaire  ayant  pour  asymptote  réelle  la   droite  qui 
correspond  à  l'équation 

x  4-  y.  =  0. 
Construisons  F,  en  la  considérant  comme  une  courbe  tini- 
cursale.  A  cet  effet,  posons 

y  ==  txi 

Nous  avons  alors 

a/2  —  23/  h-  2a  —  a 


x  —  — 


1  4-  t* 
af*  —  2S/  4-  2«  —  a 


Considérons  l'équation  en  t  : 

a/2  —  i\.t  4-  2a  —  a  =  o. 
Pour  qu'elle  ait  ses  racines  réelles,  il  faut  que 

a2  4-  f8  —  2#x  >o 
L'équation  a2  4-f.2  —  2<7a  =  o,  si  l'on  considère  a,  (5  comme 
des  coordonnées  courantes,  représente  un  cercle  ayant  pour 
centre  0  et  passant  par  G.  Nous   désignerons  ce  cercle  par  u, 
11  y  a  maintenant  divers  cas  à  distinguer. 
1°  Le  point  A  est  extérieur  au  cercle  u  ;  on  a  : 

a2  4-  f-2  —  2Cfa  >  o 

Le  point  0  est  un  point  double  réel.  On  voit  facilement  que 
la  courbe  à  la  forme  d'une  branche  strophoïdale.  Elle  devient 
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uiic  véritable  strophoïde  oblique,  lorsque  les  tangentes  au 

nœud  sont  rectangulaires;  ce  qui  a  lieu  quand  OC  =  o. 

2°  Le  point  A  est  sur  le  cercle  v.  Le  point  O  est  un  point  de 
rebroussement  de  première  espèce.  La  courbe  est  une  cissoïde 
oblique. 

<{°  Supposons  eniiii  le  point  À  intérieur  au  cercle  u.  O  est 
alors  un  point  isolé.  La  courbe  a  la  forme  d'une  branche  ser- 
pentine. 

Si  le  point  A  est  sur  DD',  on  a  a  —  o  ;  le  lieu  se  décompose  : 
on  a  l'axe  Oy  et  le  cercle  x1  -+-  y*  -f-  2ax  —  2{iy  —  o,  ce  qui 
était  évident  à  priori. 

Remarque.  —  Le  lieu  que  nous  venons  de  considérer  contient 
des  points  répondant  à  des  cercles  imaginaires  conjugués.  Il 
sciait  facile  de  distinguer  ces  points,  de  ceux  qui  répondent  à 
des  cercles  réels. 

Nota.  —  Autres  solutions  par  MM.  Taratte,  élève  eu  mathématiques 
spéciales  au  lycée  Saint-Louis  ;  Marchis,  lycée  de  Rouen  ;  Fabre,  lycée 
Henri  IV;  F.  Michel  au  lycée  de  Montpellier. 


QUESTION  132 

Solution   par  M.  L.  SmvEis,  élève  de  Mathématiques  spéciales 
au  Lycée  d'Orléans. 


On  considère  des  paraboles  P  qui  sont  tangentes  à  l'origine  à 
l'axe  OX  et  dont  les  direcirices  enveloppent  la  parabole  fixe 
y2  —  2px  —  o  (axes  rectangulaires) . 

Démontrer  : 

1°  Que  l'équation  générale  des  paraboles  P  est  (y  —  Àx)2 
—  2pA3y  =  o,  l  désignant  un  paramètre  variable; 

2°  Que  l  enveloppe  de  ces  paraboles  a  pour  équation  2x3  —  27py2; 

3°  Que  le  lieu  des  foyers  est  une  cissoïde; 

4°  On  propose  enfin  de  trouver  l'enveloppe  des  axes  des  para- 
boles P. 

Ce  lieu  est  Vhypocycloïde  à  trois  rebroussements. 
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L'équation  focale  d'une  parabole,  dont  (a,  p)  est  le  foyer, 
est,  en  axes  rectangulaires, 

(x  -  a)2  4-  (y  -  pf  =  (x  cos  9  4-  y  sin  cp  +  0)2, 
ou,  en  ordonnant, 
(icsincp  — î/coscp)2  — 2^(a+0coscp)  — 2î/(p  +  6sincp)  +  y.2+fi2  — 02  =  o. 

J'écris  que  ces  paraboles  sont  tangentes  en  0  à  Ox,  d'où 

les  deux  relations 

a  4-  G  cos  cp  =  o,  (1) 

a2  +  £2  -  O2  =  o.  (2) 

De  plus  la  directrice  x  cos  cp  +  y  sin  cp  4-  0  =  o  est  con- 
stamment tangente  à  y2  —  2px  =  o  d'où  une  troisième  rela- 
tion, obtenue  en  écrivant  que  l'équation  aux  ordonnées  d'inter- 
section a  une  racine  double, 

p  sin2  9  —  26  cos  9  =  0.  (3) 

Résolvant  (1)  et  (3)  en  a  et  6  j'obtiens 

p  sin2  9       t,      P  sin2  ? 


a  —  —  > 


(4) 


2  2  cos  9 

Et  alors  en  tenant  compte  de  p2  =  O2  —  a2,  on  conclut 

p  sin3  cd 

1        2  COS9 

et,  par  suite, 

p  4-  9  sin  9  =  p  sin2  9  tg  9.  (5) 

Revenons  à  l'équation  générale  des  paraboles  P.  En  tenant 
compte  des  relations  1,  2,  5,  on  a 

(x  sin  9  —  7/  cos  cp)8  =  2^)1/  sin2  9  tg  9  ; 
en  posant  tg  9  =  X  on  a  précisément,  pour  l'équation  géné- 
rale cherchée, 

(y  -  Ixf  -  2Pl*y  =  o.  (P) 

2°  Enveloppe  des  paraboles  P.  —  Il  suffit  d'écrire  que  l'équa- 
tion (P)  admet  une  racine  double  en  l. 

J'applique  la  formule  connue 

(BBr  -  9AA')2  =  4(B2  -  3AB')(B'2  -  3A'B) 
qui  exprime  que  l'équation 

Aie3  4-  Bx2  -+-  B'x  4-  A'  =  o 
a  une  racine  double. 

On  obtient  2a;3  =  2jpif 

et,  en  outre;  l'axe  des  x,  résultat  évident  puisque  cet  axe  est 
tangent  aux  paraboles. 
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(  iette  courbe,  bien  connue,  est  s\  métrique  par  rapporta  l'axe 
des  x  et  se  trouve  située  tout  entière  à  droite  de  l'axe  des  y: 
elle  a  une  tangente  de  rebroussement,  l'axe  des  x,  et  deux 
branches  paraboliques. 

8°  Lieu  des  foyers.  —  On  obtient  ce  lieu  en  éliminant  0  et  çp 
entre  les  relations  (1),  (2),  (3),  car  x,  p  sont  les  coordonnées 
du  foyer. 

De  (4)  on  tire 


et 


d'où 

p   +  2a 

En  remplaçant  dans  (2),  on  a  le  lieu  cherché 

px2  —  2Xl 


62  = 

P% 

sin4 

? 

4 

cos2 

> 

sin2 

cp  = 

=  — 

2a 
—  ? 
P 

r»a  - 

/»* 

x'  +  ?r  =  ou      y 

p  -+-   2X  p  -h   2X 

On  reconnaît,  sous  cette  dernière  forme,  une  cissoïde  dont 
l'asymptote  a  pour  équation 

P 

x  —  -  • 

4°  Enveloppe  des  axes  des  paraboles  P.  —  On  trouve  aisé- 
ment, par  les  méthodes  connues,  l'équation  de  l'axe  : 
A3(p  -+-  x)  —  X2y  -+-  Ix  —  y  =  o. 
Pour  obtenir  l'enveloppe    demandée  il  suffit  d'écrire  que 
cette  équation,    du  troisième  degré  en  X,  admet  une  racine 
commune  avec  sa  dérivée 

3l2(p  +  x)  —  2ly  -+-  x  —  o. 
L'équation  et  sa  dérivée  sont  du  premier  degré  en  x  et  y. 
Je  résous  donc  par  rapport  à  x  et  y  et  j'obtiens  l'enveloppe 
au  moyen  des  formules  unicursales  suivantes  : 
x  X?(3  +  X2)         y  2â3 

~p~  (À2  +  i)2  '      p~       '  (X2  +  i)2' 

On  reconnaît  là  les  égalités  qui  définissent  l'hypocycloïde 
à  trois  rebroussements,  comme  l'a  montré  M.  G.  de  Louç- 
champs  (Journal  de  Mathématiques  spéciales,  1884,  p.  170). 
On  peut  observer  que  Yx  d'un  point  de  la  courbe  est  toujours 
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négatif  et    que   l'hypocycloïclc    est  située   à    gauche    de    la 
droite  oy. 

Nota.  —  Ont  résolu  la  question:  MM.  F.  Michel  et  Valabrègne,  au 
lycée  de  Montpellier;  Bêche,  professeur  à  l'école  normale  de  Tulle; 
Fabre,  élève  au  lycée  Henri  IV;  Giat,  élève  au  lycée  Saint-Louis  (classe 
de  M.  Ed.  Lucas);  Ilugon,  à  Poligny;  Voignier;  Marchis,  au  lycée  de 
Rouen;  Paul  Bourgarel,  à  Antibes. 

M.  Fabre  démontre,  par  des  considérations  purement  géométriques,  et 
très  simples, que  le  lieu  des  foyers  des  paraboles  considérées  est  une  cissoïde. 


QUESTION  PROPOSEE 


231.  —  Démontrer  les  relations  combiuatoires  suivantes  (*): 

1     -~   T. ^»»i    ~*~   ~T ^">2    '  •  ' 


k  -f-  i  -ik  -+-  i  nk  -h  i 

= I'2'"n ..  k«  {**) 

(k  +  i){2k  +  i)  ...(nk  +  i)         v 

-  Can,*»  +   ^2n -2,h-1  ^2,1  +  Co»— i,d-2  •  Ci,2  +    •  •  • 

.  .  .    +  Lin>n  =  4" . 

3°  — î—  -  -  CPjl  +  — —  Gp>2  -  . . .  =  (- i)p  : l-rTr-  • 

4°  Si  n  est  premier  avec  6,  on  a 

G2n-4,n-2  —  ftt(n*  —  n).        (E.  Catalan). 

(*)  Tirées  des  Mélanges  Mathématiques. 

(**)  On  pourra  déduire,  de  ce  résultat,  le  développement,  en  fractions 
simples,  de  la  fraction  rationnelle 

i .  2 . . .  n 

[x  —  i){x  —  2}...[x  —  n) 
Comparez  [Alg.  §  527).  G.  L. 


Le  Directeur  Gérant, 

G.  de  LONGGHAMPS. 


IMPRIMERIE  CENTRALE   DES  CHEMINS   DE   FER.   —  IMPRIMERIE  CHAIX, 
RUE  BERGÈRE,  20,  PARIS.  —  18488"7. 
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GÉOMÉTRIE  DU  TRIANGLE 

(ÉTUDE   BIBLIOGRAPHIQUE  ET  TERMINOLOGIQUE) 
Par  M.  Fmile  %'igarié. 

[Suite,  voir  p.  175). 


34.  Droites  associées  (sens  général).  —  Tout  ce  que 
nous  avous  dit  pour  les  points,  peut  se  répéter  pour  les 
droites  : 

Prenons  une  droite  A 

A  a  +  B5  +  C'y  =  o, 
et  associons-lui  une  droite  Ar  ayant  pour  équation  : 
«/•(À,  B,  C)  +  (>/(B,  C,  A)  +  T/(C,  A,  B)  =  o. 
La  droite  A'  se  construira  facilement  toutes  les  fois    que 
l'on  saura  déterminer  les  deux  points  M  et  M'  ayant  respec- 
tivement pour  coordonnées  : 

/•(A,  B,  G),     AB,  C,  A),     /\C,  A,  B;  ; 
et  A,  B,  C. 

En  effet,  M'  est  le  point  harmoniquement  associé  à  la 
transversale  réciproque  de  A;  si  l'on  construit  la  droite  [x 
harmoniquement  associée  à  M,  puis,  sa  transversale  réci- 
proque, on  obtiendra  la  droite  A'. 

35.  Droites  Brocardiennes  (y.,  y.?,  ^).  —  Considérons 
une  droite  u  ayant  pour  équation 

Aoc  +  B5  +  GY  =  o  ; 

elle  coupe  les  côtés  du  triangle  respectivement  en  A/  B',  C; 
menons 

par  A'  une  parallèle  AAX  à  CA 

—  B'    —  B'Bi  à  AB 

—  C    —         —         C'C,   à  BC 

Les  trois  points  Ax.  Bx,  C^  sont  sur  une  même  droite,  que. 


[*)  Cette  droite,  appellée  quelquefois  la  Médiane  du  quadrilatère  com- 
plet, pourrait,  comme  nous  l'avons  observée  déjà,  être  appelée  la  New- 
tunienne  de  A. 
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par  analogie  avec  les  points  Brocardiens,  nous  noterons  par 
[l§  et  que  nous  appellerons  la  Brocardienne  directe  de  \j..  Elle 
a  pour  équation  : 


h  - — h  —  =  o  • 

BOA 

Si  nous  effectuons  la  construction  précédente  dans  le  sens 
inverse,  c'est-à-dire  en  menant,  par  A',  une  parallèle  à  BA,  etc.. 
nous  obtiendrons  une  seconde  droite  ;x?  qui  est  la  Brocar- 
dienne rétrograde  de  \j.  :  Elle  est  représentée  par  l'équation  : 

a  p         y 

C  +  Â  +  B=°- 

36.  Droites  algébriquement  associées  ({*,  \j.a,  \*-b<  \>-c). 

—  Étant  donnée  une  droite  y.  qui  coupe  les  côtés  du  triangle 
en  A',  B',  Cf;  si  l'on  prend  les  conjugués  harmoniques  de 
ces  points  et  si  on  les  joint  deux  à  deux,  on  obtient  trois 
droites  \xa,  \J-b,  \*-c  qui  sont  les  droites  algébriquement  associées 
à  [jl.  Ces  quatre  droites  associées  qui  correspondent  à  l'équa- 
tion : 

-+-  —  -+•  S-  ±  -i-  =  o 

~  A  ~  B       C 

forment  un  quadrilatère  complet,  dont  les  diagonales  sont 
les  côtés  du  triangle  de  référence.  Ces  droites  sont  d'ailleurs 
harmoniquement  associées  aux  points 

±  A,     ±  B,     ±  G. 

37.  Tj  iangles  réciproques.  —  Si  l'on  considère  sur 
les  côtés  d'un  triangle,  des  points  M',  M',;  M",  M?;  M'",  M'0"  res- 
pectivement isotomiques,  les  deux  triangles  M'M'M''',  WMX' 
sont  appelés  par  M.  de  Longchamps  (/.  E.,  1887,  p.  224) 
triangles  réciproques. 

Deux  triangles  réciproques  M'M'M'",  MXM';'  sont  équi- 
valents (*)  ;  si  donc  les  trois  points  M'M'M'"  sont  sur  une 
même  droite  p,  c'est-à-dire  si  la  surface  du  triangle  est  nulle, 
les  points  M'„,  Mi',  M0"  sont  une  droite  p.0  qui  est  la  transver- 
sale réciproque  de  \k.  On  obtient  ainsi  une  généralisation  cu- 
rieuse du  théorème  des  transversales  réciproques. 

(*)  Voyez  :  J.  E.,  1877;  pp.  224,  375. 
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On  a  vu  par  les  différentes  constructions  que  nous  avons 
données  jusqu'ici,  cl  par  les  citations  fuites,  l'importance  des 
points  etdes  transversales  réciproques;  nous  allons  encore  indiquer 
quelques-unes  de  leurs  propriétés  et  de  leurs  applications. 

1°  La  transversale  réciproque  est  parallèle  à  la  droite  qui 
joint  les  milieux  du  quadrilatère  complet  formé  par  la  trans- 
versale proposée  avec  le  triangle.  Ces  points  milieux,  et  les 
points  ou  la  transversale  réciproque  rencontre  les  côtés  du 
triangle,  forment  deux  systèmes  homothétiques  ;  le  centre 
de  gravité  est  le  centre  de  cette  homothétie,  dont  le  rapport 
est  celui  de  2  à  t. 

On  sait  qu'à  un  point  correspond  une  conique  tangente 
a  trois  droites  fixes  (Théorème  de  Magnus,  §  2),  ce  point  et 
cette  conique  donnent  lieu  à  la  relation  suivante  : 

2°  A  un  point  M,  correspond  une  conique  F  inscrite  au 
triangle  ABC  qui  sert  de  base  à  la  transformation;  le  point  M, 
le  centre  de  gravité  G  de  ABC  et  le  centre  de  F  sont  trois 
points  en  ligne  droite;  de  plus,  le  rapport  des  distances  du 
centre  de  gravité  à  ces  deux  points,  rapport  pris  dans  l'ordre 
que  nous  venons  d'indiquer,  est  celui  de  2  à  r.  En  d'autres 
termes  :  le  centre  de  Y  est  le  'point  complémentaire  de  M. 

De  là  on  déduit  cette  conséquence  importante  : 

3°  A  un  point  à  l'infini  de  la  première  figure  correspond 
une  parabole  dont  l'axe  est  parallèle  à  la  direction  donnée. 

Pour  montrer  encore  une  fois  l'importance  de  la  méthode 
de  transformation  par  points  réciproques,  nous  ferons  obser- 
ver combien  il  est  difficile  ordinairement  de  savoir  ce  que  de- 
viennent, après  une  transformation,  les  angles  et  surtout  les 
propriétés  métriques  d'une  figure  donnée;  si,  le  plus  souvent, 
on  transforme  simplement  les  propriétés  descriptives  des 
figures,  il  n'en  est  pas  de  même  des  autres.  Cette  diiïiculté, 
par  suite  de  la  propriété  que  nous  venons  de  rappeler,  se 
trouve  comme  annulée  dans  la  méthode  de  transformation  de 
M.  G.  de  Longchamps.  (A  suivre.) 


2â0 
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SUR   LE    TRIFOLIUM 

par  M.  in.  de  Longcliamps. 

(Suite,  voir  p.  203.) 


Théorème.  —  Le  trifolium  est  la  podaire  de  Vhypocyclo'ide 
à  trois  rebroussements,  lorsque  le  pôle  de  la  podaire  est  pris 
sur  le  cercle  inscrit  à  l'hypocycloïde. 

Pour  le  démontrer,  cherchons  l'enveloppe  des  droites  A', 
considérées  tout  à  l'heure. 

La  question  se  présente  alors  sous  la  forme  suivante  : 

On  donne  un  angle  droit  yOx,  un  point  fixe  M  et  le  cercle 

U  décrit  sur  OM  comme 
diamètre.  Par  M  on  fait 
passer  une  transversale 
mobile  qui  rencontre  U  en 
H  et  par  H  on  trace  une 
droite  A'  symétrique  de 
MH  par  rapport  à  la  paral- 
lèle à  Oy  menée  par  H. 
L'enveloppe  de  A'  est  une 
hypocycloïde  à  trois  re- 
broussements. 

Autrement.  Lorsqu'une 
parabole  mobile  est  cons- 
tamment inscrite  dans  un 
angle  droit  yOx,  si  la  corde 
des  contacts  passe  par  un 
point  fixe,  l'axe  de  la  cour- 
be enveloppe  une  hypocy- 
cloïde à  trois  rebrousse- 
Fuj'  '*  ments.  (*) 

On  peut  d'abord  établir,  très  simplement,  par  le  calcul, 
cette  proposition. 


(*)  Cette  remarque  a  été  faite  également  par  MM.  Brocard  et  Neuberg 
(MûthJsiSj  p.  18  L) 
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On   trouve  que  l'équation  générale  des  droites  A',  a,  b 
désignant  les  coordonnées  de  M,  est 

y  +  tx  +  (6  -  al)  t%       ^  =  o. 

En  prenant  la  dérivée  par  rapport  à  ty  on  a,  d'abord, 
«(/*  +  4/2  -  i)  -  4-bt 


x 


puis  —  y  = 


|2 


(/2    +     i)1 

4a/8  +  ô(J*  -  4/2  -  ■  i) 


(*2  +  i)2 

Il  est  facile  de  reconnaître  que  ces  formules  représentent 
l'hypocycloïde  à  trois  rebroussements. 

Mais  on  peut  le  voir,  plus  élégamment,  par  des  considé- 
rations géométriques. 

Cherchons  la  relation  qui  existe  entre  les  arcs  OH  =  w, 
OM'  =  v. 

On  a  ML#  =  a  +  OMH, 

et  HKa?  =  OHM'  +  ROx  ==  OHM'  +  -  -  MLa\ 

2 

En  observant  que,  d'après  la  construction,  ML#  =  IIK#, 
on  a  2ML#  =  OHM'  4-  -  ; 

2 

et,  par  suite,      2OMH  +  27.  =  OHM'  4-  -1 

ou,  finalement,  2U  —  v  =  iz  —  47..  (1) 

Les  arcs  u  et  v  sont  comptés,  en  sens  contraire,  à  partir 

de  l'origine  O;  nous  pouvons  changer  cet  origine,  de  façon 

à  faire  disparaître  la  constante  qui  entre  dans  la  relation 

précédente. 
Soit  O'  la  nouvelle  origine;  posons 

OOr  =  0,       O'H  =  U,       O'M'  =  V. 
Nous  avons  : 

u  =  U  +  0,     v  —  v  —  e 

et  la  relation  (1)  devient 

2(U  +  G)  -  (V  -  6)  =  «  -  47., 
ou  2U  —  V  =  o, 

si  l'on  pose  30  =  7c  —  47.. 

Ayant  pris   AM"  =  AM,   puis    00'  =  ^OM",   le  point   O' 
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représente  la  nouvelle  origine  et  l'on  peut  considérer  A' 
comme  une  corde  mobile  dans  un  cercle  fixe,  les  arcs  O'H 
0'Mf  vérifiant  toujours  la  relation 

O'M'  =  20'H, 
et  le  point  0'  étant  fixe. 
Dans  ces  conditions,  on  aait(*)  que  A'  enveloppe  une  hypo- 


Fig.  2. 

cycloïde  à  trois  rebroussements;  U  est  le  cercle  inscrit  à 
cette  courbe,  0'  est  l'un  des  sommets.  La  figure  ci-dessus 
montre  quelle  est  la  disposition  de  l'hypocycloïde  et  du 
trifolium  qui  correspond  au  point  0,  pris  sur  U. 


;•)  V.  Journal  1884,  p.  176,  S  10.  alinéa  6 
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2.  Construction  de  la  normale  au  trifolium.  — 
Du  théorème  précédent  on  déduit,  naturellement,  la  construc- 
tion de  la  normale  au   trifolium. 

On  sait  en  effet  [loc.  cit. ,  alinéa  7e)  qu'en  prolongeant  (fig.  4) 
M'H  d'une  Longueur  Hu,  =  M'H,  p  est  le  point  de  contact  de 
HM'  avec  l'hypocycloïde.  Par  conséquent,  par  application 
d'un  principe  classique  (C.  M.  S.,  t.  II,  p.  33,  g  31;,  la 
droite  IJ  qui  va,  de  I,  au  milieu  J  de  Ojjl,  est  la  normale  au 
trifolium. 


QUESTIONS  ENONCEES 


DÉRIVÉES 
1.  —  Dérivée  de 


1/  i  —  sm  x 

arc  tsr  y  : ■  ? 

'    i  +  sm  x 


y  =  arc  tsr  y  : ■  ?  w  =±  i 

J  s  '    i .+  sin  x  J 

On  peut  tirer  de  là,  en  effet,  par  un  calcul  évident 


V  = x. 

4 


Dérivée  de 


_  sm  x  +  cos  x 
U  =  L    .     _  , >  y  -- 


sm  x  +  cos  x  cos  x 

3.  —  Dérivée  de 


Lga  arc  tg 


sin  x 

> 


y  —  a  cos  x  y  =  i 

En  prenant  les  logarithmes  on  voit  que   y  =  x  ;   on  vérifie,  par  le 
calcul  direct,  que  l'on  a  bien  \f  ==  i. 

4.  —  Dérivée  de 

pX      p — X  ry 

y=arctg       ,    _x,  ^  =  3 


ex  +  e_x  e"  +  e~ 


5.  —  Dérivée  de 


Lga  arc  sin  2#  y/  i  —  x2. 
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y  =_ 


y  =  a 


\/i  —  x* 

En  prenant  les  logarithmes  des  deux  membres,  dans  le  système  de 
base  a,  et  en  posant  x  =  sin  9,  on  trouve 

y  =  29  =  2  arc  sin  x. 

6.  —  Dérivée  d'ordre  n  de 

y  =  (x  —  a)n(x  —  6)H. 
On  applique  la  formule  de  Leibniz 

d\uv)  —  vdnu  +  C'ndvdn~[  u  +  . . .  4-  C>/"y, 
et  l'on  a 

dny  (  ?i  n(n  —  1  ) 

=  n  !  ]{x  —  6)»  H — (x—  6)»-i(a;  —  a)  -f- — la;  —  6)"-2(.r  -  a}3  +  ... 


cte» 


+  {x  —  a») 


7.  —  Dérivée  d'ordre  n  de 


2/  =  L  (x  +  y/i  -\-  x2) 

On  a 

1  1  1 

~ 2  2  — 2 

y'  =  [i  -h  x2)      =z  (x  -\-  i)      (x  —  i) 

et  on  applique  la  formule  de  Leibniz. 

8.  Dérivée  de 

,     \l  1  +  x* 
y  —  arc  sm  x  -+-  arc  tff 

On  trouve  ?/'  =  o  ;  la  fonction  y  est  constante.   On  peut  le  vérifier 
facilement  par  un  changement  de  variable,  en  posant  x  =  sin  9. 

9.  —  Dérivée  d'ordre  n  de 

y  =  arc  tg  x. 

Cet  exercice  rentre  dans  celui  qui  porte  le  n°  6  en  observant  que 

y'  —  [x  +  i)-\x  +  i)-K 


EXERCICES  ECRITS 


3.  —  Ou  donne  une  ellipse  r  rapportée  à  ses  axes 


if 
5  +  *",s 
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et  l'on  considère,  dans  son  plan,  une  droite  A  représentée 

par  l'équation 


M' 


A.Ï  +  B? 

a  b 


i  =  o. 


1°  On  demande  l'équa- 
tion du  cercle  qui  passe 
par  l'origine  et  par  les 
points  communs  à  F  et 
à  A. 

2°  En  déduire  l'équation 
générale  des  cercles  G  qui, 
passant  par  le  centre  de  \\ 
sont  tangents  à  cette 
courbe. 

3°  Soit  M    ce   point   de 
contact;  les  cordes  princi- 
pales, passant  par  M,  rencontrent  C  en  des  points  dont  on 
demande  le  lieu  géométrique. 

4°  Ce  lieu  est  évidemment  une  courbe  unicursale;  expri- 
mer les  coordonnées  d'un  de  ses  points,  en  fonction  d'un 
paramètre  variable  t. 

Notes  sur  les  exercices  4  et  2. 
1.  —  En  prenant  A  pour  origine,  AB  pour  axe  polaire,  on  a 

p  =  OM  +  MI  =  OM  +     f-s  =  2Rsin(V  +  w  +  R- 


R 


sin  V 

p[l    —   C0S(2V 


.si ii  V 


')]. 


sin  V 

Le  lieu  est  donc  un  limaçon  de  Pascal.  On  le  démontre  géométrique- 
ment de  la  manière  suivante. 
Soit  G  le  point  diamétralement  opposé  à  B;  on  considère  le  cercle 

r> 

AOG  qui  coupe  AI  en  D.  La  longueur  DI  est  constante  et  égale  à 


AO 


sin  V 


sin  V 
DI.     Don 


D'ailleurs,  le  diamètre  du  cercle  AOG  est 

sin  V  R 

cluons  donc  que  le  lieu  demandé  est  une  cardioïde. 

On  observera  que  l'angle  en  I  étant  constant,  on  peut  considérer  la 
cardioïde  comme  une  podaire  oblique  relativement  au  cercle  T,  le  pôle  des 
rayons  vecteurs  étant  en  A.  En  considérant  deux  positions  infiniment 
voisines  du  point  mobile  I,  on  voit  aussi  que  la  normale  en  I  à  la  car- 
dioïde passe  par  le  centre  du  cercle  circonscrit  au  triangle  AIII. 

Dans  cette  solution,  on  préconise  l'adoption  des  coordonnées 
polaires  pour  arriver  rapidement  à  l'équation  du  lieu  et,  aussi,  l'emploi 

JOURNAL   DE  MATH.    SPÉC.    —  188»  10. 


226  JOURNAL   DE    MATHÉMATIQUES   SPÉCIALES 

des  considérations  géométriques:  tant,  pour  reconnaître  la  simplicité  du 
résultat,  que  pour  vérifier  les  calculs  qu'on  a  faits. 
Cette  observation  s'applique  à  l'exercice  2. 

2.  —  Abaissons  de  0,  centre  de  P,  une  perpendiculaire  sur  AB  ;  M'O 
et  MO"  sont  deux  droites  parallèles,  parce  qu'elles  sont  les  bissectrices 
de  deux  angles  dont  les  côtés  sont  parallèles  et  de  même   direction. 
Soit  0'  le  milieu  de  00'.  Posons  O'J  =  p,  JOO'  =  <p  nous  avons 
2p  =  OM'  -h  O'M  =  OM'  +  2R  cos  o, 

OM' 

ou  p  =  R  cos  ?  H 

2 

Le  lieu  est  un  limaçon  de  Pascal,  etc. 

Remarque.  —  Cette  construction,  points  par  points,  du  limaçon,  telle 
qu'elle  résulte  des  remarques  précédemment  faites  et  de  cette  observa- 
tion évidente  que  M'  décrit  un  cercle,  rentre  dans  une  génération  des 
courbes  qui  peut  se  définir  ainsi:  Étant  données  deux  courbes  U,  V  et 
deux  pôles  fixes  O,  0'  ;  on  mène,  par  ces  points,  deux  droites  mobiles 
parallèles  A ,  A'.  Soient  M  un  point  commun  à  A  et  à  U  et  M'  un  point 
commun  à  A'  et  à  V  ;  trouver  le  lieu  W  décrit  par  le  point  J  milieu  de 
MM'. 

On  pourra  noter  que  la  normale  à  W  peut  se  construire,  très  simple- 
ment, par  la  considération  des  sous-normales. 


QUESTIONS  D'EXAMEN 


19.  —  La  série  U 


iii  i 

U  =  —  H — !  +  —  +  •••  + 


I  2 


33  n1 


est-elle  convergente?  Calculer  sa  valeur  à  o.oi  près. 

La  série  est  évidemment  convergente,  car  elle  a  ses  termes, 
à  partir  du  troisième,  plus  faibles  que  ceux  de  la  progression 
géométrique  V, 

iii  i 

V  =  -  +  —  +  —  +•••+— +••• 

2  22  23  2 

Pour  avoir  la  valeur  de  U  à  o.oi  près,  il  suffit  de  chercher, 
dans  V,  quel  est  le  terme  de  cette  suite  qui  donne 

I  I  _J_  ,.v 

o-T+1    +    2X+2    +   '    '   '  ^    IOO  ' 

Si  l'on  détermine  le  plus  petit  nombre  entier  .r  qui  vérifie 
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cette  inégalité,  en  prenant  les  x  premiers  termes  de  U,  la 
somme  de  ces  termes  représente,  évidemment,  la  valour  de  U 
à  o.o i  près. 

L'inégalité  (1)  peut  s'écrire 

i 


2ar+|                 j 
<  . 

I            IOO 

I 

2 

ou 

2*  >    IOO. 

On  a  donc 

2 
X   >   T— \ 

'» 


comme  log  2  =  o.3oio3,  on  voit  qu'en  prenant  les  sept 
premiers  termes  de  la  série  U  on  obtient,  avec  certitude,  sa 
valeur  à  0.0 1  près. 

20  (*).  —  Intégrer  la  différentielle 

sina?  cos#      . 

du  =  dx  • 

sm'js  +  cos+# 


On  divise,  haut  et  bas,  par  cos  ^x  et  en  posant 

d(z*) 


tg£C 


on  a 


Ç    zdz  \  Ç 

y  "  J  1  +  zl  "  1J  7 


(z*y 


ou,  finalement,      y  =  -  arc  tg  (tg2  x)  +  Gfe. 

21 .  —  ï//i  jardin  a  la  forme  d'un  rectangle  ÀBGD,  un  ruis- 
seau coule  le  long  de  CD;  combien  faudra-t-il  payer  pour  arro- 
ser le  jardin? 

Soient  CA.  =  a,  CD  =  b  les  dimensions  du  rectangle;  pre- 
nons sur  CD  un  élément  dx.  Pour  arroser  le  rectangle  qui 
correspond  à  cet  élément  on  doit  payer  une  somme  repré- 
sentée par 

ra  1 

dx  j    ydy  —  -  a2clx. 

Jo     '  2 


(*)  Question  proposée  dans  les  Annals  of  Mathematics  de  l'Université 
de  Virginie;  n°  de  juin  1887,  p.  95. 


228  JOURNAL  DE    MATHÉMATIQUES    SPÉCIALES 

La  dépense  totale  est 

rb\  i 

/    -  a?dx  =  -  a*b. 

Jo    2  2 

22.  Développement  de  cos  mx,  en  fonction  de  cos  x. 

La  formule  de  Moivre,  comme  l'on  sait,  donne  le  dévelop- 
pement de  cos  mx  en  fonction  de  cos  x  et  des  puissances 
paires  de  sin  x;  en  remplaçant,  dans  ce  développement,  sin2  as 
par  i  —  cos2  x,  on  a,  finalement,  l'expression  de  cos  mx  en 
fonction  de  cos  x.  Mais  ce  calcul  ne  donne  pas,  sous  forme 
explicite,  les  coefficients  des  termes  en  coswir,  cosm-2#,  ...  ; 
voici  comment  on  peut  obtenir  immédiatement  ces  coefficients. 

Les  formules  bien  connues  qui  donnent  en  fonction  de  cos  x 
les  valeurs  des  fonctions 

sin  ix       sin  3x 
cos  2X,     cos  3x.  ...  ;     — : ?     — >    •  •  •  ; 

sm  x  sin  x 

et  l'égalité 
cos  mx  =  cos  (m  —  i)  x  cos  x  —  sin  (m  —  i)  x  sin  x,    (I) 
prouvent  que   cos  mx   ne  renferme   que  les  puissances  m, 
m  —  2,  etc.,   de  cos  x.  Il  suffit  d'admettre  la  loi  pour  les 
fonctions 

,     sin  (m  —  \)x 

cos  (m  —  i)x.     et    ^ — 

sm  x 

et  l'on  vérifie,  d'après  (1),  qu'elle  subsiste  pour  cos  mx. 
Dans  le  cas  où  m  est  pair,  on  voit  aussi  que  le  premier 

m 

terme  de  (—  1)2  cos  mx  est  égal  à  l'unité,  et  que  si  m  est 

m— 1 

impair  le  premier  terme  de  (—  i)~â~~cosw#  est  égal  a  cos  x. 
Posons  donc  (m  pair) 

cos  x  =  z, 

rn 

et  (—  1)2  cos  mx  =  1  —  A^2  +  A2sl (2) 

et  proposons-nous  de  déterminer  les  coefficients  At,  A2,. . . . 
L'égalité  (2)  donne  d'abord 

m 

—  (—  i)2m  sin  mx  =  sin  x  {  2titz  —  4A2z3  .  . .  J, 
puis,  par  une  nouvelle  différentiation, 


—  (—  ï)'2iu2  cos  mx  =  2(2 k±z  —  4A2s3  +...J 

+  (32-i){i.2A1-3.4A2;24-...j 


(3) 
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Comparant  (2)  et  (3),  on  a 

,          m2                        m.  m 
A,  =  • ou     Aj  = 

1.2  1.2 

AJ4  —  m2)  +  3.4A2  =  0,        A2  — s — —1 :, 

4! 


La  loi  observée  sur  les  premiers  coefficients  se  généralise 
sans  difficulté,  grâce  aux  formules  (2)  et  (3),  pour  les  coeffi- 
cients quelconques.  On  trouve  ainsi 

.      .'"  m.  m  (m+2)m.m(m—2) 

(—  1  y  cos  mx=  1 —  cos2#+ - — — cos*  x 

2  !  4  ! 

m  4-  4) (m  4-  2)m.m(m  —  2)111  —  4)  (m pair.; 

— - —  =  cos6  a-h... 

6! 

Un  calcul  semblable  donne 

.5?                 m              (m -h  i)m(m—  1) 
(  —  i  )2  cos  mx—  —  cos  x= — cos3  x 

1  3!  (    •        •    ^ 

(m+3)(w+i)m(w-i)(w-3)  (w  impair.) 

-r 

et, 


H — cos5  x... 

5  ! 


{m   .  (w+  2)m(m—  2)    .  ) 

smnix^cosx  —  smsc ~ -sm3a;...     Cm  pair.) 

(1  3  !  ) 

m    .  (??i+ i)m(w— 1)    .  ,     .        . 

sm  mx  =  —  sin# r- sm-3#...       (/?i  impair.) 

1  3  ! 

On  trouvera  une  autre  démonstration  de  ces  formules  dans 
la  Trigonométrie  de  Serret  (3e  édition,  1862,  p.  203). 

On  trouve  aussi  (Nouvelles  Annales,  1847,  p.  400)  une  lémon- 
stration  très  ingénieuse  de  la  formule  en  question,  démon- 
stration indirecte  il  est  vrai,  et  reposant  sur  l'identité 

n  ïi(n  —  3  ) 

an  +  b„  -=.  ia  +  Q),  _  _  ab/a  +  fan-2  _j_  _V_ LZa2/,2^+  Q\n-i 

n    n  —  2  0  4-  1      11  —  p—i.       _,     _ 

4-  (  --  ifaPbP - —  a4-6Vl-2^4-...,, 

12  P 

dans  laquelle  n  est  entier  et  positif. 

Comme  beaucoup  d'identités,  celle-ci  peut  se  démontrer 
en  observant  qu'elle  est  vraie  pour  n  =  1 ,  pour  n  =  2,. . .  puis 
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en  établissant  qu'étant  reconnue  exacte  pour  n  =  K  elle  est 
encore  vraie  pour  n  =  K  +  i  (*). 
Si,  dans  cette  identité,  on  suppose 

a  =  cos  9  +  i  sin  <p,  6  =  cos  9  —  i  sin  9 

on  a 

_  .    n(n  —  3)        _  . 

COSftco  =  2n_1  COS"  9  —  ft.  2n_s*  COS  n_:J  9  2n_5   C0Sn-4  9 

'  1.2 

w(n  —  4)fw  —  5) 

-^- 2"-'  COS'1-1' 9  +  .  .  .  , 

1.2.3 

formule  dans  laquelle  on  peut  supposer  n  pair  ou  impair. 


QUESTIONS  78  ET  79 

Solution  par  M.  X.  Barthe. 


/°  Soit  ABGD  un  quadrilatère  inscriptible.  Désignons  par  A±  la 
surface  du  triangle  BCD,  et  par  Px  la  puissance  du  point  A  par- 
rapport  à  un  cercle  quelconque  A  situé  dans  le  plan  du  quadri- 
latère. Désignons  de  même  par  B4  et  P2  les  quantités  analogues 
pour  le  point  B,  etc.  Prouver  que  Von  a  la  relation 

AiP,  -  B^  +  C^  -  DtP4  =  o. 
Déduire,  de  là,  les  propriétés  du  quadrilatère  inscriptible. 

(X.  A.) 

Prenons  deux  axes  rectangulaires  quelconques,  passant  par 
le  centre  du  cercle  A;  et  soient  xtyu  x2yit  x3y3,  xtyt  les  coor- 
données des  quatre  sommets  du  quadrilatère. 

Puisque  ces  points  sont  sur  un  môme  cercle  leurs  coordon- 
nées satisfont  à  la  relation 


=  o, 


x\  +  y\ 

i 

Vi 

i 

ocl  +  yl 

X2 

y% 

i 

?!  +  yï 

x\  +  yl 

x3 

X, 

y* 

r 
i 

(*)  A  cet  effet,  comme  l'indique  M.  Mention  toc.  cit.,  on  multiplie  par 
a-i-b  les  deux  membres  de  (1). 
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ou,  en  développant, 

(arî  +  tf) 

xt    yt     i 

-  (fief  +  y\  i 

Xi    Vi 

x,    //, 

I 

I 

Considéi 

^4     ?/i     l                            |a?4     ?/4 
ous  le  déterminant  suivant: 

I 

R2    ^i     yl 

R2   »t   y, 

R2     ^3     î/5 

R2   **   y, 

i 
i 
i 
i 

5 
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(*) 


dans  lequel  R  désigne  le  rayon  de  A;  il  est  évidemment  nul. 
Développons-le  par  rapport  aux  éléments  de  la  lre  colonne, 
on  a 


R5 


Xs 


y* 

i 

*X/  4 

Vi 

i 

2/3 

i 

-R2 

xs 

y* 

i 

y^ 

i 

"^i 

y* 

i 

=  o. 


Retranchant  (2)  de  (1)  on  obtient  la  propriété  énoncée;  elle 
généralise,  comme  on  le  voit,  le  théorème  de  Môbius. 

2°  Un  quadrilatère  AtA2A3A4  est  inscrit  dans  un  cercle  O;  soit  O' 
le  cercle  passant  par  A^  et  tangent  au  côté  AtA4.  Le  côté  A2A3 
rencontre  ce  cercle  en  un  second  point  I  ;  démontrer  que  Von  a 

AtA3        IA3 


A»A.i 


AjA4 


En  appliquant  la  relation  précédente,  on  a 

A2A3.IA3  X  surf  A4A2A4  =  Â^Âf  ><  surf  A^^.      (1) 
Les  triangles  A^A.,,    AtA2A4   ayant  un  angle  égal  sont 
entre  eux  comme  les  côtés  qui  comprennent  cet  angle;  donc 
surf  A,A2A3  _    AaA3.A1A;, 
surf  AXA2A4       A^.AaAj 
Multipliant  les  égalités  précédentes,  membre  à  membre,  on 
a  la  relation  demandée. 


QUESTION   113 

Solution  par  M.  P.  Giat,  élève  aa  Lycée  Saint-Louis. 


On  donne  un  point  fixe  O  et  deux  autres  points  :  l'un,  A  fixe; 
et  Vautre  B,  mobile,  mais  restant,  à  une  distance  invariable  du 
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point  0.  On  demande  le  lieu  des  sommets  et  des  foyers  des  ellipses 
qui  ont  pour  centre  le  point  0  et  qui,  en  outre,  sont  telles  que  A 
et  B  soient  les  extrémités  de  deux  diamètres  conjugués. 

(B.  V.) 

1°  Équation  des  ellipses,  —  La  distance  du  point  B  au 
point  0  étant  invariable,  nous  représenterons  les  coordonnées 
de  ce  point  par  r  cos  cp  et  r  sin  ©,  en  prenant  pour  axe  des 
x  la  droite  OA  et,  pour  axe  des  y,  la  perpendiculaire  à  cette 
droite,  menée  par  le  point  0.  Soit  OA  —  a. 

L'équation  d'une  conique  ayant  pour  centre  l'origine  et 
passant  par  le  point  A  est 

x2  -  a2  +  2Bxy  +  Cy2  =  o.  (i) 

OA  et  OB  étant  deux  diamètres  conjugués,  on  a 

B  tg  cp  +  i  =  o  ; 
d'où,  en  posant  cotg  ©  =  /  : 

B  =  -  X. 
Ensuite,  comme  le  point  B  est  sur  la  conique,  on  a 
r2  cos2cp  —  a2  —  2Àr2  sin  cp  cos  cp  +  O2  sin2  cp  =  o, 

,                                    a2(i  +  X2)  +  r'X» 
cl  ou  G  =  — 

En  remplaçant  B  et  C  par  leurs  valeurs  dans  l'égalité  (1) 

on  aura  l'équation  cherchée 

},2(a~  -r-  r2)  +  a2 
x2  —  -ilxy  H — y*  —  a*  =  0  •        (-2) 

2°  Lieu  des  sommets.  —  Il  suffît,  pour  avoir  le  lieu  des 
sommets,  d'éliminer  À  entre  (2)  et  l'équation  des  axes  de  la 
conique,  équation  qui  est 

œy  —  X 


x2  —  y2  A2  (a2  +  r2) 


(3) 


r2 
A  cet  effet,  ordonnons  ces  deux  équations  par  rapport  à  À; 
nous  avons 

Vhf{a2  +  r2)  -  2r2lxy  +  r2x2  +  ahf  -  a2r2  =  o, 
X2xy(a2  +  r2)  —  r2\x2  —  y2)  +  xy(a2  —  r2)  —  o. 

Il  nous  suffît  d'écrire  que  le  résultant  de  ces  deux  équa- 
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lions    est    nul.    Nous   avons    ainsi,    après    simplifications, 
l'équation 

(a8  +  r2){x2  -+-  y2  -  a2)2x2 
4-  (x2  +  y*)[(x*  4-  tf)[(i2\j2  -  r2x2)  +  a2r2(x2  -  ï/2)]  =  o, 
ou,  en  développant, 
(x2  +  y*)*  -  r2(x2  -+-  y2)2  -  ia2x\x2  4-  y2)  +  a2x2(a2  +  ra)  =  o.  |  i) 
Nous  voyons,  sur  cctto  équation,  que  le  lieu  est  une  courbe 
du  sixième  degré,  symétrique  par  rapport  aux  deux  axes  de 
coordonnées   et   possédant  un  point  double  à   l'origine;  les 
tangentes  en  ce  point  étant  confondues  et  verticales. 
Pour  construire  cette  courbe,  nous  poserons 

x2  +  y2  =  t2, 
ce  qui  revient  à  couper  par  des  cercles  ayant  pour  centre 
l'origine.  Nous  aurons  alors 

x 


t\l*  -  r2) 

a\2t2  -  a2  -  r2) 
t2(t2  -  a2){r2  +  a2  - 

-  '2) 

1J  a2(2t2  -  a2  -  r2) 

Les  valeurs  de  x%  et   y2    doivent    d'abord  être   positives  ; 

posons  donc  : 

(t2  -  r2)(2l2  -  a2  -  r2)  >  o, 

et  (t2  -  a2)(r2  +  a2  -  t2){2t2  -  a2  -  ?-2)  >  o. 

On  voit  ainsi  qu'il  n'y   aura   aucun  point  de   la    courbe 

dans  l'espace  compris  entre  les  deux  corcles 

a2  +  i2 
x2  4-  y2  —  r2     -et       x2  4-  y2  ~  

ainsi  que  dans  les  espaces  compris  : 
1°  entre  les  cercles 

x2  +  if  =  a2, 

a2  +  r2 

x2  -+-  y2  =  ; 

o 

2°  à  l'extérieur  du  cercle 

x2  -+-  y2  =  a2  4-  r2. 

Cela  posé,  nous  distinguerons  trois  cas  : 

1er  Cas  a  >  r.  —  On  en  déduit 

a2  +  r2                           a2  4-  r2 
>  r2       et       <  a2. 
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ÉMAr 

Pour 

t%  —  r%        x  —  o 

et 

/2  =  a2           y  —  o 

et 

y  =  r5 


av 


«z. 


Enfin  pour      /2  =  a2  +  r2,       y  =  o,      x2  =  a2  +  r2. 
Les  tangentes  en  ces  points  sont   évidemment  :  pour  les 
deux  premiers,  parallèles  à  Ox  et,  pour  les  quatre  derniers 

.y, 


llUlPPliUlii 


'niiïriïïiniïïn 

Fig    1. 


perpendiculaires  à  Ox.  On  peut,  avec  ces  données,  construire 
la  courbe;  elle  a  la  forme  indiquée  par  la  ligure  (1). 

2me  Cas.  a  —  r.  —  L'équation  (4)  devient  dans  ce  cas  : 

(x2  +  if  —  a2)[(x%  +  .V2)2  —  2a2x2]  =  o. 
Donc  le  lieu  se  compose  de  trois  cercles  ;  l'un,  ayant  pour  centre 
l'origine,  et  pour  rayon  a;  les  autres,  passant  par  l'origine  et 

(  y  =  o, 

a 


ayant  pour  centres  respectifs  l 

I  x  —  — . 


3ma   Cas.    a  <  r.   —   On   en    déduit  a1  < 
la  courbe  a  dans  ce  cas  la  forme  (2). 


<  /*-  et 


3°  Lieu  des  foyers.  —  Pour  trouver  les  foyers  de  la  conique  (2) 
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nous  allons  exprimer  que  la  droite  x  —  a  =  i(y 
gciite  à  cette  conique. 


f>)  est  tan- 


.Lil.LUpjJJ.UHl, 


Fij.  2. 

L'équation  aux  ordonnées  des  points  d'intersection  de  cette 
droite  avec  la  conique  est  : 

(-/  -  ip  4-  iyf  -  2ly(a  -  ip  -h  ty)  + — if  -  a  =  o 


ou  en  ordonnant 

"X2(a2  -+■  r2)  --  a- 

r 


—  i  —  2li 


2y[ih.  —  Ui>) 


-  /(a  -  if)]  +  (a  -  if-)1  -  a2  =  o. 
On  a  donc,  en  exprimant  que  les  deux  racines  de  cette  équa- 
tion sont  confondues  : 

n  2/^2  _,_  rt\  +  at 
[t(a--ip)-/(a  -  if>)]2  =  [(a  -  if)2  -  a2] 


-  2X»1 


ou,  après  simplifications  : 

[X2(a2  -  p*— a9  -  ra)-h(a2— f2— as  +  r2»]-2i[X2af  -  r2A4-ag]  =  o. 
Par  conséquent: 

X2(a2  -  p2  -  a2  -  r2)  -+-  (a2  -  fs2  -  a2  +  r2)  =  o,       (o) 


)2 


>, h     1=0, 


(6) 
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En  éliminant  A  entre  ces  deux  équations,  nous  aurons  le 
lieu  des  foyers  des  coniques  (2). 
Pour  faire  cette  élimination,  remplaçons  dans  l'équation  (o) 

À2  par  À i ,  nous  en  déduisons 

x  =  -  -       ^ 


C2 


a'  —  rJ 


D'où,  en  transportant  dans  l'équation  (6)  ; 
4a2É2  2r2 


7  +  i  =  o  ; 


(a2  -  (s2  -  a2  -  r2)2        a2  -  (b2  -  a2  - 
ou  en  simplifiant,  et  eu  rendant  a,  (8  coordonnées  courantes 
(x2  -+-  y2)2  —  2«2(x2  —  î/2)  +  a4  —  r4  =  o. 

En  écrivant  cette  équation  sous  la  forme 

[(ce  -  a)2  +  y2][(x  +  af  +  ?/2]  =  r4, 
on  voit  donc   que    le  lieu  cherché   est  un  ovale  de  Cassini 
ayant  pour  foyers  le  point  A  et  son  symétrique  par  rapport 
à  l'origine  O;  le  produit  des  distances  d'un  point  de  cette 
courbe  aux  foyers  est  égal  à  r2. 

Dans  le  cas  particulier  où  a2  =  r2,  nous  avons  la  lemnis- 
cate  de  Beruoulli. 

Le  résultat  remarquable  auquel  conduit  la  recherche  ana- 
lytique du  lieu  des  foyers  peut  se  prévoir  à  priori,  en  obser- 
vant que  le  produit  des  rayons  vecteurs  joignant  un  point 
de  l'ellipse  aux  foyers  est  égal  au  carré  du  demi-diamètre 
conjugué  de  celui  qui  aboutit  au  point  considéré. 

Nota.  —  MM.  Marchis,  élève  au  lycée  de  Rouen  et  Ilugon  à  Poligny 
ont  résolu  la  même  question,  mais  leurs  solutions  renferment  certaines 
parties  incomplètes. 


QUESTION  125 

Solution  par  M.  Charles  Martin,  élève  au  Lycée  Louis-le-Grand. 


Une  parabole  de  forme  invariable  glisse  entre  deux  droites 
rectangulaires.  Ox,  Oy  ;  trouver  le  lieu  décrit  par  r  extrémité 
du  diamètre    qui   passe   par    l'origine.   —  La    courbe   est   du 
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huitième  degré  ;  mais  elle  peut  se  mettre,  en  coordonnées  polaires, 
sous  la  forme  remarquable  : 

P 

—  ~    I    —    COS  4-0). 

p  _ 

Déduire,  de  cette  équation,  les  points  d'inflexion  que  présentent 
les  quatre  branches  de  la  courbe. 

(G.  L.) 

Prenons  pour  axes  les  droites  rectangulaires  Ox,  Oy,  l'é- 
quation de  la  parabole  inscrite  dans  l'angle  xOy  est  : 

(bx  —  ay)'1  —  ab(2bx  +  iay  —  ab)  =  o  (1) 

bx  +  ay  —  ab  =  o  étant  l'équation  de  la  corde  de  contact, 
calculons  le  paramètre  de  cette  parabole.  Introduisant  la  lon- 
gueur À,  il  vient  : 
{bx  —  ay  +  X)2  -  2ab[b(i  —l)x  +  a(i+  l)y]  +  a262  -  À2  =  o. 

Exprimons  que  les  droites  : 

bx  —  ay  +  l  —  o    et    2ab[b{  i  —  l)x  -+-  a{  i  +  l)y]  -+■  A2  +  a%b%  =  o 

sont  rectangulaires  ;   et  prenons  les  pour  axes  ;  on  a  pour 

expression  du  paramètre 

2a262 
,-  =  P- 

y/(a2  +  62)3 

On  a  donc  la  condition  : 

4a464  =  p2(a2  +  b*y  (2) 

Le  lieu   cherché  s'obtient  en  éliminant  a  et  b  entre  les 
équations  (1),  (2)  et  l'équation 

bx  —  ay  =  o.  (3) 

L'élimination  donne  : 

bkx*yh  =  p*(x2  +  i/2)3 
courbe  du  huitième  degré,  formée  de  quatre  branches  pa- 
raboliques. L'origine  est  un  centre.  Passons  aux  coordonnées 
polaires,  on  a  : 

P  •  P 

—  =    2  SIU2  2(->,  OU  —  =  I  —  COSAw. 

p  p 

-  j  —  42  cos  4w. 


Doue 


P 


(H- 
-\      =  p[  1   4-  I  5  COS  4co1  =  o, 
p/  J  ^  J 
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les  points  d'inflexion  correspondent  à  : 

i  i5 

COS  Atû  = p  —    — r  • 

^  i5         r       ib 

Nota.  —  Ont  résolu  cette  question  MM.  F.  Michel  (lycée  de  Mont- 
pellier) ;  Paul  Bourgarel,  à  Antibes  ;  A.  Bêche,  professeur  à  l'école  nor- 
male de  Tulle;  Ferval,  élève  au  lycée  Henri  IV,  classe  de  M.  Macé  de 
Lépinay  ;  Vacquant,  ancien  élève  de  mathématiques  spéciales  à  Lille  ; 
Ilugon,  à  Poligny  ;  Lucien  Marchis,  à  Rouen  ;  Giat,  élève  au  lycée  Saint- 
Louis,  classe  de  M.  Ed.  Lucas. 

M.  Bêche  a  calculé  les  angles  w  qui  correspondent  aux  points  d'in- 
flexion ;  il  donne,  pour  le  premier  point,  co,  =  23°  27'  20"  ;  de  cette  valeur, 
on  déduit  évidemment  les  autres,  puisque  les  branches  sont  symétriques 
par  rapport  aux  axes  et  par  rapport  à  leurs  bissectrices. 


QUESTIONS  1 69 ,  170  ET  171 

Solution  par  E.  Lemoine,  ancien  élève  de  l'École  polytechnique. 


169.  —  On  considère  une  parabole  P  inscrite  aux  points  A 
et  B  dans  V angle  ACB,  si  Von  désigne  par  M  un  point  mobile 
sur  P  on  a  constamment  :  MBA2  =  4MGB  x  MCA. 

170.  —  Soit  BG  un  diamètre  d'une  ellipse  E  ;  on  considère 
l'extrémité  A  d'un  demi-diamètre  conjugué  de  BG,  puis  on  prend 
sur  E  (explicitement  sur  l'arc  AG  pour  éviter  toute  ambiguïté 
sur  les  signes)  un  point  M;  démontrer  que  l'on  a  constamment  : 


MAC        MAB        MBG 

171.  —  Soit  BG  un  diamètre  fixe  dans  une  hyperbole  donnée 
H  ;  par  les  extrémités  B  et  G  on  mène  des  parallèles  aux  asymp- 
totes, parallèles  qui  se  coupent  en  A. 

Démontrer  que  si  M  est  un  point  mobile  sur  H,  le  rapport 
MAB.  MAC 


MBG 


a  une  valeur  constante. 


169.  —  Appelons  a,  (3,  y  les  distances  du  point  M  respec- 
tivement à  BG,  AG,  AB  et  appelons  a,  b,  c  les  longueurs 
respectivement  de  BG,  AG,  AB. 
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L'équation  en  coordonnées  homogènes  de  la  parabole  tan- 
gente  à  CD  en  B  et  à  CA  en  A  est  (ABC  étant  le  triangle 
de  référence), 

c2y2  =  ^aboefi 

GCr)>=4(-20a)G6p)' 

d'où  l'on  conclut  : 

MÏÏA2  =  4MCB  X  MCA; 
et  169  est  démontré. 

Les  trois  paraboles  qui  touchent  deux  côtés  d'un  triangle 
aux  extrémités  du  troisième  ont  des  propriétés  remarquables 
déjà  étudiées  par  MM.  Artzt,  Brocard,  E.  Lemoine,  etc. 

J70.  —  L'équation  de  l'ellipse  E  circonscrite  à  ABC  et 
telle  que  la  médiane  partant  de  A  soit  le  diamètre  conjugué 
du  diamètre  CB  est  : 

2  i  i 

fla        0(3        cy 

ou,  si  a,  (3,  y  sont  les  distances  de  M,  point  de  l'ellipse,  aux 

trois  côtés 

2  i  i 

o, 


2MBC       2MAC       2MAB 

I  I  2 


OU 


MAC       MAB       MBC 

et  170  est  démontré. 

171.  —  Ha  pour  équation  (ABC  étant  encore  le  triangle 
de  référence) 

a2a2  -+-  afrafi  -+-  acay   +    2&C(3y  =  o. 

ibckv 

d'où  a%  +  6(3  +  cy  h —  =  o, 

a<x 

s     4©&") 

dou  2  S  4- 


© 


en  appelant  S  l'aire  de  ABC  ;  d'où 

S       MAC.MAB 

2  ''  ''        MBC 
et  171  est  démontré. 
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Remarques.  —  a)  Les  trois  paraboles  P  relatives  au  triangle 
ABD  se  coupent  deux  à  deux  sur  les  médianes  à  l'intérieur 
du  triangle,  elles  divisent  ces  médianes  dans  le  rapport  de 
i   à  8. 

b)  Les  trois  ellipses  E,  relatives  au  triangle  ABD,  se  coupent 
deux  à  deux  sur  les  médianes  à  l'extérieur  du  triangle,  elles 
divisent  ces  médianes  dans  le  rapport  de  i  à  2. 

c)  Les  trois  hyperboles  H  relatives  au  triangle  ABC  se 
coupent,  deux  à  deux,  sur  les  médianes  à  l'extérieur  du 
triangle,  elles  divisent  les  médianes  dans  le  rapport  de  1  à  3. 

Nota.  —  Ont  résolu  ces  questions  :  MM.  J.  Berthon  (lycée  de  Lyon) 
A.  Levy  (lycée  de  Nancy,  classe  de  M.  Hervieux)  ;  Roux  (lycée  de  Gre- 
noble) ;  Georges  Naudin  (lycée  d'Angoulôme)  ;  J.  Noulet  (collège  de 
Manosque). 


QUESTION  PROPOSEE 


232.  —  Les  cercles  tangents  à  l'axe  non  transverse  d'une 
hyperbole  équilatère,  qui  ont  leur  centre  sur  cette  courbe, 
découpent  sur  l'axe  transverse  des  segments  égaux. 

(d'Ocagne.) 


ERRATUM 

Page  208,  ligne  7  : 

Au  lieu  de:  Lisez: 

égale  à  1  plus  grand  que  1, 


Le  Directeur  Gérant, 

G.  de  LONGCHAMPS. 


IJUI'lil.MEUIK,  CENTRALE   DES  CHEMINS   DE   FEU.    —  1MIMUMEUIE  CIIAIX, 
RUE  UBUtiÉHE,   20,   PARIS.   —    19002-7- 
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Nous  avons  appris,  au  moment  où  le  n°  do  novembre  était 
déjà  sous  presse,  une  nouvelle  qui  nous  consterne.  Notre 
maître  et  ami,  M.  Bourget,  fondateur  de  ce  journal,  Recteur 
de  l'Académie  de  Glermont,  est  mort  subitement  dans  cette 
ville.  Le  1 1   octobre  dernier. 

Nous  l'avions  vu,  encore  plein  de  vie  et  de  vigueur,  il 
y  a  bien  peu  de  temps,  et  nous  étions  loin  de  prévoir  un 
pareil  malheur.  Le  temps  et  la  force  nous  manquent  pour 
parler  dignement  de  cet  homme  qui  n'a  jamais  connu  que 
des  amis;  nous  compléterons,  a  loisir,  les  trop  courts 
renseignements  qui  suivent;  et  nous  raconterons,  comme 
il  convient,  à  nos  lecteurs,  cette  vie  noblement  et  laborieuse- 
ment remplie. 

Justin  Bourget  était  ancien  élève  de  l'École  Normale,  dont 
il  était  sorti  en  1845,  Agrégé  des  sciences  mathématiques. 
Il  débuta  dans  l'Enseignement  secondaire  et,  c'est  au  milieu 
des  occupations  si  absorbantes  de  cet  enseignement  qu'il  trouva 
le  temps  d'écrire  sa  remarquable  thèse  sur  l'attraction  des 
parabaloïdes  (1852).  Nommé  professeur  dans  l'Enseignement 
supérieur,  il  resta  longtemps  attaché,  comme  professeur  de 
mécanique,  à  la  Faculté  de  Glermont  qu'il  ne  quitta  que  pour 
venir  à  Paris  (en  1867)  diriger  l'école  préparatoire  de  Sainte- 
Barbe.  S'il  ne  l'avait  pas  fondée,  M.  Blanchet  avait  porté  la 
prospérité  de  cette  école  à  un  si  haut  point  qu'il  semblait 
difficile  de  lui  succéder:  M.  Bourget  se  montra  digne  de  son 
prédécesseur  et  maintint  l'école  au  rang  où  il  l'avait  trouvée. 
C'est  pendant  cette  direction,  en  1877,  qu'il  fonda  le  Journal 
de  Mathématiques  élémentaires.  En  1878,  le  ministre  de  l'instruc- 
tion publique,  M.  Bardoux,  qui  avait  pu  l'apprécier  à  Gler- 
mont,  l'enleva  à  Sainte-Barbe  et  le  nomma  Recteur  de  l'Aca- 
démie d'Aix.  Il  obtint  peu  après  le  poste  de  Glermont  oii  il 
vient  de  mourir,  à  65  ans,  entouré  de  l'estime  de  ses  amis  et 
de  l'affection  de  sa  nombreuse  famille.  Nos  lecteurs,  tous  ses 
anciens  élèves,  tous  ceux  qui  l'ont  connu  s'associeront  aux 
compliments  de  respectueuse  condoléance  que  nous  adressons 
ici  à  sa  veuve  et  à  ses  enfants. 

L.  Léw. 
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VARIÉTÉS 


ESS.A.I 

SUR  LA 


GÉOMÉTRIE  DE  LA  RÈGLE  ET  DE  L'EQUERRE 

Par  M.  €<•  de  Longchamps. 

(seconde  partie) 

[Suite,  voir  p.  225.) 


43.  La  distance  au  point  invisible  et  inacces- 
sible. —  La  détermination  de  la  distance  d'un  point  donné 
à  un  point  inaccessible  peut  se  traiter  de  mille  façons  diffé- 
rentes; toutes  les  relations  métriques  qui  existent  entre  les 
éléments  d'une  figure,  ou  presque  toutes,  fournissent,  en  effet, 
autant  de  solutions  de  ce  problème. 

Cette  observation  s'applique,  dans  une  certaine  mesure,  au 


/.M 


Fig.  186. 

problème,  plus  difficile,  que  nous  abordons  maintenant  et 
dans  lequel  on  suppose  que  le  but,  étant,  tout  à  la  fois,  inac- 
cessible et  invisible,  se  trouve  simplement  déterminé  par 
deux  jalonnements  A,  A',  partant  des  points  A  et  B.  Ces  ali- 


JOUhJNAL    DE    MATHÉMATIQUES   ÉLÉMENTAIRES  243 

gnements,  bien  entendu,  sont  supposes  accessibles  sur  une 
certaine  longueur,  à  partir  de  ces  points. 

Nous  nous  bornerons  à  la  solution  qu'on  va  lire  et  qui 
nous  parait,  surtout  quand  on  s'accorde  la  table  des  inverses, 
d'une  pratique  sûre  et  rapide.  Un  seul  côté  de  ce  problème  a 
été  soulevé  par  Servois  lorsqu'il  s'est  proposé,  et  nous  revien- 
drons nous-même  sur  ce  point,  quand  nous  traiterons,  dans  un 
chapitre  suivant,  certains  problèmes  d'Artillerie,  de  viser  un  but 
invisible.  Mais,  pour  que  la  question  ainsi  posée,  soit  complè- 
tement résolue  ,il  faut  pouvoir  déterminer:  1°  la  direction  du 
projectile,  et  2°  la  longueur  de  la  distance  qu'il  doit  parcourir. 

Voici  comment  on  peut  répondre  à  cette  double  question. 

Soit  0  le  point  d'où  il  faut  viser  le  point  inaccessible  et 
invisible  M;  on  détermine  d'abord,  par  un  des  procédés 
connus,  le  point  G',  conjugué  harmonique  de  0,  par  rapport 
à  AB.  Si  l'on  trace  les  alignements  OPQ,  PB  et  AQ,  on  ob- 
tient un  certain  point  G.  La  droite  OG  est  la  polaire  de  0'  par 
rapport  aux  droites  MA,  MB;  OG  passe  donc  par  le  point  M; 
c'est  la  ligne  de  visée. 

Proposons-nous  maintenant  de  déterminer  la  longueur  de 
OM,  et,  à  cet  effet,  ayant  mené  PP'  et  QQ'  parallèlement  à 
OG,  démontrons  l'égalité 

i  i  i  i 

ÔM  =Z  PF  +  QQ7  ~~  56" 

Le  théorème  de  Gergonne  donne 
OG        PC       QG 
ÔM  +  PB  +  QÂ  ~  Im  ^ 

pG  GB  CO 

Mais  on  a  —  =  i  -  —  =  i  -  — ,  (2) 

,  QG  G  A  GO  /Q. 

et  QÂ  =  I-QÂ  =  I-QQ'*  (3) 

Les  égalités  (4),  (2)  et  (3)  donnent 

OG  GO         GO 

ÔM  +  '       PF       QÇp  ~  °" 

On  a  donc         ^  =  ^  +  ~  -  ± . 

Getle  égalité  permet  de  calculer  OM.  quand  on  a  relève  1rs 
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longueurs  GO,  PP'  et  QQ';  le  calcul  se  fait  d'ailleurs  rapide- 
ment quand  on  fait  usage  de  la  table  des  inverses. 

Remarque.  —  Si  l'obstacle  qui  rend  le  point  M  invisible 
quand  on  se  place  en  0  permet  de  chaîner  OD,  on  peut 
encore  abréger  le  calcul  que  nous  venons  d'indiquer  en  obser- 
vant que,  la  ponctuelle  (0,  G,  D,  M)  étant  harmonique,  on  a 

1  2  i 

51  =  ÔD  ~~  ÔG* 
D'ailleurs,  on  peut  toujours  réaliser  la  construction  indi- 
quée, dans  les  limites  accessibles  du  terrain,  en  effectuant 
celle-ci,  au  besoin,  de  l'autre  côté  de  AB.  Mais,  dans  ce  cas, 
la  formule  employée  pour  le  calcul  de  OM  devrait  être  modi- 
fiée conformément  à  ce  principe,  que  si  quatre  points,  situés 
en  ligne  droite  et  formant  une  division  harmonique,  sont 
placés  dans  l'ordre  A,  B,  G,  D,  on  a 

2  i  i 
ÏG  =  ÂB  +  AD 

Gomme  l'observe  avec  raison  Bergery  (loc.  cit.,  p.  4°2°2), 
ce  problème  se  rencontre  fréquemment  dans  certaines  opéra- 
tions pratiques,  quand  il  s'agit,  par  exemple,  de  mesurer  la 
largeur  d'un  bois,  d'un  groupe  de  maisons;  ou  encore,  l'épais- 
seur d'une  montagne,  c'est-à-dire,  la  distance  de  deux  points 
opposés,  pris  sur  sa  base,  etc. 

Il  va,  sans  dire,  que  les  deux  alignements  A,  A'  peuvent  être 
indifféremment  choisis  de  part  et  d'autre  de  0,  comme  dans 
la  figure  que  nous  avons  considérée,  ou  du  même  côté;  on  adop- 
tera l'une  ou  l'autre  de  ces  deux  dispositions,  suivant  la  nature 
du  terrain  et  les  dimensions  de  l'obstacle  placé  entre  0  et  M. 

44,  Examen  d'un  cas  particulier.  (La  solution 
de  l'équerre).  —  Dans  le  problème  précédent,  nous  avons 
supposé  que  l'on  pouvait,  parle  point  0,  tracer  une  base  sur 
laquelle  il  était  possible  de  trouver  deux  positions  A  et  B 
d'où  l'on  apercevait  le  but  M.  Mais,  dans  la  pratique,  les 
points  A  et  B  en  question  ne  sont  pas  nécessairement  placés 
en  ligne  droite  avec  0  ;  de  plus,  la  méthode  que  nous  avons 
indiquée  exige  des  jalonnements  assez  multipliés.  On  opère 
plus  rapidement  avec  l'équerre,  en  procédant  comme  il  suit  : 


/$I 
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Élevons  en  A  et  B  des  perpendiculaires  à  MA  et  à  MB  ;  nous 
obtenons  ainsi  un  certain  point 
C;  traçons,  parO,  des  parallèles 
OB',  OA'  aux  directions  MB, 
MO.  Ces  parallèles  se  détermi- 
nent, en  même  temps  que  l'on 
jalonne  les  droites  BC,  AC,  en 
plaçant  l'équerre  sur  BG,  par 
exemple,  en  un  point  B"  tel 
que  OB'  soit  perpendiculaire 
sur  BG.  Si,  par  les  points  B', 
A',  nous  élevons  des  perpen- 
diculaires à  BrO  et  à  A'O, 
elles  se  coupent  en  G'  et  la 
droite  CC'  coupe  AB  en  un 
point  Or  qui  est  situé  en  ligne 
droite  avec  les  points  M  et  0. 

En  effet,  les  deux  quadrilatères  MBAC,  OB'A'C',  ayant  leurs 
côtés  parallèles,  et  deux  de  leurs  diagonales  AB,  A'B'  con- 
fondues en  direction,  sont  homothétiques  ;  le  centre  d'homo- 
thétie  0'  est  donc  situé  sur  cette  droite  AB. 

Ainsi,  la  droite  00r  donnela  ligne  de  visée  vers  le  but  invisible. 

Quanta  la  distance  inconnue  MO,  elle  est  donnée  par  l'égalité 

GGr 


Fig.  187. 


MO  =  00'. 


O'G' 


JM 


45.  Solutions  diverses.  —  Nous 
résumons  rapidement;  dans  ce  para- 
graphe, quelques  solutions  du  présent 
problème,  solutions  qui  se  font  remar- 
quer, parmi  beaucoup  d'autres,  par 
un  caractère  particulier  de  simplicité. 

1°  Le  théorème  des  trois  hauteurs 
d'un  triangle,  théorème  que  nous 
avons  utilisé  déjà  (§  25)  pour  un 
autre  problème,  s'applique  remarqua- 
blement bien  à  celui  qui  nous  occupe  ici. 

Jalonnons  OA  dans  la  partie  accessible  et,  avec  l'équerre 


(Fig.  188) 
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abaissons  sur  OA  et  sur  AM  les   perpendiculaires  MH,  OB 
qui  se  coupent  en  K.  Sur  l'alignement   AK,  ainsi    obtenu, 
on  abaisse  de  0  une   perpendiculaire    OG  ;  OC  représente  la 
ligne  de  visée  vers  le  point  invisible. 
Quant  à  la  distance  OM,  elle  est  donnée  par  l'égalité 

2°  Soit  toujours  (fiç}A89)  0  le  point  d'où    il    faut  viser  le 

but  M  caché  par  un  obstacle.  On 
/j\  jalonnera  les  parallèles  AB  et  CD; 

//  \  A  et  B  désignant  deux  points  d'où 

/  /     \  l'on  peut  apercevoir  le  but.  On  par- 

tagera   CD   au   point   0',    dans   le 

AO 

rapport  —  ;   cette   opération   peut 
130 

se  faire  par  le  chaînage  des  lon- 
gueurs AO,  AB,  CD  et  par  le  cal- 
cul de  COr  au  moyen  de  la  formule 

CO'  -  AO/^V 
(Ftg.  189)  VAB/ 

|  La  ligne  de  visée  00'  se  trouve  ainsi  déterminée;  quant  à 

la  distance  OM,  elle  résulte  de  la  formule 

om  =  00'--7cdv 

Dans  la  pratique,  on  peut  toujours  s'arranger  de  façon  que 

CD 

le  rapport  — =:  >  qui  entre  dans  la  formule  précédente,  soit  égal 
AB 

à  -,  ou  à  -,  ...   en  un  mot,  de  la  forme Alors  on  a 

24  w+  1 

OM  =  (n  +  i)00r, 
formule  bien  commode  pour  calculer  OM. 

Pour  réaliser  cette  disposition  favorable  des  parallèles  AB 
et  CD,  on  prendra,  sur  A,  de  A  en  B,  n  +  1  fois  la  longueur 
du  cordeau  ;  et,  de  A  en  H,  n  fois  seulement  cette  même  lon- 
gueur. Ayant  tracé  HD  parallèlement  à  AC;  c'est  par  le 
point  D  qu'on  jalonnera  la  droite  A'  parallèlement  à  A. 
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3°  Traçons,  dans  la  partie  accessible,  un  alignement  A  pas- 
sant par  le  point  0  et  cher- 
chons, sur  A,  un  point  A  d'où  fP1 
l'on  peut  apercevoir  M  ;  puis                          /  \\ 
menons  AO'  perpendiculaire-                          /     \  \ 
ment   à    AM.   Ayant   relevé,                        /       \    \ 
avec  la  fausse  équerre,  l'an- 
gle OAM,    on    se  transporte 
sur  AOr  en   un   point  B  que 
l'on  détermine  de  telle  sorte 
que,  de  ce  point,    on    aper- 
çoive   OM    sous     un     angle 
égal  à  OAM.   Alors,  la  ligne 
de  visée  est  perpendiculaire 
àOB. 

Pour   évaluer  OM  ;    ayant 
prolongé  MO  jusqu'à  sa  ren- 
contre en  0'  avec  A'B,  on  observera  que,  dans  le  quadrila- 
tère inscriptible  OMAB,  on  a 

0'0(0'0  +  OM)  =  O'B.O'A. 


Cette  égalité  permet  de  calculer  OM. 


(A  suivre.) 


NOTE  DE  GEOMETRIE 

Par  M.  Boulin,  professeur  au  Collège  de  Gourdemanche. 


Si  un  cercle  passe  par  un  point  fixe  A,  et  que  l'extrémité  du 
diamètre  qui  passe  par  A  décrive  une  cer- 
taine courbe  fixe  G;  le  cercle  mobile  a, pour 
enveloppe,  la  podaire  de  G  par  rapport  à  A. 

En  effet,  dans  le  mouvement  en  ques- 
tion, le  centre  0  du  cercle  décrit  une 
courbe  homothétique  à  C,  la  tangente  en  0, 
au  lieu  décrit  par  ce  point,  est  donc  paral- 
lèle à  la  tangente  M,  à  G.  Si  AM,  AM'  sont 
deux  positions  voisines  de  AM  ;  0,  0'  les  milieux  de  AM, 
AM'  ;  les  deux  cercles  ayant  un  point  commun  en  A,  auront 


Fig.  i. 
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un  second  symétrique  de  A  par  rapport  à  00'  ;  ce  sera  le 
pied  P  de  la  perpendiculaire  abaissée  de  A  sur  MM'.  A  la 
limite,  MM'  est  la  tangente  en  MàC,  et;  par  suite,  le  lieu 
de  P,  ou  l'enveloppe  du  cercle  mobile,  sera  la  podaire  de  C 
par  rapport  à  A. 

Cette  remarque  très  simple,  et  très  connue,  peut  donner  un 
certain  nombre  de  résultats  intéressants. 

Exemple.  —  Soient  0  un  cercle  donné,  BAC  un  angle  fixe  qui 
a  son  sommet  sur  la  circonférence  0.  D'un  point  M,  quelconque,  du 
cercle  fixe,  on  abaisse  les  perpendiculaires  MD,  ME  sur  les  côtés 
de  BAC.  La  droite  DE  est  la  droite  de  Simson  de  M;  elle  forme 
un  triangle  ADE  avec  les  côtés  de  l'angle  A;  le  cercle  circon- 
scrit à  ce  triangle  enveloppe  un  limaçon  de  Pascal,  dont  le  point 
de  rebroussement  est  A,  et  dont  le  cercle  générateur  est  0. 

En  effet  le  cercle  circonscrit  à  ADE,  a  pour  diamètre  AM; 
donc,  d'après  la  remarque  précédente,  son  enveloppe  est  la 
podaire  du  cercle  0  par  rapport  à  A. 

Inversement  :  Si  un  cercle  mobile,  passant  par  un  point 
fixe,  a  pour  enveloppe  une  courbe  P,  l'ex- 
trémité du  diamètre  qui  passe  par  A. 
décrit  une  courbe  G,  telle  que  P  est  la 
podaire  de  A  par  rapport  à  G.  Donc,  le 
centre  de  ce  cercle  a  pour  lieu  une  courbe 
semblable  à  G. 

De  là  on  conclut  que,  si  l'on  connaît 
l'enveloppe    d'un    cercle    mobile    dans 
les  conditions  précédentes,  on  peut  en 
déduire  le  lieu  de  son  centre. 

On  prouve  très  aisément  que  les  courbes  G,  dont  les  podaires 
sont  des  cercles,  par  rapport  à  un  point  A,  sont  des  coniques 
à  centre,  qui  ont  pour  foyer  A,  et,  pour  centre,  le  centre  du 
cercle. 

On  démontre,  en  géométrie  élémentaire,  que  certains  cercles 
mobiles,  dans  les  conditions  indiquées,  enveloppent  des 
cercles;  il  en  résulte,  tout  de  suite,  que  le  lieu  des  centres 
de  ces  cercles  est  une  conique  ayant  pour  foyers  le  point 
fixe  et  le  centre  du  cercle  enveloppe. 
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Par  exemple,  de  ce  théorème,  dû  à  M.  Mannheim  : 

Un  cercle  étant  inscrit  dans  un  angle,  si  on  lui  mène  une  tan- 
gente BC,   le  cercle   circonscrit 
an  triangle  ABC  formé  par  les 
(rois  tangentes  touche  un  cercle 
fixe  inscrit  dans  l'angle  donné. 

Je  déduis  ce  théorème  : 

Un  angle  étant  donné  de  posi- 
tion, et  une  droite  BG  étant  mobile 
dans  cet  angle,  de  manière  que 
le  triangle  ABC  ait  un  périmètre 
constant,  le  lieu  géométrique  du 
centre   des    cercles    circonscrits  PilJ' 3' 

aux  triangles  ABC  est   une   hyperbole  qui  a'jiour  foyer  A,  et 
dont  l'axe  est  la  bissectrice  de  l'angle  A. 


CORRESPONDANCE 


Nous  avons  reçu,  de  M.  d'OcAGNE,  la  lettre  suivante  : 
«  Au  sujet  du  calcul  des  expressions  de  la  forme 


z  x  y 
pour  lequel  vous  avez  dressé  une  table  des  inverses,  qui 
figure  en  partie  dans  le  numéro 
de  septembre  du  journal,  je  vous 
signalerai  un  tableau  graphique 
que  j'ai  fait  connaître  pour  les 
calculs  de  ce  genre,  à  propos  de 
la  formule  des  lentilles  (Journal 
de  physique  théorique  et  appliquée, 
2e  série,  E.  IV,  1883,  p.  554). 

Soient:  Ox  et  Oy  deux  axes 
rectangulaires  portant  des  gra-  o^ 
duatiuns  égales;  Qz  la  bissecitree  de  l'angle  de  ces  axes, 
graduée  de  telle  façon  que  le  point  de  division  dont  les 
coordonnées  sont  \  x  —  n,  y  —  n,  soit  coté  n. 
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En  joignant  le  point  de  l'axe  Ox,  coté  x,  au  point  de 
l'axe  Oy,  coté  y,  on  a  une  droite  qui  coupe  l'axe  Oz  au  point 
dont  la  cote  %  vérifie  l'égalité 

i         i         i 
z  "  x       y 

La  démonstration  étant  évidente,  je  n'y  insiste  pas. 

Pour  calculer  y,  connaissant  z  et  x,  on  tire  la  droite  qui 
joint  le  point  z  au  point  x  et  ou  lit  la  cote  du  point  où  cette 
droite  coupe  Oy.  C'est  là  le  cas  du  problème  que  vous  aviez 
en  vue. 

Cette  représentation  graphique  se  prête  à  une  discussion 
remarquablement  simple,  de  la  théorie  des  lentilles. 

Pour  n'avoir  pas  à  tracer  de  droite  sur  le  tableau  graphique, 
il  suffît  d'être  muni  d'un  transparent  sur  lequel  on  aura  tracé 
une  droite  d'un  trait  fin. 

Les  dimensions  à  donner  au  tableau  graphique  dépendent 
des  limites  entre  lesquelles  peuvent  varier  les  données  et  de 
l'approximation  qu'on  veut  obtenir.  « 


AGRÉGATION   DES    SCIENCES   MATHÉMATIQUES 

(CONCOURS  DE  1887)  (*). 


Mathématiques  élémentaires. 

—  On  donne  deux  cercles  S  et  S  ayant  pour  centres  les  points  O 
et  w,  pour  rayons  r  et  p  ;  le  cercle  S  est  supposé  intérieur  au  cercle  S, 
et  le  point  w  intérieur  au  cercle  S. 

Ie  Démontrer  que  tous  les  cercles  T  tangents  extérieurement  au 
cercle  S  et  orthogonaux  au  cercle  S  touchent  un  troisième  cercle  fixe 

2°  On  prend  une  droite  DD'  perpendiculaire  à  la  ligne  des  centres  wO, 
et  un  point  P  sur  cette  ligne  des  centres.  Soient  WA,  wB,  les  tangentes 
menées  du  point  w  à  l'un  des  cercles  T,  A'  et  B'  les  points  d'intersec- 
tion de  la  droite  DDr  avec  les  bissectrices  des  angles  AwO  et  BwO  ; 
démontrer  que  les  points  Ar  et  B'  forment  une  division  homographique 
quand  le  cercle  T  varie  ; 

3°  Étudier  les  variations  de  l'angle  A'PB'  ; 


(*)  Une  solution  de  cette  question  paraîtra  dans  le  numéro  de  janvier 
ochain. 
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ri°  Soient    T,,  T,,  T3, T„,  une  suite  de   cercles  T  orthogonaux 

au  cercle  S,  le  premier  aux  points  A,  et  A2,  le  second  aux  points  A3  et 

A3,  le  troisième  aux  points  Â3etA4, le  nlème  aux  points  An  et  Au+r, 

démontrer  que  la  condition  nécessaire  et  suffisante,  pour  que  le 
point  A/1+1  coïncide  avec  le  point  A,,  est  que  l'on  puisse  satisfaire  à 
une  relalion  de  la  forme 

tall§  ir=2^  vApa  +  *-»-2)3--MV 

le  nombre  k  étant  entier,  et  d  désignant  la  distance  ojO. 


ECOLE  FORESTIÈRE 

(CONCOURS  DE  1887) 


Composition  en  mathématiques. 

—  Si  a  et  b  sont  deux  nombres  premiers  entre  eux  :  1°  des  deux 
expressions  lia +  26  et  18a  +  56,  Tune  étant  divisible  par  19,  l'autre 
l'est  également.  2°  Elles  ne  peuvent  admettre  d'autre  facteur  commun 
que  19. 

—  Trouver  au  moyen  de  l'identité  de  la  division  trois  équations  qui 
permettent  de  déterminer  les  coefficients  du  reste  de  la  division  d'un 
polynôme  entier  fixe  par  le  produit 

[x  —  a)  {œ  —  (3)  [x  —  y) 
où  a,  (5,  y  sont  trois  quantités  distinctes. 

Résoudre  et  discuter  ces  équations,  et  en  conclure  les  conditions 
nécessaires  et  suffisantes  pour  que  la  division  se  fasse  exactement. 

—  Une  droite  étant  donnée  par  ses  projections,  trouver  celles  de  sa 
projection  sur  le  plan  bissecteur  du  second  dièdre  formé  par  les  plans 
horizontal  et  vertical.  —  Prouver  qu'elles  restent  les  mêmes  si  la  ligne 
de  terre  prend  différentes  positions  parallèles  entre  elles,  les  données 
ne  changeant  pas  d'ailleurs. 

Trigonométrie  et  calcul  logarithmique. 

—  Calculer  les  côtés  et  les  diagonales  d'un  parallélogramme  dont  on 
connaît  le  périmètre  2p  et  l'angle  aigu  a  des  diagonales,  supposé  égal  a 
l'angle  aigu  de  deux  côtés  adjacents. 

—  On  donne  dans  un  triangle  une  médiane 

m  =  2741m,633 
et  les  angles  suivant  lesquels  elle  partage  l'angle  du  triangle  au  sommet 
duquel  elle  passe. 

a  =  27°3i'15',61 

(3  =  39'52'23",87 
On  demande  les  trois  côtés  et  les  trois  angles- 
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BACCALAUREAT  DE  L'ENSEIGNEMENT  SPECIAL 

(AVRIL  1887) 


ALGER 


—  I.  Résultante  de  deux  forces  parallèles,  inégales  et  de  sens  contraires. 
II.  Examiner  le  cas  où  les  forces  sont  parallèles,  égales  et  de  sens. 

contraires. 

—  Soit  un  carré  ABGD.  —  1°  On  diminue  le  côté  AB  de  2ra  et  le 
côté  AG  de  lra.  ;  on  construit  sur  les  restes,  comme  côtés,  un  rectangle  R. 
—  2°  On  augmente  le  côté  AB  de  4,n;  on  diminue  le  côté  AG  de  5m;  on 
construit  un  rectangle  R'  avec  les  lignes  obtenues,  comme  côtés.  —  Déter- 
miner le  côté  du  carré  de  manière  que  le  rapport  de  la  surface  du  rec- 
tangle R  à  celle  du  rectangle  R'  soit  égale  à  un  nombre  donné  m. 

LYON 

—  Dans  un  cercle  donné,  on  mène  deux  rayons  OA  et  OB  compre- 
nant entre  eux  un  angle  de  60°.  Du  milieu  0'  de  l'arc  AB,  comme  centre, 
on  décrit  un  autre  cercle  tangent  aux  deux  rayons  OA  et  OB.  Les  aires 
de  ces  deux  cercles  ont  une  partie  commune,  dont  on  demande  le  rap- 
port à  l'aire  du  secteur  OAO'B. 

RENNES 

—  Trouver  l'angle  de  deux  droites,  en  Géométrie  descriptive. 

—  Résoudre  et  discuter  l'équation. 

tg  x  -+-  tg  (a  —  x)  =  l. 

POITIERS 

—  Énoncer  et  démontrer  les  théorèmes  qui  permettent  de  trouver 
l'expression  du  volume  d'un  parallélipipède  droit. 

—  Réduction  de  1  +  tang  a  en  un  produit. 

BESANÇON 

—  Pour  quelles  valeurs  de  la  variable  x  l'inégalité 

(s-l)(q;-2) 

(x  —  3)(x—b)  ^ 
est-elle  vérifiée? 

—  Volume  engendré  par  un  pentagone  régulier  convexe  tournant 
autour  d'un  de  ses  côtés  (en  supposant  connu  le  rayon  du  cercle  cir- 
conscrit au  pentagone). 

CLERMONT 

—  Établir  la  formule  qui  donne  la  surface  totale  d'un  tronc  de  cône 
de  révolution,  à  bases  parallèles. 

—  Dans  un  tronc  de  cône  on  connait  :  1°  l'arête  a;  2°  l'angle  a  de  cette 
arête  avec  le  plan  de  la  grande  base;  3°  la  surface  totale  71K- ?  Calculer 
les  rayons  x  et  y  des  deux  bases. 
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Le  problème  est-t-il  possible  quelle  que  soit  la  surface  donnée,  les 
autres  données  restant  les  mêmes? 

13oa 

Application  :   a  —  60°  ;  KJ  = 

8 

NANCY 

—  Énoncer  et  établir  les  relations  trigonométriques  qui  lient  les  angles 
et  les  côtés  d'un  triangle  quelconque. 

—  On  donne  un  demi-cercle  AOB,  et  l'on  mène  les  tangentes  Ax,  By, 
en  A  et  B. 

1°  Prouver  que  la  portion  CD  d'une  troisième  tangente,  comprise  entre 
Ax  et  By  est  vue  du  point  O  sous  un  angle  droit; 

2°  Déterminer  AG  et  BD  de  telle  sorte  que  le  volume  engendré  par 
ABCD.  tournant  autour  de  AB,  soit  égal  à  p  fois  le  volume  de  la  sphère 
engendrée  par  la  rotation  du  demi-cercle. 

LILLE 

Mathématiques. 

—  Étant  donnée  l'équation  :  (m  —  5)  x°-  —  4  mx-\-  [m  —  2)  = ;  0,  où  m 
est  donné  et  x  l'inconnue,  on  demande  : 

1°  Pour  quelles  valeurs  de  m  l'équation  aura  ses  racines  réelles  ; 
2°  Pour  quelles  valeurs  de  m  elle  aura  les  deux  racines  de  signes 
contraires. 

—  Calculer  deux  angles  x  et  y  connaissant  leur  somme  x  +  y  =  K  et 

,    ,     ,  .        %mx      b 

le  rapport  de  leurs  smus  - — =-• 

sm  y     c 

i  K=145°12'40", 
Application  )  b  _  41 25 
(  c       3516 ' 

MONTPELLIER 

—  On  donne  les  trois  dimensions  a,  b,  c,  d'un  parallélépipède  rectangle, 
et  l'on  demande  de  trouver  une  quantité  x  telle  que  le  parallélépipède 
rectangle,  ayant  pour  dimensions  a-\-x,  b-hx,  c  +  x,  ait  une  surface 
donnée  S. 

—  Résoudre  un  triangle  dont  on  connaît  la  surface  et  les  angles. 

GHAMBÉRY 

—  La  hauteur  AB  d'un  rectangle  ABCD  étant  égale  à  1  mètre,  trouver 
une  longueur  DE,  moindre  que  DG,  telle  que  les  volumes  engendrés 
par  le  quadrilatère  AEBG  tournant  1°  autour  de  AD;  2°  autour  de  BG, 
soient  dans  le  rapport  de  26  à  19. 

—  Démontrer  qu'un  plan  mené  par  deux  arêtes  opposées  d'un  paralléli- 
pipède  oblique,  partage  ce  parallélipipôde  en  deux  parties  équivalentes. 

BESANÇON 
SESSION  DE  JUILLET  1886 

—  Conditions  de  sensibilité  d'une  balance. 

—  On  donne  deux  droites  AB,  CD  dans  l'espace  :  trouver  sur  AB  les 
points  d'où  l'on  voit  CD  sous  un  angle  droit.  Expliquer  et  construire 
l'épure,  en  Géométrie  descriptive,  lorsque  l'on  donne  les  projections 
(db,  a'b'),  (cd,  c'd')7  des  deux  droites  données. 
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MARTINIQUE 


—  Démontrer  que  si  une  droite  À  et  un  plan  M  sont  perpendiculaires 
à  un  plan  P,  la  droite  A  et  le  plan  M  sont  parallèles. 

—  0  étant  un  cercle  de  rayon  donné  R,  et  AB  un  diamètre  de  ce 
cercle,  déterminer  la  distance  01,  de  manière  qu'en  élevant  IE  perpen- 
diculaire à  AB  et  menant,  en  E,  la  tangente  EF  prolongée  jusqu'à  sa 
rencontre  avec  AB,  on  ait 

EF  =  El  +  IB. 


QUESTION   153 

Solution  par  M.  E.  Bordage,  professeur  au  Collège  de  Nantua. 


Un  angle  constant  BAC  tourne  autour  de  son  sommet  fixe  A; 
trouver  la  position  de  l'angle  pour  laquelle  il  intercepte,  sur  un 
cercle  donné  dans  son  plan,  une  corde  de  longueur  connue. 

Supposons  la  question  résolue.  Soit  BG  la  corde  de  lon- 


A'     -  — 


gueur  donnée  :  joignons  le  sommet  A  de  l'angle  au  centre  o> 
du  cercle  donné.  Cette  distance  Aw  est  une  quantité  con- 
nue. On  voit  aussi  que  le  sommet  A  de  l'angle  BAC  est 
situé  sur  le  segmmt  capable  de  l'angle  BAC,  décrit  sur  BC 
comme  base.  Nous  déduisons  de  là  une  construction  bien 
simple. 
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Nous  prendrons  une  corde  B'C  ayant  une  position  quelcon- 
que mais  qui  soit  égale  à  BU.  Sur  cette  corde  B'C,  nous 
décrirons  un  segment  capable  de  l'angle  donné  ABC.  Soit 
B'xMC  ce  segment.  De  w  commecentre,  avec  un  rayon  égal 
à  la  distance  Aco  nous  décrirons  une  circonférence.  Supposons, 
pour  le  moment,  que  cette  circonférence  rencontre  en  A'  et 
A"  le  segment  capable  de  BAC  décrit  sur  B'C'.  Joignons  les 
points  À',  Br,  G'  et  A",  B',  C\  Les  deux  angles  B'A'C, 
B'A"C,  ainsi  obtenus  répondent  à  la  question;  car  ils  ont  la 
grandeur  donnée  pour  BAC;  leur  sommets  sont  à  des  distan- 
ces égales  à  Aw.  De  plus,  B'C'  =  BC. 

Il  ne  reste  plus  qu'à  faire  tourner  l'un  des  rayons  coA',  wA" 
autour  du  centre  w,  jusqu'à  ce  que  l'un  des  points  A'  ou  A"  soit 
venu  coïncider  avec  A  (ce  qui  revient  à  faire,  de  chaque 
côté  de  Au,  des  angles  1  et  2,  respectivement  égaux  aux  angles 
1  et  2  en  A'  et  A").  Le  problème  sera  ainsi  résolu. 

Il  y  a  deux  solutions  ou  deux  points  A"  quand  la  circonfé- 
rence de  rayon  Aw  coupe  le  segment  capable  ;  une  seule,  quand 
cette  circonférence  est  tangente  au  segment  ;  il  n'y  en  a 
aucune,  quand  elle  ne  le  rencontre  pas. 


QUESTION   200 

Solution  par  M.  Pangaut  (Joseph),  élève  à  l'Institut  Sainte-Marie 

(Besançon). 


Du  point  milieu  D  du  côté  BC  du  triangle  ABC,  on  élève  la 
perpendiculaire  DEF  et  on  la  prolonge  jusqu'à  sa  rencontre 
avec  les  deux  autres  côtés  AB,  AC,  aux  points  F,  E.  On  pose 
DE  =  a,  DF  =  b  et  angle  ABC  =  a  et  on  propose  de  démon- 
trer que  la  surface  du  triangle  ABC  est  donnée  par  la  formule 

2ab2  cotg  a 
a  H-  b 
Montrer  que  si  l'angle  BAC  est  droit,  la  surface  S  du  triangle 
est  exprimée  par  : 

2aby/ab 

a  +  b  '  (G.  Russo). 
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1°  Menons  la  hauteur  AH  :  =  h.  Les  triangles  semblables 


a       DC 

Ct     h  ~  HC 


BFD  et  BAH,     GAH,  CED,  donnent: 

b       BD 

h  ~~  BH 
d'où 

h  -  b       a  -  h       DH 
=  BD 


a 


On  tire  de  là 


h  = 


lab 
a  -h  b 


et,  par  suite, 

S=BDx/i 


b  cotg  a  X 


2a6         2«62cotga 


a  +  6 
2°  Si  BÂC  est  droit,  on  a  toujours    h  = 


a  +  6 
icib 
a  +  b 


De  plus , 


l'angle  E  est  égal  à  a. 
Par  suite 

BD  =  6cotga, 
d'où,  finalement, 


DG  =  atga, 
2ab\/ ab 


BD  =  \/ab  ; 


S  = 


a 


N0TA#  __  Solutions  analogues  par  MM.  Henri  Martin  (lycée  Gondorcet 
Ignacio  Beyens,  à  Cadix;  Edmond  Bordage,  professeur  au  collège  de 
Nantua-  G.  Bourdier  (lycée de  Grenoble);  0.  Pommes  (collège  de  Gondom) 
d' Hardi viller  (collège  de  Beauvais)  ;  Henry  Galopeau  (lycée  d'Angoulême)  ; 
E.  Quintard,  à  Arbois  etX... 

M.  G.  Russo,  dans  une  note  qu'il  nous  adresse,  généralise,  comme  il 
suit,  la  question  présente  posée  par  lui  : 

«  Sur  le  côté  BC  du  triangle  ABC  on  prend  le  point  D  de  telle  sorte  que 

BD  _m 

DC  —  n* 

Par  D    on  élève  sur  BG  la  perpendiculaire  DEF,  les  points  F  et  E  étant 

les  intersections  de  cette  perpendiculaire  avec  les  côtés  AB,  AG.  Or,  si  l'on 

pose  DE  =  a,   DF  =  b  et  ABG  =  a,   la  surface  S   du  triangle  ABG  est 

donnée  par  la  formule  : 

_  (m  +  npab^otgq 

2m(am  +  bn) 
Si  l'angle  A  est  droit,  cette  relation  devient_ 

(m 


S  = 


•n^abVabmn 
2mn(am  +  bn) 
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QUESTION  203 

Solution  par  M.  J   Pangaut,  élève  à  l'Institut  de  Sainte-Marie  (Besançon). 


On  donne  un  cercle  A  et,  à  /'intérieur  de  ce  cercle,  un  point  fixe 
P.  Soit  A'  une  tangente  fixe,  perpendiculaire  en  A  au  diamètre 
qui  passe  par  P. 

4°  Autour  de  P,  on  fait  tourner  une  transversale  qui  rencontre 
A  aux  points  Q  et  Q'  ;  en  ces  points  on  élève  à  QQ'  des  perpendi- 
culaires qui  rencontrent  A'  aux  points  M,  M'  et  Ion  projette  le 
point  M  sur  PM',  ou  le  point  M'  sur  PM. 

Trouver  le  lieu  décrit  par  ces  projections. 

2°  On  joint  AQ  et  AQ'  et  l'on  projette  M'  sur  AQ',  ou  M  sur 
AQ  ;  le  lieu  de  ces  projections  est  une  circonférence  tangente  à  A 
au  point  A  et  passant  par  le  point  P'.  symétrique  de  P  par  rap- 
port au  centre  de  A  (G.  L.) 

1°  Prolongeons  MI  jusqu'à  sa  rencontre  en  P'  avec  le  dia- 
mètre. Les  triangles  MP'A  PAM',  semblables  comme  ayant 
leurs  côtés  perpendiculaires,  donnent  : 
AM       AP 
APf  "~ÂM'' 
ou        AM'x  AMr  =  AP 
XAF. 

Mais  les  quadrila- 
tères semblables  (*) 
APQM  et  APQ'M' 
donnent 

AM  X  AM'  =  PQ  x  PQ' 
=  AP  X  PB 

Donc  AP  X  AP' 

=  AP  x  PB 
ou        AP'  =  PB. 


M' 


(*)  Cette  remarque  est  exacte  et  intéressante,  mais  elle  ne  nous  semble 
pas  évidente.  On  peut  observer,  pour  établir  la  similitude  en  question  : 
1°  que  les  triangles  PM'Q'»  MPA  sont  semblables,  2°  que  les  angles 
QMP  =  QAP,  et  APM'  =  AQ'M'  sont  égaux. 

L'égalité  des  angles  QAP,  AQ'M'  résulte,  d'ailleurs,  de  ce  que  M'Q' 
rencontre  A  en  un  point,  diamétralement  opposé  à  Q.  G.   L. 
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Le  point  P'  est  donc  symétrique  de  P  par  rapport  au  centre 
et  le  lieu  du  point  I  est  une  circonférence  de  rayon  OP  et 
de  centre  0. 

2°  AQ  est  parallèle  à  1M'.  En  effet  :  AQP  =  SFaQ',  car  ils 
ont  même  mesure.  Or  M7AQ7  ==  ÏPÇT. 

Donc  AQP  =TÏP"Q  et  les  droites  AQ,  IM'  sont    parallèles. 

Ainsi  MP'  est  perpendiculaire  à   AQ  et  le  lieu   du    point 

K  est  une  circonférence  de    diamètre  AP  ;  par  conséquent 

tangente  à  A  en  A. 

Nota.—  Solutions  diverses  par  MM.  Léon  Grabit  (Lycée  du  Havre); 
Gotoni  (Lycée  d Alger)  ;  Miniur  (Ecole  normale  des  Sciences  de  Gand); 
J.  Moulet  (Collège  de  Manosque)  ;  Henri  Martin  (  Lycée  Condorcet  )  ; 
Louis  Prince  (Lycée  de  Grenoble);  E.  Quintard,  à  Arbois;  J.  Ghapron. 


QUESTION  204 

Solution  par  M.  J.  Pangaut,  élève  à  l'Institut  Sainte-Marie  (Besançon). 

On  considère  un  cercle  et  un  diamètre  AB;  un  point  P  sur  AB 
et  les  tangentes  aux  points  A  et  B.  Par  P  on  mène  une  semi- 
droite  mobile  qui  rencontre  le  cercle  en  Q  et,  par  le  point  Q  on 
trace  une  droite  perpendiculah  e  à  PQ  qui  rencontre  les  tangentes 
fixes  en  M  et  en  N.  Trouver  le  lieu  décrit  par  le  point  de  concours 
des  diagonales:  4°  du  quadrilatère  APQM;  2°  du  quadrilatère 
PQBN?  (G.  L) 

Les  quadrilatères  APQM,  PBQN   sont  inscriptibles  ;  on  a 

donc 


i  =  i 


2  =  2' 


et,  par  suite, 
MPN  =  AQB=  idr. 
Le  quadrilatère 
PQCC  est  donc,  lui 
aussi,  inscriptible 
et  l'on  a  4  =  3  \ 
mais  1  =  3  parce 
que  ces  angles  ont 
pour  compléments 
les    angles    égaux 


2  et  2'.  Ainsi   1  =  4;    donc  CG'  est  parallèle  à  AB. 
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D'après  cela,  le  Lieu  du  point  C  ^st  uno  ellipse  de  petit 
axe  //.,  dont  le  grand  axe,  perpendiculaire  au  milieu  de  AP, 
«•si  égal  à  y/Or=  PQ'. 

Posons  AP  =  /i,  PB  =  h'  et  décrivons  les  demi-circonfé- 
rences de  diamètre  h  et  1i  .  Puis  menons  CD'  et  CD  perpen- 
diculaires sur  AB.  Les  triangles  ACD  et  CDP  semblables 
respectivement  à  BC'D'  et  à  PCD'  donnent: 


AD  x  D'B 

^DPx  PD'  =  CD2 

=  CD'2 

AD 

PD         AD  +  PD 

h 

pu'  - 

D'B       PD'  +  D'B 

K 

D'autre  part 

CD2 

DP  X  PDr       PD' 

ti 

RD2 

DP  X  AD        AD 

h 

Donc 

CD       s/h.h' 

RD  '        h 

On  peut  appliquer,  sans  démonstration  nouvelle,  ce  résultat 
au  lieu  décrit  par  le  point  C  ;  ce  lieu  est  une  ellipse  dont 

les  axes  sont  égaux  :  l'un,  à  h'  ;  l'autre,  à  \/hh'. 

Nota.  —  Solutions  diverses  par  MM.  Rogier  (lycée  de  Marseille)  ; 
Minuir  (école  normale  de  sciences  de  Gand);  Henri  Martin  (lycée  Gon- 
dorcet);  Bécla  (collège  de  Beauvais);  D.  Gotoni  (lycée  d'Alger);  J.  Cha- 
pron,  à  Bragelogne;  A.  Troille  (lycée  de  Grenoble);  E.  Quintard,àArbois. 


QUESTION  205 

Solution  par  M.  l'abbé  E.  Gelin,  professeur  au  collège  Saint-Quirin, 

à  Huy. 


Résoudre  l'équation 

a(a  +  x)(di  -h  2xjfa  H-  3xj  =  b(b  -+-  x)(b  -+■  2x)(b  -+-  3xJ. 

On  a  successivement  :  (G.  L.) 

(a2  +  3ax){a*  -+-  3ax  -+■  2X2)  =  (62  -h  36#)(62  -+-  36a  h  2X2), 

(a2  h-  3ax)2  +  2#2(a2  -+-  3ax)  ±£  (62  +  3te)2  +  2#2(62  +  36a;), 

(a2  +  3aa;)2  -  (62  +  36a)2  +  2#2[(a2  +  ïax)  -  (62  +  36a;)]  =  o, 

[(a2  +  3ax)  -  (62  +  36a)][(a2  +  3ax)  +  (62  +  36a*)  +  2X2]  =  o, 

(a  —  b){3x  h-  a  +  6)[2œ2  +  3x(a  +  6)  -+-  a2  -+-  62]  =  o,  etc. 
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Nota.  —  Solutions  analogues  par  MM.  J.  Chapron,  à  Bragelogne;  Bou- 
tin,  professeur  au  collège  de  Vire;  Ignacio  Beyens,  à  Cadix;  Rogier 
(lycée  de  Marseille);  Henri  Martin  (lycée  Gondorcet);  J.  Moulet,  au 
collège  de  Manosque;  Léon  Grabit  (lycée  du  Havre);  A.  Troille  (lycée 
de  Grenoble);  Bécla  (collège  de  Beauvais)  ;  Paul  Bourgarel,  à  Antibes; 
Couvert  (lycée  Gondorcet)  ;  E.  Quintard,  à  Arbois  ;  Henry  Galopeau, 
(Lycée  d'Angoulême). 

Une  copie,  non  signée,  porte  une  remarque  intéressante,  généralisant 
la  question  posée. 

L'auteur  observe,  avec  raison,  que  l'équation 

a[a+px)(a  +  qx)[a+p  +  qx)  =  b{b-+-px){b)-\-qx)(b-\-p-t-qx)1 
est  aussi  quadratique;  elle  se  décompose  en  deux  facteurs,  en  suivant 
la  méthode  indiquée  ci-dessus. 

frq1 
En  ajoutant  — —a?4  aux  deux  membres,  ceux-ci  deviennent  des  carrés 

parfaits.  La  décomposition  de  l'équation  proposée,  en  deux  autres,  est 
ainsi  rendue  manifeste;  mais  cette  méthode,  plus  rapide,  est  moins 
naturelle  que  celle  qu'on  vient  de  lire.  G.  L. 


QUESTION   206 

Solution  par  M.  Ignacio  Beyens,  capitaine  du  Génie  à  Cadix 


Démontrer  que  si  les  côtés  b,  c  d'un  triangle  et  l'angle  com- 
pris A  vérifient  la  relation 

b  =  4c  cos  (3o°  H — )  cos  ( 3o° j  :  (1) 

4°  L  angle  A  est  le  double  de  G; 
2°  Les  côtés  a,  b,  c  vérifient  l'égalité 

a2  =  c(b  +  c).  (2) 

On  pourra  déduire  (par  des  considérations  géométriques)  cette 
seconde  propriété  de  la  précédente.  (G.  L.) 

1°  La  relation  (1)  donne,  successivement, 
b  =  2c(cos  60  +  cos  A) 
b  =  c(i  +2  cos  A)  (3) 

sinB  =  sin(A  +  G)  =  sinG(i  +  2  cos  A) 
sin(A  —  G)  =  sinC. 
Les  grandeurs  A,  B,  G  représentant  les  angles  d'un  triangle, 
l'égalité  précédente  ne  peut  être  vérifiée  qu'en  supposant 
A  -  G  =  G,        ou        A  =  2G. 
2°  La  relation  (3)  peut  s'écrire,  par  application  d'une  for- 
mule connue, 


JOUKNAL  DE  MATHÉMATIQUES  ÉLÉMENTAIRES        261 

6"  4-  c2  -  aL 


•> 


b 
ou  a2  —  c(b  -h  c). 

Autrement.  —  Soit  AB(i  un  hiangle  tel  que  l'angle  A  —  2C; 

si  l'on  mène  la  bissectrice  AS  de  l'angle 
CAB  et  la  droite  BD  parallèle  à  AS, 
on  a,  évidemment  AB=AD  et  BD=BC. 
D'ailleurs,  les  triangles  semblables 
CBD.  BAD,  donnent  : 

BA       BD  BD 

BD  ="  CD  "=  CA  +  AB' 

à  a 

ou 


a       b  -\-  c 

relation  qu'il  s'agissait  d'établir  et  qui,  comme  l'on  voit,  appar- 
tient à  tous  les  triangles  dans  lesquels  un  angle  A  est  double 
d'un  autre  angle  C. 
Les  réciproques  sont  vraies  et  s'établissent  facilement. 

Nota.  —  Solutions  diverses  par  MM.  :  Moulet  (collège  de  Manosque); 
Beclu  (collège  de  Beau  vais)  ;  G.  Russo,  à  Gatanzaro;  Joseph  Pangaut 
(institut  Sainte-Marie,  Besançon)  ;  Troille  (lycée  de  Grenoble)  ;  Miniur 
(école  normale  des  sciences  à  Gand);  Caitucoli,  à  Sisteron;  Edmond 
Bordage,  professeur  au  collège  de  Nantua;  J.  Ghapron,  à  Bragelogne  ; 
P.  Bourgarel,  à  Antibes;  D.  Gotoni  (lycée  d'Alger);  l'abbé  E.  Gelin, 
professeur  au  collège  Saint-Quirin,  à  lluy  (Belgique);  Ch.  Martin  (lycée 
Condorcet)  ;  Régis  Frilley  (pensionnat  des  Maristes,  Plaisance)  ;  Louis 
Prince  (lycée  de  Grenoble);  Couvert  (lycée  Condorcet);  Henry  Galopeau, 
à  Beaulieu,  et  X...  (*). 


QUESTION  208 

Solution  par  M.  J.  Moulet. 


Soient  deux  cercles  A,  A'  tangents  au  point  M;  par  M,  on 
mène  une  transversale  mobile  qui  rencontre  A  en  A  et  A'  en  B, 
La  perpendiculaire  élevée  à  AB;  au  point  B,  et  la  tangente  à  A 
en  A  se  coupent  en  un  point  G;  si,  du  point  C,  on  abaisse  une 

(*)  Les  correspondants  qui  nous  adressent,  simultanément,  les  solu- 
tions de  plusieurs  questions,  sont  priés  de  signer  chacune  d'elles* 
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perpendiculaire  sur  la  ligne  des  centres,  on  obtient  une  droite  qui 
rencontre  AB  en  I. 

Le  lieu  du  point  I  est  une  circonférence.  (G.  L.) 

Joignons  O'B,  OA.  Ces  deux  lignes  sont  parallèles,  et  les 
angles  MO'B,  MOA  sont  égaux  ;  leurs  moitiés,  c'est-à-dire  CAB, 

c 


BEM  sont  aussi  des  angles  égaux. 

Or  GIB  =  BEM. 

Donc  CAB  =  CIB  ; 

enfin,  le  triangle  ICB  est  isoscèle,  par  suite  IB  —  BA. 

Cela  posé,  par  I  menons  lw  parallèle  à  O'B,  le  point  m  est 
le  symétrique  de  0  par  rapport  à  0'.  Mcol  est  un  triangle  iso- 
cèle puisqu'il  est  semblable  à  MO'B. 

0)M  =  col. 

Le  lieu  de  I  est  la  circonférence  décrite,  de  co  comme  centre, 

avec  coM  comme  rayon. 

Nota.  —  Solutions  analogues  par  MM.  Vigarié;  Joseph  Pangaut  (insti- 
tut Sainte-Marie,  à  Besançon);  Ménétrier  (collège  de  Chalon-sur-Saône); 
A.  Couvert  (lycée  Condorcet);  Troille  (lycée  de  Grenoble);  J.  Chapron, 
à  Bragelogne;  Ignacio  Beyens,  à  Cadix;  Henri  Martin  (lycée  Condor- 
cet);  E.  Quintard,  à  Arbois  ;  Auguste  Boutin,  professeur  au  collège  de 
Courdemanche  (Sarthe),  et  X... 
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QUESTION  210 

Solution,  par  M.  Auguste  Boutin,  professeur  au  Collège  de  Gourdemanchc. 


A,  B,  C  étant  les  angles  d'un  triangle,  démontrer: 
4°  Que 

2(tgî + cot4)  -  ***%  -  '^)(' +  ^X1  +  lsï) 

conserve  la  même  valeur,  quand  on  permute  les  lettres  A,  B,  G. 
2°  Mettre  sous  forme  symétrique  la  valeur  commune  aux  trois 
quantités  que  l'on  peut  ainsi  former.  (E.  Catalan.) 

La  solution  du  secoud  paragraphe,  démontre  la  proposition 
énoncée  dans  le  premier.  Résolvons  cette  seconde  question. 

Soit  E  l'expression  considérée;  si  on  la  développe,  elle 
devient 

A  ABC 

E  =  2  tg  — h  cotg  — h  tg h  tg  —  (1) 

4  4  4  4 

B      C  .   A/    È  C  B^     C\ 

+  tg  -  tg-  -  COtg-   tg-    +  tg-   -H    tg-  tg  -). 

4      4  4\     4  4  4       4/ 

D'ailleurs  A.  B,  C  étant  les  angles  d'un  triangle 

ABC        ABC 

tg  ^+?+^Utg45o-.-        4        4         4        4     4     4 


\4     4V      ^ t    A     B        A     C        B     C' 

,-tg-tg--tg-tg--tg-tg- 

relation  qu'on  peut  écrire  : 

t    A/     B  C  B     C\ 

o=i  +  cotg-(  tg-  +  tg-  +  tg-tg-  (2) 

4\     4  4  4     4/ 

B  C  ABC 

+  tg-  +  tg-  -  cotg-  -  tg-  tg-  • 
4  4  4  4      4 

Ajoutant  (1)  et  (2),  membre  à  membre,  il  vient 

/A  B  fr 

E  =  1  +  2   tg-  +tg-  +tg- 
\     4  4  4^ 

Nota.  —  Solution  analogue  par  M.  E.  Quintard,  à  Arbois. 
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QUESTIONS  PROPOSEES 


265.  —  Si  quatre  points  A,  G,  B,  D  rangés  sur  une  droite, 
dans  l'ordre  indiqué  par  les  lettres,  sont  conjugués  harmo- 
niques ;  0  désignant  le  milieu  de  CD,  on  a 

OB.AC.AD  =  OA.BG.BD,  (G.  L.) 

266.  —  Résoudre  l'équation 

(ax*  +  bx  +  c)%  =  x*(kx%  +  bx  +  & 
en  supposant,  bien  entendu, 

A  —  a  ^t  o.  (G.  L  ) 

267.  —  Démontrer  que  l'on  a 

sinasin(6— c)  sin  (6h-c— a) 
+  sin6sin(c— o)sm(c+a  — 6)  [  :=:2siu(a— 6)sin(6— c)sin(c— a). 
-fsincsin(a  —  6)sin(a-»-6 — c) 
et,  aussi, 

cosasin(6— c)cos(6+c— a) 
+cosôsin(c— a)cos(c+a—  b)  \  :s2sin(a—  6)sin(6— c)sin(c— a) 
+coscsin(a— 6)cos(a+6— c) 

(Question  empruntée  à  la  publication  Zeitschr.  f.  Mathem.  u.  Naturw.) 

Nota.  _  Les  questions  239  et  262,  dont  les  énoncés  sont  presque  iden- 
tiques, doivent  être  considérées  comme  ne  formant  qu'un  seul  exercice. 

La  question  234  [Journal,  1886.  p.  264)  se  trouve  déjà  résolue,  à  la 
page  81  du  journal,  année  1879.  Nous  considérons  donc,  après  cette 
indication  qui  nons  a  été  fournie  par  M.  Galopeau,  cette  question  comme 
résolue. 


Errata.  —  1°  Page  7,  ligne  23 
au  lieu  de  c  —  \la2-t-b, 

3 


lisez  c  =  \a-  —  b. 

2°  Supprimez  le  nota  de  la  page  240  ;  la  propriété  signalée  n'est  vraie 
qu'avec  certaines  restrictions,  comme  nous  l'a  fait  remarquer  M.  Boutin. 


Le  Directeur-Gérant, 

G.  de  LONGGHAMPS. 


IMPRIMERIE  CENTRALE   DKS  CHEMINS   DE   FER.   —   IMPRIMERIE  CHAU. 
RUE   BERGÈRE,   20,    PARIS.    —    19406-7. 
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NOTE  SUR  LA  STROPHOIDE  OBLIQUE 

Par  M.  Lebel. 

étudiant  à  la  Faculté  des  Sciences  de  Marseille. 


Les  propriétés  de  la  strophoïde  droite,  mentionnées  dans  la 
Note  publiée  par  le  Journal  de  Mathématiques  spéciales  (juillet- 
août  188G)  subsistent,  sauf  de  légères  modifications,  pour  la 
strophoïde  oblique. 

Dans  ce  qui  suit,  nous  appellerons,  pour  abréger,  points 
conjugués,  deux  points  M1?  M2  de  la  strophoïde,  équidistants 
de  Oy  et  situés  de  part  et  d'autre  de  Ox. 

1.  Les  tangentes  menées  à  la  strophoïde,  en  deux  points  con- 
jugués Mt,  M2  se  rencontrent  sur  la  courbe. 

En  vertu  du  théorème  de  Mac-Laurin,  si  trois  points  d'une 
courbe  du  troisième  degré  sont  en  ligne  droite,  leurs  points 
tangentiels  sont  en 
ligne  droite. 

Considérons  le  point 
M±  et  le  second  point 
M3  situé  sur  la  traver- 
sai AM,.  En  menant 
M3M2  parallèle  à  Oy, 
on  rencontrera  le  point 
M2,  conjugué  de  M^  car 
la  droite  M3M2  .et  le 
point  MA  sont  équidis- 
tants de  Oy. 

On  sait  que  la  tan- 
gente en  A  passe  au 
point  V  où  la  stro- 
phoïde coupe  son 
asymptote.  Si  l'on  trace  Fig.  4. 

M3H  tangente  en  M3 ,  la  droite  VH  est  la  droite  de  Mac- 
Laurin,  relative  à  AM4;  elle  coupe  la  strophoïde  en  un  troi- 
sième point  P  qui  est  le  point  tangentiel  de  Mt. 
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Si  l'on  considère  M2M8,  cette  droite  coupe  la  courbe  eu 
un  point  rejeté  à  l'infini,  dont  V  est  le  point  tangentiel.  Le 
point  tangentiel  de  M3  étant  H,  la  droite  YH  est  encore  la 
droite  de  Mac-Laurin  relativeà  M2  M3  ;  le  point  P  sera  aussi 
le  point  tangentiel  de  M2.  Les  tangentes  en  M,  et  M2  se 
rencontreront  donc  au  point  P. 

2.  —  Réciproquement,  si  par  un  point  P  de  la  courbe,  on  lui 
mène  deux  tangentes  PM1;  PM2,  les  points  de  contact  sont  conjugués. 

En  effet,  on  peut  faire  varier  M,  de  manière  que  P  soit  un 
point  quelconque  de  la  courbe. 

3.  —  Cherchons  la  droite  des  points  tangentiels  relative  à 
fyj^M^  Laissons  M^fixe,  et  déplaçons  M2  infiniment  peu  ;  son  nou- 
veau point  tangentiel  P'  sera  infiniment  voisin  de  P.  La  droite 
PP',  qui  a  pour  limite  la  tangente  en  P,  sera  la  droite  cherchée. 

Gela  posé,  on  vérifie  aisément  que  les  trois  côtés  du 
triangle  M^PMg  ont,  pour  commune  droite  des  points  tangen- 
tiels, la  tangente  PP,  au  point  P.  Si  donc  N  est  le  troisième 
point  d'intersection  de  MtM2  avec  la  courbe,  la  tangente  en  N 
passe  en  P,  ,  point  tangentiel  de  P. 

Ainsi  P  et  N  sont  des  points  conjugués. 

4.  —  Si  deux  points  M1M2  sont  conjugués,  Ox  est  bissectrice  de 
l'angle  U±kM.^ 

En  effet,  considérons  le  deuxième  point  M3,  situé  sur  la 

transversale  AM,  : 
M2M3  est  parallèle 
à  oy,  donc 


-<a 


Mol. 


AI. 


Mal,        AI, 
Et  comme 
M2I2  =  OI2, 
M^  =01,, 
on    a,    en   .substi- 
tuant, 


01, 


AL 


01,    "AI/ 
ce  qui  montre  que  Ox  est  bissectrice  de  l'angle  M4AM2. 
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Nous  désignerons  par  k  les  angles  égaux  en  A. 

5.  —  St  M,  c/  M.,  sont  deux  pointa  conjugués,  l'angle  de  OMt 
avec  Ox  est  le  même  que  l'angle  de  0Ma  avec  Oy. 

Mn  désignanl  par  8  L'angle  xoy,  posons 

AoM,        Pi,  I9OM9  =  <p,. 

Considérons  Je  triangle  isocèle  OI2M2 


AI.,0        180°  --  0  -  oc        _         0 

Vu  = 


90°  - 


2  2  2 

Dans  Le  triangle  isocèle  OIt  Mlf  l'angle  en  \t  égale  9  —  oc,  et 
l'on  a  : 

1-.,  T  i8o°  —  It  0  -  a 

2°M^  =  -    —  --90°-— — ; 

ce  ([ii'on  peut  écrire: 

0  -  a 

a  +  ?i  —  9°"  — 


?i  =  90°  ~ 


2 
8  +  a 


2 

Doue  ou  a  bien,  y±  —  <p2. 

Réciproquement,  si  cpt  =  cp2,  les  points  Mt,  M2  son/  conjugués. 
Car  l'angle  ip9  ne  définissant  qu'un  point  M2  de  la  courbe, 
le  point  conjugué  de  Mn  qui  vérifie  la  relation  précédente,  ne 
peut  être  que  M9. 

6.  —  Les  dislances  de  deux  points  conjugués,  au  point  double, 
sont  vues,  de  tous  les  points  de  la  sti^ophoïde,  sous  des  angles 
égaux. 

Prenons  le  point  0  comme  pôle  et  Ox  comme  axe  polaire: 

l'équation  de  la  strophoïde  sera  : 

sin  (2co  —  ô) 
p  =  Cl  — ; — • 

r  sm(0  —  <o) 

Calculons  les  rayons  vecteurs  OMj  =  p1$  0M2  =  p2,  des 
deux  points  conjugués.  Si  a>lf  œ2  sont  leurs  angles  polaires, 

Wt    —    -    —     fj    =    T.    ~ 

u)t  =  «  -t-  0  +  çf  = 


0  H- 

y. 

~           0   +    ;<. 
2                 2 

6  +  al             7c         0  —  a 
—                   —  3        i 

2 

)    + 

7T 

2 

2        J                 2                   2 
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Donc  : 

Pi 


siu(7r  -f  0  +  a  —  0)  sina 

—  a  -  =  a 


sin  (ô  -  -  - 


7r        0  4-  a 


cos 


0  —   a 


sm(37t  +  0  —  a  —  0)  sin  a 

—  a = —  =  a 


'3% 


sm   t)  — 


0  +  a 


cos 


2       /  2 

Soil  maintenant  un  point  M  (p,co)  do  la  strophoïde.  Cal- 
culons les  angles  (3l5  (32  sous  lesquels  on  voit,  de  ce  point, 
les  rayons  vecteurs  OM^  OM2.  Projetons  MA  et  M2  en  m1  et 

?tt2,  sur  OM  : 

M^  p4  sin  (co  -  wj 

tg  Pi  = 


tg  Pa  = 


OM  —  Owî!       p  —  Pi  cos(o)  —  0^) 
M2m2  p2  sin  (co2  —  co) 


OMj  +  Om2       .  p  —  p3  cos  (co2  —  co) 
Si  p4,  p2  sont  égaux, 

p,  sin  (w  —  o)1)  p2  sin  (co2  —  to) 

— — ■ — — ■ — -r   — - ? 

p  —  pt  COS  (co  —  cot)  p  —  p2  COS  (co2  —   co) 

ou  p[p2  sin(o)  —  w^  —  p2  sin(co2  —  co)] 

=  p^fsin^  —  cot)  cos(w2  —  co)  —  cos  (co  —  coj  sin  (co2  —  co) | 
"sin  (co  —  cot)       (sin  co2  —  co) 


P 


P 


a  sm  a 


P2 

sin  (co  —  cot)  cos 


Pi 


=  sin(2co  —  cot  ~  co2), 


—  a 


sin  (co2  —  co)  cos 


=  sin  (2co  —  G), 


P 


asm  a 


cosfc 


6  +  a\         6  + 
coslco cos 

2      /  2 


cos 


/  0  -f-  a 


0-a" 


COS 


=  sin  (2co  —  6), 

-, [—  COS  co  —  COS  (a)  —  6  —  a)  -h  COS  co  +  COS  (co  —  0  -+-  &)] 

sin  (co  —  0)  sin  a  =  sin  (2co  —  0), 


ia  sm  a 
=  sin(2o>  —  Ô)  — 


a  sm  a 


P 


=  a 


sin  (2co  —  û) 


sin  (0  —  co) 

Cette  condition  est  vérifiée,  puisque  le  point  M  appartient  à 
la  strophoïde. 
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7.  —  La  tangente  en  m  point  Mlf  et  la  droite  M^  qui  le 
joint  à  son  conjugué,  sont  symétriques  par  rapport  au  rayon  OM.^ 

Si  l'on  imagine  que  M  vienne  se  confondre  avec  Mt,  la 
droite  MM,  devient  la  tangente  en  Mt  ;  la  droite  MMS  devient 
M,M,.  Le  langles  ,-,,;-,  ae  cessent  pas  d'être  égaux. 

8.  —  Si  l'on  mène,  par  un  point  P  de  la  strophoide,  deux  tan- 
gente» PMi,PM,  à  la  courbe,  le  point  double  est  le  centre  du  cercle 

inscrit  au  //vV/w//eM,PM2. 

En  effet,  d'après  la  remarque  précédente,  les  bissectrices  des 
angles  Mt,  M2  passent  au  point  double. 

9.  —  Le  lieu  des  centres  des  cercles  passant  par  le  point  double 
cl  deux  points  conjugués,  est  la  perpendiculaire  élevée  sur  Ox  au 
point  A. 

Soient  toujours  Ilf  I2  les  intersections  de  AMl5  AM2  avec  Oy. 
Faisons  passer,  pari,  etl2,  une  circonférence  ayant  son  centre 


Fig,  3. 

sur  la  perpendiculaire  AS  à  Ox;  soit  Q  le  point  d'intersection  de 
eette  circonférence  avec  AS,  le  plus  rapproché  de  I  .  Traçons 
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QIi,QI2,  et  prolongeons  ItA,  I2A,  jusqu'à  leur  second  point 
de  rencontre  avec  le  cercle.  On  obtient  ainsi  des  points  Vi9 
ï\  symétriques  de  li  et  I2  par  rapport  à  AS.  Les  angles  QIJ2 
et  QIiI'2  sont  égaux  comme  mesurés  par  des  arcs  égaux  ;  il 
en  est  de  même  des  angles  QI2A  et  QI2S.  Les  bissectrices 
des  angles  AItS  et  AI2S  se  coupent  donc  au  point  Q.  Or  Mt 
et  M2  sont  les  symétriques  de  0,  par  rapport  à  ces  bissec- 
trices ;  donc  Q  est  le  centre  du  cercle  passant  par  les  trois 
points  Mt;  0,  M2. 

10.  —  P  étant  le  point  tangentiel  de  M4  et  de  M2,  la  tan- 
gente PM2  coupe  le  cercle  Q  en  un  point  H2  tel,  que  les  arcs 
0H2,  OMi  sont  égaux,  puisque  la  bissectrice  de  l'angle  H^M^M^ 
passe  en  0.  M±  et  H2  sont  symétriques  par  rapport  à  QO. 
De  même,  le  symétrique  de  M2  est  le  point  Ht,  situé  surPMj. 
Les  droites  PM^,  PM2  sont  donc  symétriques  par  rapport  à 
QO,  Elles  le  sont  aussi  par  rapport  à  OP  (8)  ;  donc  OP  et  OQ 
se  confondent. 

Ainsi,  OP  passe  au  point  Q. 

11.  —  Les  quatre  points  A  Mt  M2  Q  sont  sur  un  même 
cercle. 

L'angle  MtAM2  a  pour  mesure,  sur  le  cercle  Q,  la  demi- 
somme  des  arcs  M^^  M/M2'.  Or,  ces  arcs  sont  symétriques 
et  égaux;  l'angle  est  donc  mesuré  par  MtM2  ;  cet  arc  est 
aussi  la  mesure  de  l'angle  MtQM2. 

Le  cercle  G  circonscrit  au  triangle  M^AM,,  passera  donc 
par  le  point  Q. 

12.  —  Le  cercle  Q  passe  par  le  point  P. 

La  somme  des  angles  OM4M2,  OM,^  est  mesurée,  sur  le 
cercle  Q,  parla  moitié  de  l'arc  M^M^;  la  somme  des  angles 
PM^I,,  PM.Mi,  qui  est  double  de  la  précédente  (7)  est 
donc  égale  à  2a.  L'angle  M^PM^  est  supplémentaire  de  l'angle 
2a;  donc  le  quadrilatère  AM^PM^  est  inscriptible  au  cer- 
cle G. 

Ainsi,  les  cinq  points  A,  M4,  M2,  P,  Q  sont  sur  une  même 
circonférence. 
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13.  Le  point  de  contact,  sur  M, M,,,  du  cercle  inscrit  au 
triangle  MtPM„  est  le 
conjugué  de  1'. 

Le  milieu  K  de  M, M, 
étant  sur  (  >//,  la  droite 
QK  est  perpendicu- 
laire sur  M,M,;  cette 
droite  et  La  bissectrice 
de  L'angle  M,<)M.,,  sur 
Le  cercle  Q  se  démon- 
trent, en  un  point  L, 
milieu  de  l'arc  MtLMa. 
La  perpendiculaire  OR 
abaissée  de  0  sur 
M,M.,.  est  parallèle  à 
QK;  les  angles  LOR, 
OLQ  sont  égaux  com- 
me alternes-internes;  Fig.  A. 
et,  comme  le  triangle  OLQ  est  isoscèle, 

OLQ  =  QOL; 
d'où  LOR  ==  QOL. 

Les  droites  OR,  OL  sont  symétriques  par  rapport  à  OL. 
Or  en  vertu  de  l'égalité  des  angles  <pt  et  cp2,  OL  est  bissectrice 
de  l'angle  AOS,  et  l'on  a 

ROA  =  QOS, 

ROA  =  ccOP. 
L'égalité  de    ces  angles  montre  (5)  que  OR  passe  par  le 
point  conjugué  de  P.  On  a  vu  que  ce  point  (2)  est  situé  sur 
MtM2;  il  est  donc  l'intersection   de  M^Mg  et  de  OR,  ou  la 
projection  de  0  sur  MtMa. 

14.  —   La  droite  MtM2  enveloppe  une  parabole. 

C'est  la  podaire  négative  de  la  strophoïde,  par  rapport  à 
son  point  double. 

APPLICATIONS. 

Les  remarques  précédentes  permettent  de  résoudre,  de  dif- 
férentes manières,  les  problèmes  suivants  : 
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—  Mener  la  tangente  en  un  point  de  la  strophoide  oblique; 

—  Mener  par  un  point  de  la  strophoide  les  autres  tangentes 
à  la  courbe. 

On  pourra  procéder  comme  il  suit  : 

I.  Première  méthode.  —  Pour  mener  la  tangente  en  un  point 
M15  situé  sur  une  transversale  AMU  on  déterminera  le  point 

conjugué  M2,  situé  sur  la 
y7  symétrique  de  AMj  ;  on 
construira  le  cercle  0  tan- 
gent à  M1M2,  et  on  lui  mè- 
nera, par  Ml5  une  seconde 
tangente  M^P,  laquelle  sera 
la  tangente  cherchée  (8). 
Autrement  dit,  on  con- 
struira la  symétrique  de 
M^  par  rapporta  OMJ7). 

Seconde  méthode.  —  On 
déterminera  le  centre  Q  par 


la 


bissectrice    de    l'angle 


Fig.  5. 


Al^Oi  et,  l'on  cherchera  l'in- 
tersection P  de  QO  avec  la 
strophoide. 

La  construction  devient 
d'une  facilité  remarquable 
dans  le  cas  de  la  strophoide 
droite.  Alors  le  triangle 
QAI4  est  isoscèle,  ainsi  que 
le  triangle   OAP.    Il  suffît 


de  décrire,  de  A  comme  centre,  une  circonférence  passant 
par  It,  laquelle  détermine  Q  et  ensuite  P,  par  son  intersec- 
tion avec  QO. 

IL  Première  méthode.  —  Étant  donné  le  point  P,  on  déter- 
minera son  conjugué  N;  on  décrira,  de  0  comme  centre,  avec 
ON  pour  rayon,  un  cercle  auquel  on  mènera  par  P  deux  tan- 
gentes. La  tangente  en  N,à  ce  cercle,  sera  (13)  la  droite  M^M, 
qui  coupera  ces  tangentes  aux  points  de  contacts. 
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Seconde  méthode,  —  On   tracera  la  droite  PÛQ  ;  on  décrira 

Le  cercle  Q  passant  par  0,  puis  le  cercle  C  circonscrit  au 
triangle  PAQ,  Les  poinls  communs  à  ces  deux  cercles  sont 
les  points  de  contact  M,,  M2. 

QUESTIONS  D'EXAMEN 


25.  —  On  coupe  l'ellipsoïde  par  des  plans  P,  passant  par 
le  centre  0  de  la  surface;  an  point  0,  on  élève,  à  P,  une  perpen- 
diculaire, sur  laquelle  on  prend  une  longueur  01,  proportion- 
nelle à  l'aire  de  la  section  considérée;  trouve/'  le  lieu  décrit  par  I. 

On  sait  (C.  de  M.  S.,  t.  III,  p.  237)  que  la  grandeur  des  axes 
de  la  section  centrale  faite  dans  l'ellipsoïde,  par  le  plan  qui 
correspond  à  l'équation 

ax  +  fpy  -+-  yz  —  o, 
est  donnée  par  l'égalité 

a2*2  U1^  c2T2 

a*  -  R2  +  b*  -  R2  +  c2^]?  ZZ  °' 
laquelle,  sous  forme  entière,  s'écrit  encore 

Sa*a*(Ra  -  62)(R2  -  c2)  =  o, 
Le  carré  du  produit  des  demi  axes  est  donc 

a2b*c2 
a2*.2  +  62(52  -+-  c2Y2  ' 
en  supposant  a2  -h  p*  +  y%  =  : . 

Finalement,  le  lieu  est  un  ellipsoïde,  ayant  pour  équation 
a2x*  +  b*if  +  c2^2  =  A4, 
h  désignant  une  constante  donnée. 

QUESTIONS  ÉNONCÉES 


DÉTERMINANTS 
1.  —  Calculer  le  déterminant  suivant 

A 
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I 

a 

a3 

I 

b 

¥ 

I 

c 

c3 
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On  peut  remarquer,  a  priori,  que  A  est  divisible  par 
la  —  b)  [b  —  c)  (c  —  a); 
puis  l'on  po.^e  : 

A  =  H(a  —  b)(b  —  c)[c  —  <i\. 
Pour  déterminer  H,  on  observe  que  A   est  une  forme  homogène,  du 
quatrième   degré,  symétrique    relativement  aux  lettres  a,  b,  c.  D'après 
cela,  II  est  une  forme  symétrique  linéaire.  Ecrivons  donc  : 
At  =  K  (a  +  b  4-  c)(a  —  b){b  —  c)[c  —  a). 
p]nfin  l'examen  du  terme  principal  bc\  prouve  que  K  =  i. 
Finalement,  on  a  : 


i  a  a' 
i  b  b] 
i    c  c3 


S  [a  -+-  b  H-  c)[a  —  b)[b  —  c)(c  —  a) 


On  pourra,  par  des  considérations  de  même  nature,  développer  les 
déterminants  suivants.  Cet  exercice,  et  quelques-uns  des  exemples  qui 
suivent,  se  trouvent  dans  le  Traité  élémentaire  des  déterminants,  par 
M.  Leboulleux  (Librairie  Delagrave). 


2. 


3. 


4. 


5. 


6. 


7. 


0 

i 

i 

i 

I 

—  a 

b 

c 

I 

d 

-b 

c 

r 

a 

b 

—  c 

i  4-  a 

i 

i 

1 

i 
i 

[+6 

i 

i 

I+C 

[ 

[ 

i 

i 

i 

i  -\-d 

a 

a 

a 

a 

a 

b 

b 

b 

a 

b 

c 

c 

a 

b 

c 

d 

a 

b 

c 

cl 

b 

a 

d 

c 

c 

d 

a 

b 

d 

c 

b 

a 

i 

[ 

i 

i 

a 

b 

c 

d 

a1 

b* 

c2 

d2 

ak 

6* 

c4 

d' 

b'z-{-c2 

nb 

ac 

ba 

c 

1 4-  (ï< 

bc 

ca 

cb 

a2  -+- 

^zabc 


\J  a        \Jb        \' 'c 


^zabcdl r  — 

\a        b 


d 


+  i 


s:  —  a(a  —  b)(b  —  c)(c  —  a). 


^:(a  +  6  +  c  +  d)(a  -h  b  —  c  —  d) 
(a  —  b  -h  c  —  d)(a  —  b  —  c  +  d). 


=(a—b)(a—c)(a—d)(b—c)(b-d)(c-d) 
(a+6+c-i  d) 


=  4a262c2 


62 


JOURNAL   DI   MATHEMATIQUES  SPÉCIALES  275 

8.       x    x*     (  i  4-0  b) 

y    y*    (i  +  y*)(ay  +  b) 

S      Z*     (i  4-  :  6) 

=  (<wcy*   i-  b)(x  -  y)(y  ■     z)(z    -  x). 

On  dédbmpesera  ce  déterminant  en  deux  déterminants  du  troisième 
ordre,  enobserranl  que  la  troisième  colonne  peut  ôtre  écrite  ainsi: 

(i  ■+-  x-)nx  +6(i4 
(i  4-  'fmii  4-6(i  H-  y*) 
(i  4  %s)az  4-  6(i  +  s8) 


9. 


i  r  i 

cos  a     cos  b     cos  c 

COS  2(1    COS  2  6    COS  2C 


—  2(cosa  —  cosft)  (cos6  —  cosc) 
(cos  c  —  cos  a) 


On  pourra  généraliser  cet  exercice  et  chercher  le  développement  du 
déterminant  : 


cos na  cos  nb 


cos  ni 


cos a      cos b     ...  cos/ 
1  1       ...      1 

lequel,  avec  plusieurs  autres,  a  été  considéré  par  M.  Fouret  (Comptes  Ren- 
dus, 2  décembre  1884).  A  une  constante  près,  ce  déterminant  est  égal 
à  la  fonction  factorielle  : 

II  (cos  a  —  cos  b). 

Vovez,  à  ce  propos,  le  Bulletin  de  la  Société  Mathématique  de  France; 
1884-85,  p.  15. 


EXERCICES  ECRITS 


5.  —  D'un  point'  M,  mobile  sur  une  strophoïde  droite  S, 
on  peut  mener  à  cette  courbe  deux  tangentes,  en  faisant 
abstraction  de  celle  qui  a  son  point  de  contact  en  M. 

Soient  T,  T  les  points  de  contact  de  ces  deux  tangentes. 
Trouver: 

1°  La  condition  pour  que  MT  soit  réelle; 

2°  Le  lieu  décrit  par  le  milieu  deTT; 

3°  L'enveloppe  de  TTr; 

4°  Le  lieu  décrit  par  le  centre  du  cercle  circonscrit  au  triangle 
MTÏ',  et  l'enveloppe  de  ce  cercle. 

(Bcrnhcim,  élève  au  lycée  de  Besançon). 
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Notes  sur  V exercice  A. 
1°  On  sait  (*)  que  le  cercle  Y  qui  passe  par  les  pieds  des  trois  normales 
issues  du  point  (a,  (3)  à  la  parabole  représentée  par  y2 —  ipx  —  o  (axes 
rectangulaires)  a  pour  équation: 

X*  -\-if-  —  (a  -h  p)x  —  —  r=0. 

On  trouve  ainsi,  pour  le  lieu  de  I, 

[x  +  P)xa  4-  —  —  V-  -  ?7o2  =  o.  <M 

i 

En  écrivant  cette  équation  sous  la  forme  : 

^o(^o  —p  —  x)  =  yJ-  —  y  0  j , 

on  met  deux  solutions  en  évidence: 

x=x0  —  p,        et       œ-hp—  x0=yQ, 

V  =  2î/0;  -  —  y9-+-x0==o, 

2 

On  peut  aussi,  pour  déterminer  A,  observer  que  cette  droite  est.  pa- 
rallèle à  celle  qui  joint  l'origine  au  point  (x  =  —  —,        y  =  xA* 
2°  On  trouve  l'ellipse  correspondant  à  l'équation  : 

(x  +  pY  +  -if  =  R2. 
4 
3°  Le  lieu  demandé  est  une  cubique  dont  l'équation  est  : 

y*(p  -4-  8o?)  =  Sx9-(p  —  x). 
Cette  cubique  a  la  forme  d'une  branche  strophoïdalc;  le  point  le  plus 

haut  du  folium,  sauf  erreur,  correspond  à  x  =  p     ~*~v        . 

4°  La  conique  U  est  une  hyperbole,  dont  l'équation  est: 

y(2ijx0  —  xy0)  —  pxBx  =  p[x*  +  i/ft2  —  2px0), 

on  détermine  facilement  les  asymptotes  et  un  point  de  cette  courbe. 

?/2 
5°  En  remplaçant  x  par  — ,  dans    l'équation    précédente,    on    obtient 

une    équation   du  troisième    degré   en   y;   on   exprime  qu'elle  a  deux 
racines  égales  et  l'on  trouve  : 

aV  +  ?/o2  —  -P»o  =  °> 
si  les  deux  racines  égales  sont  nulles; 

et  W+î/o2)  (2/o2  -  2^ol  =  0, 

lorsqu'elles  sont  égales  et  différentes  de  zéro. 


CORRESPONDANCE 


liège,  le  12  octobre  1887. 


Mon  cher  Collègue, 

Vous  avez,  dans  votre  excellent  Journal  de  Mathématiques 

spéciales  (2e  série,  t.  IV,  pp.  156-159)  appelé,  avec  raison,  l'at- 

(*)  C.  M.  S.;  t.  II,  p.  482. 
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tontion  sur  une  méthode  de  construction  des  axes  d'une 
ellipse  dont  on  connall  deux  diamètres  conjugués,  méthode 
trop  oubliée,  qu'on  rencontre  dansle  Traité  des  sections  coniques 
du  marquis  de  L'Hospita]  ( ;). 

Permettez-moi  de  venir  réclamer  cette  élégante  construction 
pour  sou  véritable  inventeur,  le  Géomètre  Montois  J-F.  Le 
Poivre:  j'espère  que  cette  petite  discussion  sera  do  nature  à 
intéresser  les  lecteurs  de  votre  estimable  Revue. 

La  construction  des  axes  de  l'ellipse  se  trouve  exposée  dans 
un  petit  traité  de  notre  compatriote,  intitulé  :  Traité  des  sections 
du  cylindre  et  du  cône,  considérées  dans  le  solide  et  dans  le  plan, 
avec  des  démonstrations  simples  et  nouvelles,  par  M.  Le  Poivre, 
de  la  ville  de  Mous,  à  Paris,  chez  Barthélémy  Girin,  rue  Saint 
Jacques,  vis-à-vis  la  fontaine  Saint-Séverin,  à  la  Prudence, 
MDCCIV. 

Le  problème  occupe  la  page  12. 

Le  Poivre  commence,  p.  10,  par  résoudre  cette  question. 
Etant  donnés  deux  diamètres  coujugués  d'une  ellipse  trouver 
le  cercle  générateur,  c'est-à-dire  construire  la  base  d'un  cy- 
lindre circulaire  oblique,  dont  l'ellipse  donnée  soit  la  section. 

La  solution  est  extrêmement  simple  ;  à  la  forme  près,  Le 
Poivre  emploie  précisément  la  transformation  homographique 
dont  vous  faites  usage,  transformation  qui  ne  se  rencontre 
pas  dans  le  Traité  de  l'Hospital. 

Gomme  l'auteur  de  Y  Analyse  des  infiniment  petits,  le 
Géomètre  de  Mons  détermine  encore  deux  diamètres  conju- 
gués faisant  un  angle  donné,  lorsque  les  axes  sont  connus  ; 
puis  il  donne  une  démonstration  analytique  de  sa  construction, 
tout-à-fait  comme  l'Hospital. 

L'identité  entre  les  deux  écrits  étant  démontrée,  tout  se 
réduit  à  une  question  de  date. 

A  première  vue,  c'est  fort  aise  :  le  traité  de  l'Hospital  a 
paru  en  (707,  celui  de  Le  Poivre  en  1704;  mais  le  premier 
est  un  écrit  posthume,  et  le  marquis  est  mort  le  2  février  1704. 

Or,  le  privilège  de  Le  Poivre  est  daté  du  13  janvier  1704. 


i*    Traité  anal  y tique  des  sections  coniques,  Paris,  1707,  pp.  37-38.  29  édi- 
tion, 1720,  pp.  37-38 
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Des  le  30  juin  1704,  le  Journal  des  Sçavana  (*),  dans  un 
article  peu  favorable  à  Le  Poivre,  publie  une  analyse 
du  petit  mémoire  de  notre  Géomètre,  et  mentionne  le  problème 
relatif  aux  diamètres  conjugués  faisant  un  angle  donné:  le 
problème  de  la  construction  des  axes  est  cité  dans  l'analyse 
du  Traité,  parue  dans  les  Acta  Eruditorum  en  1707  (**), 

Tout  cela  est  antérieur  à  l'apparition  du  traité  de  l'Hospital. 

Il  ne  reste  donc  qu'à  examiner  une  hypothèse  :  c'est  que 
Le  Poivre,  auquel  on  a  reproché  de  s'être  emparé  de  la  mé- 
thode des  Planiconiques  de  la  Hirc,  —  reproche  dont  Chasles 
l'a  d'ailleurs  entièrement  justifié,  (**#)  —  devrait  sa  solution 
à  l'Hospital.  Or,  c'est  précisément  le  contraire   qui  est  vrai. 

En  1708,  Le  Poivre  publia  à  Mons,  une  nouvelle  édition, 
entièrement  transformée,  de  son  livre,  sous  le  titre  de  : 
Traité  des  sections  du  cône  considérées  dans  le  solide,  avec  des 
démonstrations  simples,  et  nouvelles  plus  simples  et  plus  géné- 
rales que  celles  de  V édition  de  Paris,  par  monsieur  Le  Poivre, 
contrôleur  des  ouvrages  de  la  ville  de  Mons.  A  Mons,  chez 
la  veuve  Gaspard  Migeot,  Rue  des  Clercs  vis-à-vis  la  Croix 
MDCCVIII  (****). 

Les  dernières  pages  de  cette  édition  sont  consacrées  à  une 
réfutation  en  règle  de  l'article  du  Journal  des  Savants-,  inci- 
demment, il  parle  de  sa  solution  du  problème  qui  consiste 
à  déterminer  deux  diamètres  conjugués  faisant  un  angle 
donné,  lorsque  l'on  connaît  deux  diamètres  conjugués  quel- 
conques. 

Ce  problème  avait  été  résolu  par  le  marquis  de  l'Hospital, 
et  d'une  façon  fort  compliquée,  en  se  servant  de  la  méthode 
de  transformation  de  Le  Poivre,  mais  c'est  ce  dernier  qui 
imagina,  non  seulement  la  méthode  générale  dont  il  vient 
d'être    question,  mais    encore  la    division    du  problème   en 

(*)  Journal  des  Sçavans,  Edition  de  Liège  t.  VIII.  1704,  pp.  659-6)7. 
Edition  d'Amsterdam,  t.  XXXII.  1705.  pp.  649-658. 

(**)  Acta  Eruditorum  ,  mars  1707,  pp.  132-133. 

(***)  Aperçu  historique,  p.  130;  Traité  des  sections  coniques,  p.  174, 
en  note. 

(****)  Il  n'existe  qu'an  seul  exemplaire  de  ce  petit  livret:  il  se  trouve 
à  la  bibliothèque  de  Mons,  où  il  est  cote  1988.  Uue  réimpression  eu  a 
été  faite  en  1854,  à  Mons,  par  les  soins  de  M.  G.  Wins. 
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deux  parties,  dont  La  première  concerne  La  construction  des 

axes;   c'csl  cette  solution  que  L'Hospital  «  avait  assez  estimée 

pour  L'adopter   en   quelque   manière,  eu    L'inscrivant   toute 

entière   dans  ses  ouvrages    >,    pour   nie   servir   dos    termes  de 

Le  Poivre.  Notons  eu  passant,  que  c'est  notre  Géomètre  qui 
trace  Les  figures  du  Traité  analytique  des  scellons  coniques. 

Si  le  marquis  de  L'Hospital  ne  cite  pas  notre  compatriote, 
ou  peut  supposer,  avec  un  des  biographes  (*)  de  Le  Poivre, 
<[ue  Le  célèbre  Géomètre  eût  sans  doute  réparé  cet  oubli  s'il 
lui  eût  été  donné  d'écrire  une  préface  à  son  livre. 

En  effet,  ce  n'est  pas  seulement  le  problème  de  la  con- 
struction dos  axes  qu'il  parait  lui  devoir,  mais  bien  encore 
tout  le  sixième  livre,  au  moins  quant  au  fond  des  idées. 

Me  permettez-vous,  mon  cher  collègue,  d'appeler  votre 
attention  sur  un  autre  point. 

Il  s'agit  de  la  construction  d'un  groupe  harmonique,  que 
vous  attribuez  à  La  Hire  (Journal  de  mathématiques  élémentaires 
:2e  série,  t.  IV,  p.  89.):  cette  construction  est  due  à  François 
van  Schooten:  Exercitationum  liber  IL  1656,  p.  174.  (Et  dans 
l'édition  en  hollandais,  1660,  p.  166). 

Pardonnez-moi  si  ma  lettre  ne  contient  que  des  observa- 
tions de  critique;  c'est  que  si  je  devais  vous  faire  part  des 
observations  élogieuses,  mon  temps  n'y  suffirait  pas. 

Dr  C.  Le  Paige. 
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Résumé  du  Cours  d'Analyse  infinitésimale  de  l'Université  de  Gand  par 
P.  Mansion,  professeur  ordinaire  à  l'Université  de  Gand,  etc.,  (Paris) 
Gauthier- Villars,  un  volume  grand  in-8°  de  VIII.  300  pages  ;  prix  dix  francs; 
—  L'ouvrage  que  vient  de  faire  paraître  M.  P.  .Mansion  est  le  résumé 
des  leçons  qu'il  professe  depuis  vingt  ans  à  l'Université  de  Gand.  Nous 
regrettons  que  le  défaut  d'espace  ne  nous  permette  pas  de  donner  ici 
une  analyse  plus  circonstanciée  de  ce  savant  traité  où  sont  exposés,  avec 
une  rigueur  qui  sera  certainement  remarquée,  les  principes  du  Calcul 
différentiel  et  du  Calcul  intégral.   Nous  aurions  voulu,  non   seulement 


'  j  Aug.  Cambier,  Notice  sur  les  ouvrages  de  J.-F.  Le  Poivre 
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signaler  ce  livre  à  nos  lecteurs,  mais,  dans  un  article  digne  de  l'auteur 
et  du  sujet  qu'il  a  traite,  montrer  quels  sont  les  points  originaux  et  carac- 
téristiques de  l'ouvrage  en  question. 

bi nous  ne  nous  trompons,  le  côté  personnel  du  cours  de  M.  P.  Mansion 
réside  principalement,  outre  la  rigueur  d'exposition  déjà  signalée,  dans 
l'introduction  immédiate  de  la  variable  complexe  pour  l'étude  des 
fonctions.  Que  l'on  approuve,  ou  non,  cette  manière  d'entrer  de  plein 
pied  au  cœur  de  l'Analyse,  il  en  résulte  de  notables  transformations 
dans  l'exposition  des  démonstrations  ordinaires  et,  comme  le  fait  obser- 
ver avec  raison  M.  Mansion  dans  sa  préface,  l'enseignement  tradition- 
nel se  trouve  ainsi  profondément  modifié.  Néanmoins,  si  on  le  veut, 
on  peut  laisser  de  côté  tout  ce  qui  a  rapport  au  cas  où  la  variable  est 
imaginaire,  sans  que  pour  cela,  en  aucun  endroit,  il  y  ait  une  solution  de 
continuité  dans  l'exposition  de  la  théorie  des  fonctions  élémentaires 
d'une  variable  réelle.  L'ouvrage  se  complète  par  un  appendice  consacré 
à  de  nombreux  renseignements  historiques,  pleins  d'érudition  et  d'intérêt, 
et  par  des  notes  complémentaires  commentant  certains  passages  jugés, 
par  l'auteur,  d'une  rédaction  trop  concise. 

J'ai  signalé,  comme  une  caractéristique  de  l'ouvrage  de  M.  P.  Mansion 
la  très  grande  rigueur  que  l'auteur  apporte  dans  l'établissement  des 
principes  de  l'Analyse  infinitésimale  :  on  peut  dire  qu'il  pousse,  sur  ce 
point,  le  scrupule  aux  dernières  limites,  comme  en  témoignent  notam- 
ment les  chapitres  iv  et  v  de  son  Appendice  (*).  Je  reconnais  d'ailleurs 
que  cette  manière  de  faire  est  tout  à  fait  dans  le  courant  moderne  (**), 
lequel  est,  en  principe,  des  plus  légitimes  et  je  suis  probablement  mal 
venu  de  ne  pas  le  trouver  parfait.  Pourtant,  je  n'ai  pu  m'empêcher,  en 
lisant  l'ouvrage  de  M.  P.  Mansion,  et  surtout  certains  passages  de  quel- 
ques autres  livres,  récemment  publiés,  de  me  rappeler  ce  que  dit,  avec 
tant  de  vérité,  Pascal  dans  ses  Pensées  lorsqu'il  recommande  de  «  n'en- 
treprendre de  démontrer  aucune  des  choses  tellement  évidentes  d'elles- 
mêmes  qu'on  n'ait  rien  de  plus  clair  pour  le  prouver  »  et  Terquem, 
faisant  un  jour  cette  citation,  rappelait  à  ce  propos  le  mot  de  D'Alem- 
bert,  parlant  de  ces  démonstrations  inutiles  et  disant  «  après  avoir  lu 
de  tels   raisonnements,  il  ne  tient  plus  qu'au  lecteur 'd'en  douter.  » 

Il  ne  faut  rien  exagérer,  et  peut-être  a-t-on  été  trop  loin  dans  ces  dévelop- 
pements philosophiques  concernant  les  notions  premières  de  la  limite. 
Il  y  a,  dans  l'Analyse,  comme  dans  la  Géométrie,  des  axiomes  nécessaires 
En  admettant  qu'on  puisse  en  réduire  le  nombre,  il  n'y  a  nul  profit  à 
le  faire,  au  moins  pour  renseignement,  si  l'effort  que  nécessite  cette 
réduction  est  trop  considérable  et  en  disproportion  avec  l'effet  obtenu 

En  terminant  ces  réflexions,  nous  relèverons  dans  le  livre' de  M.  P. 
Mansion,  un  point  qui  nous  a  frappé,  et  sur  lequel  nous  désirons  appe- 
ler l'attention  de  nos  lecteurs. 

(*)  Ces  deux  chapitres  semblent  d'ailleurs  destinés  surtout  aux  profes- 
seurs; car  l'auteur  a  soin  de  faire  remarquer  en  note  que  les  principes 
du  premier  sont  tous  à  peu  près  évidents  et  que  le  théorème,  démontré 
trop  minutieusement  dans  le  second,  ne  lui  sert  qu'une  seule  fois,  pour 
établir,  à  la  fin  du  livre,  le  caractère  de  convergence  des  séries,  dû  à 
Abel. 

{**)  Voyez,  à  ce  propos,  la  noie  sur  quelques  points  de  la  théorie  des  fonc- 
tions de  M.  G.  Jordan;  Cours  d'Analyse  t.  III  (Gauthier- Villars  1887). 
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D'après  une  remarque  de  M.  Cesaro,  citée  en  note  par  M.  P.  Mansion,  le 
théorème  qui  correspond  à  l'énoncé  suivant  :  pour  qu'une  série  soit  conver- 
tie n  te,  il  est  nécessaire  que  Von  ait  lim  (nun)=0,  pour  n  =  o>,  ne  serait  pas 
exact.  A  L'appui  de  cette  affirmation,  M.  Ccsâro  produit  l'exemple  de  la  série 
i         i        i        i         i         i         i         i 

'  +  7,  +  3;  +  ;  +  5-,  +  ëi  +  53  +  p  +  t,  'elc- 

laquelle  est  convergente  comme  étant  la  somme  des  séries  convergentes  : 
i         1  1         1         1  1  1        1        1 

3'       58       0-        72        8-  4       9       il) 

Cependant,  dit  M.  Cesaro,  le  produit  nu„  étant  égal  à  l'unité,  chaque 
t'ois  que  n  est  un  carré,  n'a  pas  zéro  pour  limite. 
Cette  objection  ne  nous  paraît  pas  fondée  et  voici  pourquoi  : 
Lorsqu'on  dit  que  lim  nun  étant,  (pour  n  =  ce)  un  nombre  k,  la  série 
correspondante  est  divergente,  il  est  bien  entendu  que  l'hypothèse 
avancée  est  accordée  quel  que  soit  n  et  non  pour  des  valeurs  particulières 
de  n.  Le  texte  de  l'énoncé,  et  la  démonstration  qui  l'accompagne,  sont 
d'accord  sur  ce  point.  L'expression  Lim  nun  n'a  aucun  sens  si  l'on  n'en- 
tend pas  que  n  croît  infiniment,  par  des  valeurs  quelconques,  ou,  tout  au 
moins,  dans  le  cas  présent,  par  des  valeurs  entières  quelconques.  Si  l'on 
se  reporte  à  la  démonstration,  elle  est  non  moins  explicite  sur  ce  point. 
Elle  exige,  en  effet  que,  au  moins  à  partir  d'un  certain  terme,  constituant 
le  premier  terme  de  la  partie  que  l'on  doit  étudier,  les  produits 

iw,,  2it2,  3w3,  ...,  nuU}  ... 
restent  constamment  supérieurs  à  un  nombre  fixe  et  déterminé  K'.  Cette 
condition  n'est  pas  remplie  dans  l'exemple  proposé  par  M.  Cesaro,  et,  à 
notre  avis,  son  objection,  ni  aucune  autre,  ne  peuvent  prévaloir  contre 
un  théorème  qui,  ni  dans  la  forme  de  son  énoncé,  (*)  ni  dans  la  démon- 
stration qu'on  en  donne,  ne  peut  donner  prise  à  un  malentendu. 

Nous  eussions  voulu  parler  encore,  dans  cette  notice  bibliographique, 
de  deux  autres  livres  que  vient  de  publier  la  librairie  Gauthier-Villars: 
la  thermodynamique  de  M.  Joseph  Bertrand  (**)  et  les  leçons  sur  la  théorie 


(*)  De  la  correspondance  que  nous  avons  échangée,  sur  ce  sujet, 
M.  Mansion  et  moi,  il  résulte  que  c'est  la  forme  habituellement  donnée  a 
l'énoncé  qui  est  contestable.  M.  Mansion  répondant  à  une  question  que  je 
lui  adressais,  à  ce  propos,  m'écrit  :  «  Il  faut  énoncer  le  théorème  comme 
vous  le  proposez  :  Si  nun,  pour  n  =  00  a  une  limite  différente  de  zéro,  la  série 
est  divergente  ».  Je  croyais,  en  écrivant  les  lignes  qu'on  vient  de  lire, 
que  c'était  le  fond  même  du  théorème  qui  se  trouvait  attaqué  par  la 
remarque  de  M.  Cesaro.  Car,  pour  corriger  la  forme  de  l'énoncé,  aucun 
exemple  n'était  nécessaire  :  cette  correction,  du  moment  que  la  clarté 
de  l'énoncé  est  contestée,  va  de  soi  ;  elle  doit  être  immédiatement  et 
pleinement  accordée.  Mais,  dans  l'exemple  proposé  par  M.  Cesaro,  et 
reproduit  plus  haut,  il  ne  faut  pas  dire  que  lim  nun  n'est  pas  zéro;  la 
limite  du  nun  dans  cette  série,  n'est  pas  susceptible  d'être  déterminée. 

En  résumé,  prise  à  la  lettre,  la  remarque  de  M.  Cesaro  est  exacte  si 
elle  ne  vise  que  les  sous-entendus  que  comporte  l'énoncé  classique, 
et  on  peut  les  faire  cesser  en  lui  donnant  la  forme  plus  explicite» 
indiquée  plus  haut. 

(**)  On  trouvera  une  analyse  de  cet  ouvrage  dans  le  dernier  numéro 
des  Annales  de  Mathématiques. 
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générale  des  surfaces,  de  M.  Gaston  Darboux.  Mais  le  nom  des  autours, 
la  nature  élevée  des  matières  qu'ils  ont  traitées  dans  ces  deux  ouvrages, 
nous  défendraient  d'en  faire  un  compte  rendu  superficiel;  enfin,  tout  au 
moins  pour  l'un  d'eux,  nous  n'avons  pas  besoin  d'ajouter  combien  la 
compétence  nécessaire  nous  eût  fait  défaut,  pour  mener  à  bien  cette  tâche. 
Nous  nous  bornerons  à  rappeler  aux  candidats  au  prochain  concours 
de  l'Agrégation  mathématique,  s'il  en  est  qui  nous  lisent,  qu'ils  auront 
à  faire  une  connaissance  approfondie  du  livre  si  remarquable  que  vient 
de  publier  M.  G.  Darboux;  leur  programme,  à  défaut  d'un  autre  inté- 
rêt, leur  en  fait  un  devoir  rigoureux.  Ils  pourront  alors  vérifier  quel 
plaisir  on  éprouve  à  lire  une  théorie,  d'un  ordre  si  élevé,  et  pourtant  si 
clairement  exposée,  et  ils  doivent  s'estimer  bien  heureux  qu'on  signale  à 
leur  attention  un  pareil  livre,  plein  d'aperçus  nouveaux,  intéressant  dans 
les  moindres  parties  qu'il  développe,  bien  écrit  et,  ce  qui  ne  gâte  rien, 
admirablement  imprimé.  Ce  livre  ajoutera  singulièrement  aux  titres 
scientifiques,  déjà  si  considérables,  de  M.  G.  Darboux,  et  nous  le  félici- 
tons, bien  cordialement,  du  succès  qui  accompagne  son  nouvel  ouvrage. 
Un  second  volume  traitant:  la  théorie  des  systèmes  de  rayons  rectilignes, 
les  formules  de  Codazzi,  les  lignes  géodésiques  et  la  théorie  des  surfaces 
applicables  sur  une  surface  donnée,  paraîtra  prochainement  ;  il  ne  sera  pas 
moins  bien  accueilli  que  son  aîné. 

G.  L. 


QUESTION  45 

Solution  par  M.  Paul  Bourgarel,  à  Antibes. 


On  considère  un  point  m  dont  les  coordonnées  sont  x  et  y  ;  à 
ce  point  on  fait  correspondre  un  point  M  dont  les  coordonnées  X 
et  Y  sont  liées  à  x  et  y  par  les  formules 

x  -  X,         yY  .-  a2. 

On  propose  d'étudier  cette  transformation;  on  établira  en  par- 
ticulier les  points  suivants  : 

i .  A  une  courbe  f,  d'ordre  p,  correspond  également  une  courbée, 
d'ordre  2p;  mais  si  f  possède  à  l'infini,  dans  la  direction  Oy, 
un  point  de  multiplicité  k,  l'ordre  de  F  n'est  plus  que  2p  —  k. 

2.  Les  tangentes  aux  courbes  f  et  F  aux  points  correspon- 
dants m  et  M  rencontrent  Ox  en  deux  points  équidistants  du  pied 
de  l'ordonnée. 

3.  Appliquer  cette  remarque  à  l'hyperbole  considérée  comme 
transformée  de  la  droite  par  ce  procédé  et  retrouver  ainsi  une 
construction  bien  connue. 
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-/'.  Etudier  les  cubiques  de  la  troisième  classe, 

x'y  =  m», 
en  les  considérant  connue  des  Iranformées  de  la  pat  aboie;  mon- 
trer en  particulier  (jui\  si  Cou  appelle  P  le  pied  de  i '.'ordonnée  en 

un  point  M  de  cette  cubique,  ei  T  le  point  de  rencontre  de  la  tan- 
gente en  M  avec  Ox,  on  a  : 

OT  =  -OP. 

o 

.*>'.  Déduire  de  cette  transformation,  et  de  la  théorie  des  asymp- 
totes, qu'une  courbe  algébrique  ne  peut  pas  avoir  de  point  d'arrêt. 

(G.  L.) 

1.  —  L'équation  d'une  courbe  f  d'ordre  p  ne  possédant 
pas  d'asymptote  parallèle  à  O//  peut  toujours  se  mettre  sous 
la  forme  : 

!/ro0(x)  +  yp~ln(x)  +  . . .  +  <pp(cc)  =  o.. 
Dès  lors  l'équation  de  la  courbe  F,   transformée  de  /*,  au 
moyen  des  formules  données,  est  : 
/aa\  /a*\p-1 

(y/wx)  +  (y)  ^x>  +  —  +  .*m  =-o, 

ou  :        a2P?0(X)  +  a'^-DYcp^X)  +  ....+  YPcpp(X)  =  o. 

La  courbe  f  étant  supposée  une  vraie  courbe  de  degré  p, 
Qp(x)  n'est  pas  identiquement  nul.  ïl  en  résulte  que  F  est 
bien  de  degré  ip. 

Mais  si  f  possède  a  l'infini,  dans  la  direction  Oy,  un  point 
de  multiplicité  k,  son  équation  prend  la  forme  : 

if-kok[x)  +  yv-k-\k+{{x)  +  ...  +  9p(x)  =  o, 
et  l'équation  de  la  courbe  F  transformée  est  : 
a*r-k\i(X)  -f-  ...  +  Y*-fc?p(X)  =  o. 

On  voit  que  cette  équation  n'est  plus  que  de  degré  ip  —  k. 

2.  —  Pour  démontrer  cette  seconde  proposition,  il  suffit 
de  vérifier  que  les  sous-tangentes  relatives  à  deux  points 
correspondants  des  deux  courbes  f  et  F  sont  égales  et  de  signes 
contraires. 

La  valeur  de  la  sous-tangente  relative  au  point  m  est  -~-  ; 

dy 

doc 
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si  f(x,  y)  —  o  est  l'équation  de  f,  la  sous-tangente  aura  pour 
valeur 

dt 

-yA. 

J    df 

dx 
Si  nous  calculons,  de  même,  la  valeur  de  la  sous-tangente 
relative  au  point  M  qui  décrit  la  courbe  F,  dont  l'équation  est 

f(*:Ç)  -  », 

Nous  trouvons  que  celte  sous-tangente  a  pour  expression  : 
a2    df  .         df 

Y -r^-    c'est-à-dire  :     y~> 

df  "    df 

dx  dx 

en  vertu  de  la  relation  yY  =  a2.  Les  deux   sous-tangentes 
sont  donc  égales  et  de  signes  contraires  (*). 

3.  —  Si  nous  transformons  une  hyperbole  rapportée  à  ses 
asymptotes,  ayant  pour  équation  œy  —  k2  =  o,  nous  trou- 
vons que  la  courbe  transformée  est  : 

a2X  -  K2Y  =  o. 

C'est  une  droite  passant  par  l'origine. 

Si  donc  nous  appliquons  à  ces  deux  courbes  la  deuxième 
proposition,  nous  retrouvons  cette  propriété  connue  de  l'hy- 
perbole, à  savoir  que  la  tangente  en  un  point  de  l'hyperbole 
coupe  chaque  asymptote  en  un  point  symétrique  du  centre 
par  rapport  au  pied  de  la  parallèle  menée  par  le  point  à 
l'autre  asymptote;  autrement  dit,  la  tangente  en  un  point 
de  l'hyperbole  est  partagée  en  deux  parties  égales  par  le 
point  de  contact  et  les  asymptotes,  ce  qui  fournit  la  con- 
struction connue  de  la  tangente  à  l'hyperbole. 

4.  —  Si  nous  transformons  une  parabole  ayant  pour  équa- 
tion x2  —  2py  =  o,  nous  trouvons 

X2Y  =  2pa2. 

(*)  Cette  propriété  s'établit  aussi,  et  très  simplement,  en  considérant 
deux  points  voisins  sur  /"et  les  points  correspondants  sur  F.  G.  L. 
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Si  nous  appliquons  encore  ici  la  remarque  2,  et  si  nous 
désignons  par  /  Le  point  de  rencontre,  avec  Ox,  de  La  tangente  «à 
la  parabole,  nous  avons,  en  conservant  les  notations  del'énoncé 
OT      OP  +  PT  =  OP  +  /P.' 

Or  d'après  une  propriété  bien  connue  de  la  parabole 

*  =  o,  =  2. 

2 

OP       3 
Donc  OT  =  OP  -h  —  =  -  OP. 

2  2 

5. — Démontrons  enfin,  an  moyen  de  cette  transformation, 
qu'une  courbe1  algébrique  ne  peut  pas  avoir  do  point  d'arrêt. 

Supposons  en  effet  que  la  courbe  /'  ait  un  point  d'arrêt, 
et  prenons  ce  point  pour  origine. 

En  vertu  des  formules  de  transformation 
x  =  X  yï  =  a\ 

h  ce  point  correspond  un  point  de  Oy  rejeté  à  l'infini.  Si 
une  seule  branche  de  courbe  ou  un  nombre  impair  de 
branches  de  courbes  aboutissaient  à  l'origine  dans  f,  il  en 
résulterait  qu'une  seule  branche  de  courbe  ou  un  nombre 
impair  de  branches  de  courbes  seraient  asymptotes  à  Oy 
dans  F.  Ce  résultat  est  contraire  aux  propriétés  connues  des 
asymptotes.  Donc /'ne  peut  pas  avoir  de  point  d'arrêt. 

Nota.    —  Solutions  analogues  par  MM.   A.   Lévy,    lycée  de  Nancy 
classe  de  M.  Hervieux)  et  Barthe. 


QUESTION  149 

Solution  par  M.  Giat  (élève  du  Lyeée  Saint-Louis, classe  de  M.  Ed.  Lucas) 


On  considère  deux  droites  rectangulaires  Ox  et  Oy  et  un  point 
fixe  A;  de  l'origine  0,  comme  centre,  avec  un  rayon  variable  on 
décrit  une  circonférence  A  à  laquelle  on  mène,  par  A,  deux  tan- 
gentes qui  coupent  les  axes  aux  points  P,  Q,  P',  Qr.  Cela  posé, 
on  joint  PQ,  et  P'Q;  ces  droites  se  coupent  en  un  point  A'  dont 
on  demande  le  lieu. 

On  expliquera  par  des  considérations  géométriques  le  résultat, 
en  apparence  singulier,  auquel  a  conduit  le  calcul. 
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Soient  a  et  Ç>  les  coordonnées  du  point  A,  les  tangentes 

menées,  de  ce  point,  à 
un  cercle  0,  ont  pour 
équation  : 

x  cos  9  -h  y  sin  9  —  r, 
#  cos  9'  +  ?/ sin  9'  =  r; 
9  et  9'  étant  liés  par  les 
équations  : 

acos<p  +  (3sin  9  =  r,  (1) 
a  cos 9'+ 8  sin  9'  — r.  (2) 
En  cherchant  l'inter- 
section de  ces  tangen- 
tes par  les  axes  de  coordonnées,  on  obtient  les  longueurs 
OP,  OQ,  OP',  OQ': 


OP  = 


0Q  = 


r 


COS  9 

r 


0P'  = 
0Q'  = 


COS  cp 

r 

sin  9' 


(3) 
(*) 


sin  9 

L'équation  de  PQ'  est  donc  : 

x  cos  cp  4-  y  sin  9'  =  /•, 
et  celle  de  P'Q        x  cos  9'  -+-  y  sin  9  ='r. 

En  éliminant  9,  9'  et  r,  entre  les  équations  (1),  (2),  (3)  et 
(4),  nous  aurons  le  lieu  du  point  A. 

Nous  pouvons  d'abord  remplacer  les  équations  (3)  et  (4) 
par  leur  somme  et  leur  différence  : 

#(cos  9  +  cos  9')  +  2/(sin9  -f-  sin  9)  =  iv 
=  a(cos  9  +  cos  9')  +  p(siu  cp  -+-  sin  9'), 
#(cos 9  —  cos  9')  —  t/(sin<p  —  sin  9')  =  o. 
L'équation  (5)  donne  : 


y  —  p       cos  9  h-  cos  9' 


(S) 
(6) 


Mais 


x  —  a        siU9  +  sm  9 


cos  9  —  cos  9'  p 

sin  9  —  sin  9'  a 


tp 

+ 

O 

COb 

2 

sin 

? 

+ 
2 

r 

co 

+ 

sin  — 

2 

cos  — 

+ 

f 

? 

L'équation  (5j  dei  ienl  donc  : 

y  -  P      * 
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(7) 
(8) 


X  —  oc         p 

De  même,  L'équation  (♦>)  devienl  : 

i  +  è 

X  K 

Le  poinl  A'  esl  don.-  situé  sur  les  droites  fixes  (7)  et  (8). 
Par  suite  il  esl  lixe. 

Ce  singulier  résultat  peut  se  démontrer  géométriquement. 

En  effet  prenons  les  deux  tangentes  AP  et  AP'.  La  droite  AU 
esl  bissectrice  de  L'angle  P'AP.  Dans  le  quadrilatère  complet 
AQA'Q'  les  diagonales  se  divisent  harmoniquement.  Donc 
Leux  faisceaux  (A. P'POK)(O.A'AIK)  sont  harmoniques.  Par 
suite  AG  tlst  bissectrice  de  l'angle  extérieur  du  triangle  PAP'. 
Donc  cette  droite  AA'  est  perpendiculaire  sur  AO.  Elle  est 
lixe. 

Ensuite,  comme  les  deux  droites  homologues  01,  OK  du 
deuxième  faisceau  sont  perpendiculaires,  elles  sont  les  bissec- 
trices de  l'angle  A'OA.  Le  point  A'  est  donc  aussi  sur  la 
droite  fixe  OA',  symétrique  de  OA  par  rapport  à  Oy. 

Nota.  —  Nous  avons  reçu  de  nombreuses  solutions  de  cette  question, 
mais  toutes  ces  rédactions  (celle  de  M.  Ferval  exceptée)  sont  inexactes; 
elles  trouvent,  pour  n'avoir  pas  poussé  à  fond  l'élimination  des  para- 
mètres variables,  que  le  lieu  demandé  est  une  droite. 


QUESTIONS  PROPOSÉES 


234.  — Lieu  des  centres  des  coniques  circonscrites  à  uq 
triangle  et  dans  lesquelles  le  diamètre  parallèle  à  l'un  des 
côtés  du  triangle  conserve  une  longueur  constante. 

(Question  posée  aux  Examens  oraux  d'admission 
à  l'École  Polytechnique  en  1887.) 

235.  —  La  quantité 

i        i  i 

-  +  :  +  .,.  +  - 
i        5  n 

si  pas  égale  à  un  nombre  entier.  (E.  Catalan.) 
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236.  —  D'un  point  M,  on  peut  mener  à  une  parabole  donnée 
trois  normales;  trouver  le  lieu  du  point  pour  lequel  les  pieds 
de  ces  normales  forment  un  triangle  d'aire  donnée. 


Errata.   —  Page  207,  n°A,  le  groupement  des  termes  a  été  mal  fait. 
Gomme  nous  l'ont  fait  observer  plusieurs  correspondants,  il  faut  écrire 


i 


2(l.2)p        3(L3)P         [L'i)P 
1  l       ^     l 


4(L4p  7[L7)p      (L4)p 

Plusieurs  fautes  typographiques  se  sont  glissées  dans  la  solution  de 
la  question  118,  p.  160  : 
etc., 
Page  261,  ligne  3,  en  remontant, 

au  lieu  de         {x1  —  i)P~n         lisez         (x"  —  i)n~P 
et  ligne  3,  en  descendant, 

au  lieu  de       ==  i  lisez         ==  o 

Page  262,  avant-dernière  ligne,  le  premier  Pp-i  doit  être  changé  en 

Page  263,  les  quatre  premières  lignes  comportent  le  signe  :  =  o,  qui 
a  été  oublié;  puis,  ligne  7, 

au  lieu  de       x2  —  p       lisez        x2 — i 

et  ligne  9, 

au  lieu  de         hi- —  i)n-v  lisez         [x- —  i)»- 


Le  Directeur  Gérant, 

G.  de  LONGCHAMPS. 
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SUR  LE  DÉVELOPPEMENT 

DE   LA.    RACINE  CARREE   D'UN  NOMBRE  ENTIER 
EN   FRACTION   CONTINUE 

Par   M.    Ed.    Lucas,  professeur  de   mathématiques   spéciales 
au  Lycée  Saint-Louis. 


Ou  sait  ([lie  si  a  désigne  la  racine  carrée  du  plus  grand 
carré  contenu  dans   un   nombre  entier  N   qui   n'est  pas  un 

carré  parfait,  l'irrationnelle  y/N  est  développable  en  une  frac- 
tion périodique  mixte. 

La  période  commence  immédiatement  après  le  premier 
quotient  incomplet  a;  le  dernier  terme  de  la  période  des 
quotients  incomplets  est  2a,  et  les  autres  termes  de  cette 
période  forment  une  suite  symétrique  dans  laquelle  deux 
termes  quelconques  équidistants  des  extrêmes  sont  éçaux. 

Degen  a  publié  à  Copenhague  en  1817,  la  tabfe  du  dévelop- 
pement de  la  racine  carrée  des  mille  premiers  nombres  en 
fractions  continues,  sous  le  titre  : 

Canon  Pellianus  sive  tabula  simplicissimam  œquationis  cele- 
bratissimœ  ya  =ax2  4-  1  solutionem,  pro  singulis  numeri  dati 
valoribus  ab  1  us  que  ad  1000,  in  numeris  rationalibus  iisdemque 
inteyris  exhibens. 

Dans  la  préface  de  cet  ouvrage,  l'auteur  fait  observer 
que  Ton  peut  obtenir  immédiatement  le  développement  de 
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v/N  pour  les  nombres  contenus  dans  les  douze  formes  sui- 
vantes : 


N 

QUOTIENTS 

i.\( 

COMPLETS 

I 

a'1  + 

i 

a, 

2  a  ; 

II 

a2  - 

i 

a  —  i, 

ii 

2(a-i); 

III 

a2  + 

2 

a, 

a, 

2f/  ; 

IV 

a2  - 

2 

a  -  i , 

i, 

a  -  2, 

1, 

2(a  -  1); 

V 

a2  + 

<7 

a, 

2 

2a; 

VI 

a2  - 

<7 

a  -  i , 

2, 

2(a-i); 

VII 

a2b2  + 

a 

ab, 

26, 

2a6  ; 

VIII 

«262  - 

a 

ab  —  i, 

I, 

2(6-.). 

1, 

2(ab—  1); 

IX 

a262  + 

2a 

ab, 

&, 

2«6  ; 

X 

a2b*  - 

2  a 

ab—  i, 

I  , 

6-2, 

1, 

2(ab—  1); 

XI 

(2 

a -h  i)2  +  4 

2a  +  i, 

a, 

i, 

i, 

a,  2(2rt+i); 

XII 

(2 

,a+  i)2  - 

-4 

2«, 

1, 

a  —  1, 

0 

a  —  ■  1 ,       1.   4a. 

Après  avoir  fait  observer  que  .  le  développement  des  dix 
premières  formes  était  connu  depuis  longtemps,  Degen  ajoute 
que  les  deux  dernières  formes  lui  appartiennent  et  qu'il 
n'en  connaît  pas  d'autres.  Nous  allons  indiquer  un  procédé 
qui  permet  de  trouver  sans  exception  toutes  les  formes 
générales  du  développement  de  la  racine  carrée  d'un  nombre 
entier  et  qui  conduit  ainsi  à  la  classification  de  tous  les 
nombres  entiers  d'après  la  nature  de  leur  développement. 

En  laissant  de  côté  les  carrés  parfaits,  la  période  con- 
tiendra un,  deux,  trois,  ...  p,  quotients  incomplets  et  nous 
dirons  qu'un  nombre  est  de  la  p[ème  classe,  lorsque  le  déve- 
loppement de  sa  racine  carrée,  en  fraction  continue,  contiendra 
p  quotients  incomplets. 

NOMBRES    DE    LA   PREMIÈRE   CLASSE 

Les  quotients  incomplets  successifs  sont 
a,     2a,     2a,     2a,..., 
et  l'on  a,  en  relournant  au  nombre  qui  donne  naissance  à 
cette  fraction  périodique 

N  =  a2  h-  1 . 
C'est  la  formule  (I)  de  Degen. 


JOURNAL   DE   MATHÉMATIQUES   SPÉCIALES  fi 

NOMBRES  DE   LA   DEUXIÈME   CLASSE 

Les  quotients  incomplets  successifs  sont,  avec  b^>2a, 
a.  h,  2o;    6,  i(\\    b,  20 ;. . .  ; 
on  trouve  pour  N  la  valeur 

N  =  a*  +  -r  ; 
b 

niais  pour  que  N  soit  entier,   il  faut  faire  l'une   des   quatre 

hypothèses  suivantes,  en  désignant  par  «  et  6  des  nombres 

entiers 

l°6=  i  d'où     N  =  a2  +  2«; 

2°  6=  2  —      N  =  aa+-a; 

3°  a  =  vb  —      N  =  *26a  +  2  a  ; 

4°  6  =  2(3,  a  =  a£       —      N  =  x*fc2  -+-  *. 

La  première  hypothèse  donne  les  formes 

N  =  a2  -f-  ia  —  (a  +  i  )2  -  i . 
qui  correspondent  aux    formules  (IX.)  et  (II)   de  Degen;  la 
deuxième  hypothèse  donne  les  formes 

N  =  a%  +  a  =  (a  —  i)2  -  (a  -  i), 
qui  correspondent   aux  formules    (V)  et  (VI);    la  troisième 
hypothèse  donne  la  forme 

N  =  a262  -h  2(i 
qui    correspond    à  la  formule    (IX)  et  pour  a  —  i  à  la  for- 
mule (III).  Enfin   la    quatrième  hypothèse  donne   la    forme 
qui  correspond  à  la  formule  (VII).  Il  n'existe  pas   d'autres 
nombres  de  deuxième  classe. 

NOMBRES    DE    LA  TROISIÈME    CLASSE 

Les  quotients  incomplets  successifs  seront 

a,  b,  b,  2a  ;  b,  b,  2a;b,  b,  2a\... 

en  supposant  encore  b  >  2cr.  En  remontant  à  la  valeur  de  la 
fraction  continue,  on  trouve 

N  =  a2  +    , 

o2  +  i 

Pour   que  la  fraction  piécédente  se  réduise  à  un  nombre 

entier,  nous  poserons 

2ab  -b  i 

— :3^   A 

62  +  i 
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dou  a  =  r ; 

10 

mais  pour  que  X  et  a  soient  entiers,  on  voit  facilement  que 

b  est  un  nombre  pair  2$  et  que  X  —  1   est    un    multiple    de 

4(5  que  nous  poserons  égal  à  401p. 

Donc  tous  les  nombres  de  la  troisième  classe  sont  contenus 

dans  la  formule 

N  =  (4a62  +  a  +  (S)2  H-  47.(1  +  1 , 
ou 

N  =  (4a?2  -  a  h-  (3)2  +  (4013  +  i)2; 

les  quotients  incomplets  sont 

4ap*  +  a  +  p,  2(3,  2(3,  2(4a82  +  a  -f-  p)  ; .  .  . 

On  trouve  en  particulier  pour  p  =  1,2,... 
N  =  25a2  +  14a  -h  2, 
N  =  289a2  +  76a  +  5, 


La  forme   précédente   n'élait    pas  connue    de   l'auteur  du 
Canon  Pcllianus. 


NOTE  SUR  LES  SURFACES  REGLEES 

Par  E.  Amigues,  professeur  de  Mathématiques  spéciales 
au  Lycée  de  Marseille. 


4.  —  Les  équations 

X  —  aZ  4-  p 
Y  =  bZ  +  q 

dans  lesquelles  a,  b,  p,  q  sont  fonctions  d'une  variable  t,  repré- 
sentent une  surface  réglée.  En  laissant  ces  fonctions  arbi- 
traires, on  a  toutes  les  surfaces  réglées. 

Sj  on  donne  à  t  deux  valeurs  t  et  l  -\-  dt  on  obtient   deux 
génératrices  infiniment  voisines. 

(  i  =  aZ  -+-  p 

(  Y  =  6Z  +  q 

{  X  =  (a  ■+■  A«)  z  +  p  +  A/> 

(  Y  =  (b  -h  A6)  s  +  </  +  Ar/ 
Aa,  A6.  Ap.  Aç  sont  du    même  ordre   que  da,  db,  dp,   dq  et 
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par  suite  que  <lt.  que  nous  prenons  comme  infiniment  petit, 
principal. 
La  pins  courte  distance  des  (Unix  droites  a  pour  valeur 

Aa  Aqi  —  A/;  A// 
:  \  '(Art)»  +  (A/>)2  4-  (a  A/;  -  b  A")2 
11  est  évident  que  le  dénominateur  n'est    pas  nul  el  qu'il  est 
du  premier  ordre. 

Quanl  au  numérateur,  on  peut  l'écrire  ainsi,  en  se  bornant 
aux  termes  du  troisième  ordre. 

(da  dq  —  db  dp)  4-  -  d(da  dq  —  db  dp)  4-  . . . 

par  où  l'on  voit  que  ce  numérateur  est  ou  du  second'ordre,  ou 
au  moins,  du  quatrième. 

La  conclusion  est  que  la  plus  courte  distance  est  du  pre- 
mier ordre  ou  au  moins  du  troisième,  théorème  dû  à  Bouquet. 

Les  surfaces  pour  lesquelles  cette  plus  courte  distance 
est  du  premier  ordre  s'appellent  surfaces  gauches.  Les  autres, 
caractérisées  par  l'identité  en  t, 

da  dq  —  db  dp  =  o 

s'appellent  développables.  Nous  ne  justifierons  pas  ici  ces 
dénominations. 

2.  —  Toute    surface    engendrée   par  une  tangente  à  une 

courbe  gauche  est  une  surface  développable. 

Soient 

x  =  f(z)< 

y  =  ?(*), 

les  équations  de  la  courbe.  La  tangente  en  un  point  x,  y,  z 
est  représentée  par  les  équations 

X  -  /'(*)  -  f'(z)  [Z  -  *] 
Y  -  cpO)  =  t((%)  [Z  -  z] 
On  a  ici 

a  ==  f\z)  p  =  f(z)  -  zf\z) 

b  --=  <p'(z)  q  =  f(z)  -  z>s,'(z). 

On  conclut  de  là 

dp 

da    ~  "  *' 


dq 

db  = 

dp 

dq 

da 

~~  db 
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et 


par  suite 


3.  —  Réciproquement,   dans  toute  surface  développante, 
les  génératrices  sont  tangentes  à  une  courbe  gauche. 
On  a,  par  hypothèse, 

dp       dq 

da       db 
Prenons  pour  variable  indépendante  la  valeur  commune 
de  ces  deux  rapports  changée  de  signe,  et  désignons  cette 
variable  par  s.  Nous  avons  dès  lors 

dp  =  —  zda 
dq——  zdb 
a  et  b  sont  deux  fonctions  de  z  qui  ont  toujours  des  intégrales. 
Nous  représenterons  ces  intégrales  par  f(z)  et  9(5). 
On  a  alors 

b  =  ?'(*)  m 

.  a  =  f'(z)  {i) 

et,  par  conséquent, 

(  da  —  f"(z)dz 
\  db  —  y"(z)dz. 
Par  suite  les  valeurs  de  dp  et  de  dq  deviennent 

(  dp=  —  zf"(z)dz 
\  dq  =  —  z'j)"(z)dz, 
et.  en  intégrant, 

j  p  =  f(s)  -  zf(z)  _ 

(  q  —  cp(z-)  —  jgcp'(is). 
Les  formules  (1)  et  (2),  prouvent  que  la   droite   variable 
définie  par  les  équations 

X  =  aZ  -h/>, 

Y  =  bZ  +  q, 

représente  les  tangentes  à  la  courbe  dont  les  équations  sont 

x  =  f(z), 
y  =  <p(s). 

Cette  réciproque  constitue  Vintérêl  de  cette  note. 
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4.   —  Nous  allons  maintenant  prouver  que  Les   surface 
réglées  pour  lesquelles  le  plan  tangent  est  le  même  tout  le 
long  d'une  génératrice  s. ml,  les  surfaces  développables. 

Soit  une  génératrice 

x  —  az  +  p, 

y  =  bz ;  -h  r/, 
et  une  génératrice  infiniment  voisine 

« 

x  =  (a  -h  ±a)z  H-  p  +  A/>, 
y  =  {b  +  A6)j  +  </  +  A</. 
Si  on  prend  sur  ces  deux  génératrices  deux  points  ayant 
même  s,  savoir  s0,  on  a  pour  les  coordonnées  de  ces  deux 
points,  M  et  M' 

(  x  =  azQ  -h  p 

M  j  y  =  bz0    f-  q 

(  a?  =  (a  -h  Aa)s0  +  p  +  Ap 
&T  j  y  =  [b  +  A6)s0  +  q  +  kq 
(  s  =  *0. 
Le  plan  tangent  en  M  contient  la  génératrice  du  point  M. 
Son  équation  est  donc  de  la  forme 

x  —  as  —  p  -h  X  (y  —  bz  —  q)  =  o. 
Mais  d'après  les  valeurs  des  coordonnées  de  M  et  M',  ces 
deux  points  sont  infiniment  voisins,  et  par  suite  le  point  M' 
est  situé  dans  le  plan  tangent  en  M.  On  a  donc 
s0Aa  4-  A/?  +  X  (z0tà  +  kq)  =  o, 

d'où  on  tire 

js0Aa  +  Ap 

à  =  — '  • 

s0A6  +  àq 

Pour   que   le    plan  tangent  en    M    soit  le  même   tout  le 

long  de   la  génératrice  du  point  M,  il  faut  et  il  suffit  que 

cette  valeur  de  X  ne  dépende  pas  de  zQ,  c'est-à-dire  que  l'on  ait 

Aa      Ap 

àb~~  Âq' 

ou,  à  la  limite, 

da      dp 

db      dq 

En  d'autres  termes,  il  est  nécessaire  et  suffisant  que  la  surface 

soit  développable. 
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UNE  PROPRIÉTÉ  DES  DÉTERMINANTS  (  ) 

Par  M.  Poiijiide,  professeur  de  Mathématiques  spéciales 
au  Lycée  de  Lyon. 


Quand  on  peut  délacher  d'un  tableau  d'éléments  un  déterminant 
d'ordre  k  qui  n'est  pas  nul  si  les  déterminants  d'ordre  k  +  i  qu'on 
obtient  en  le  bordant  avec  une  ligne  et  une  colonne  du  tableau  sont 
nuls,  tous  les  déterminants  d'ordre  k-f-  i  tirés  du  tableau  sont  nuls. 

Lemme.  —  Si  l'on  peut  satisfaire  a  n  équations  linéaires 
et  homogènes  contenant  k+p  inconnues  en  se  donnant 
arbitrairement  p  des  inconnues  le  déterminant  principal  du 
système  est  au  plus  d'ordre  k. 

Ceci  est  évident  si  n  est  égal  ou  inférieur  à  k.  Quand  n 
est  supérieur  à  k,  admettant  pour  un  instant  que  le  déter- 
minant principal  soit  d'ordre  k  +  /*,  il  en  résulterait  que  les 
k  +  p  inconnues  s'expriment  linéairement  en  fonction  de 
p  —  h  d'entre  elles.  Les  p  inconnues  qui  sont  arbitraires 
seraient  fonctions  linéaires  de  p  —  h  variables  donc  liées 
entre  elles  au  moins  par  une  relation  linéaire,  ce  qui  est 
absurde,  et  le  lemme  est  démontré. 

Ceci  posé,  envisageons  le  tableau  d'éléments  donné  comme 
correspondant  à  un  système  d'équations  linéaires  et  homo- 
gènes. Considérant  le  déterminant  d'ordre  k  qui  n'est  pas  nul, 
on  peut  résoudre  k  d'entre  elles  par  rapport  à  /;  des  incon- 
nues. Substituant  dans  celles  qui  restent,  on  a  des  relations 
linéaires  entre  les  p  autres  inconnues  qui  se  réduisent,  en 
vertu  de  l'hypothèse,  à  des  identités  puisque  les  coefficients 
de  ces  inconnues  (calcul  connu)  y  sont  précisément  les  déter- 
minants obtenus  en  bordant  celui  qui  n'est  pas  nul.  Donc 
les  p  inconnues  restantes  sont  arbitraires,  le  déterminant 
principal  est  d'ordre  k,  c'csVà-dire  que  tous  les  déterminants 
d'ordre  k  -h  i  sont  nuls.  c.  Q.  F.  d. 

(*)  Cette  propriété  est  connue;  elle  a  été  indiquée  par  M.  Méray. 
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Application.  —  On  sait  que  pour  qu'un  polynôme  homo- 
gène du  second  degré  soit  carré  parfait  il  faut  etil  suffit  que 
les  mineurs  du  second  ordre  (à  deux  lignes  et  deux  colonnes) 
de  sou  discriminant  soient  tous  nuls.  Il  résulte  de  la  pro- 
priété ci-dessus,  un  élémenl  au  moins  de  Ja  diagonale  étant 
différent  de  zéro  (ceci  est  évident  api iori),  qu'il  suffit  que  les 
détenu  in  an  (s  du  second  ordre  obtenus  en  bordant  cet  élé- 
menl soient  nuls  à  la  fois.  Les  conditions  obtenues  sont  visi- 
blemenl  distinctes. 

Remarque.  —  La  propriété  ci-dessus  peut,  dans  le  cas  parti- 
culier k  =  i,  employé  ici,  être  établie  par  un  calcul  simple. 
Soit  a,  b,  c. .    ,  le  tableau  donné 
a'  U  c' ... 
a"b"  c"... 


Supposons  a  différent  de  zéro.  Si  l'on  multiplie  les  lignes 
par  a  il  vient 

a%     ab    ac. .  . 
ad  ab'  ac  .  . . 
aa"  ab"  ac" . . . 


qui  se  change  en  vertu  des  hypothèses 

ab'  —  ba!  =  o  ac'  —  ca'  =  o, . . .  eu 

a2  ab  ac. . . 
aa-  ba!  ca' . . . 
aa"  ba"  ca"... 


Il  est  visible  que  les  déterminants  du  second  ordre  dé- 
duits d'un  pareil  tableau  sont  tous  nuls  puisque,  supprimant 
les  facteurs  a,  a'...  aux  diverses  lignes,  il  devient 

a  b  c.  .  . 

a  b  c.  .  . 

a  b  c.  .  . 


\z 
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THEOREME  D'ALGEBRE 

Par  M.  Oesplanqucs,  élève  à  l'École  préparatoire  de  Sainte-Barbe 

(classe  de  M.  André). 


M.  Lucien  Lévy,  dans  une  note  sur  la  possibilité  de  l'équi- 
libre électrique,  insérée  dans  les  Comptes  rendus  de  l'Aca- 
démie des  sciences  (année  4881),  énonce  le  théorème  suivant: 

Si  tous  les  éléments  d'un  déterminant  sont  positifs,  sauf  ceux 
de  la  diagonale  principale,  qui  sont  négatifs  et  plus  grands  en 
valeur  absolue  que  la  somme  des  éléments  de  la  ligne  qui  les 
contient,  ce  déterminant  n'est  jamais  nul. 

Cette  proposition  est  susceptible  de  généralisation  : 

Si  dans  un  déterminant,  chaque  élément  de  la  diagonale 
principale  est  plus  grand  en  valeur  absolue  que  la  somme  des 
valeurs  absolues  des  autres  éléments  de  la  même  ligne,  ce  déter- 
minant ri  est  jamais  nul. 

Soit  le  déterminant 


U\[U\o    •     •     •    U[ii 

U21U22    •    •    •    W2« 

dans  lequel 

Un\U1x{   .    .    .  unn 

val.  abs.  uH  >  val.  abs.  t/12  +  val.  abs.  Wi3  -h  . 

-h  val.  abs.  uln 

val.  abs.  upp  >  val.  abs.  up[  -+■  val.  abs.  up2  +  . 

-t-  val.  abs.  upn 

Supposons  que  les  équations  : 

/  UiiXi   +   Wi2#2   +    •  •  •    Uln%n    — 

0 

\  U2lX±    +   U22X2   +    .  .  .    Uln%n    = 

0 

(A) 

1  WpiO?!    -h   Up&t  +    .  .  .    UpuXn    = 

0 

\    Un[X^   '  "   Ui^UjC.-^   ~t~    .  .  .    Unil0Cl}    - 

0 

admettent  une  solutioi 

1  en  nombres 

finis  a 

[X2 

. .  ..r'M   qui  ne 

soient  pas  tous  nuls 
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Choisissons  parmi  1rs  nombres  x\x%  ...  x'n  le  plus  grand 
en  valeur  absolue,  soit  xp  ce  nombre,  nous  avons: 

UplXi  4-  Up&i  +..".+  Uvpx\,  4-   ...  H-  UpnXn      -  O 
OU 

WpIT  +  WP2  —  +    •  •  •    +  Wpj)  +    •  •  •    +  Wpn-7=  O.     (1) 

Xp  ■'  p  tTp 

t  t 

X.\  . /*>  tQT 

Les   nombres  — ,  »    — ?  •  •  •  —■>    sont  tous  plus  petits  que  1 

Xp        Xj,  Xp 

en  valeur  absolue. 
D'autre  part,  l'on  a  : 

val.  abs.  vpp  <  \al.  abs.  upl  +  . . .  -+-  val.  abs.  wjm, 

l'égalité  (1)  est  donc  impossible. 

Le  système  des  équations  (A)  n'admet  aucune  solution  en 
nombres  finis  différents  de  zéro,  le  déterminant  proposé  n'est 
donc  pas  nul. 

Remarque.  —  La  démonstration  de  M.  Desplanqucs  peut 
être  complétée  par  la  remarque  suivante. 

Soit  k  le  nombre  des  éléments  négatifs  de  la  diagonale 
principale;  le  déterminant  proposé  aura  le  signe  de  (—   i)k. 

En  effet,  si  l'on  fait  tendre  vers  zéro  tous  les  éléments 
sauf  ceux  de  la  diagonale  principale,  le  déterminant  conserve 
la  propriété  qui  le  définit  et  ne  peut  s'annuler.  Il  conserve 
donc  son  signe  qui  est  celui  du  produit  des  éléments  de  la 
diagonale  principale  (L.  L). 


CONCOURS  D' AGREGATION  1886 

Solution  par  M.  A.  Fleurot  à  Marseille. 


Étant  donnés  dans  un  plan  une  droite  D,  un  point  O  sur  cette 
droite,  et  une  droite  D'  : 

1°  Former  t 'équation  générale  des  coniques  qui  touchent  la 
droite  D  au  point  O  et  qui  ont  la  droite  Dr  pour  directrice; 

2°  Démontrer  que  deux  de  ces  coniques  passent  par  un  point 
quelconque  P  du  plan;  déterminer  les  régions  du  plan  ou  doit  se 
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trouver  le  point  P  pour  que  ces  deux  courbes  soient  réelles,  et, 
dans  ce  cas,  en  reconnaître  le  genre. 

3°  Les  deux  coniques  du  faisceau  considéré  qui  passent  par  le 
point  P  se  coupent  en  outre  en  un  point  P';  calculer  les  coordon- 
nées du  point  P'  en  fonction  de  celles  du  point  P,  et,  en  supposant 
que  le  point  P  décrive  une  ligne  C,  trouver  quelle  doit  être  la 
forme  de  l'équation  de  cette  ligne  pour  que  le  point  P'  décrive  la 
même  ligne. 

1°  Prenons  pour  axe  des  x  la  droite  D,  pour  axe  des  y  la 
perpendiculaire  menée  par  0  à  cette  droite,  et  désignons 
par  a  et  b  l'abscisse  et  l'ordonnée  à  l'origine  de  la  droite  D' 
L'équation  générale  des  coniques  est  alors  de  la  forme  : 
^[(x  -  a)'2  ■+-  (y  -  6)2]  =  (bx  +  ay  -  abf. 
Exprimant  que  ces  coniques  passent  en  0  et  y  sont  tan- 
gentes à  Ox,.  nous  avons  : 

[/.a(aa  +  p2)  -  a2b*  =  o,  (1) 

au2  -  ab%  =  o.  (2) 

Entre  ces  deux  équations  on  pourrait  éliminer  a,  qui  doit 
disparaître  de  l'équation  et  tirer  une  des  deux  quantités  u2,  (3, 
en  fonction  de  l'autre,  par  une  équation  du  2me  degré  ;  mais, 
pour  avoir  une  équation  générale  où  le  paramétre  variable 
entre  rationnellement,  il  est  préférable  de  remarquer  que. 
p  n'entrant  plus  que  dans  le  coefficient  du  terme  en  y,  lequel 
est  —  2(pu.2  —  a2b),  on  peut  regarder  pu2,  ou  mieux  encore 
ce  coefficient  tout  entier,  comme  un  paramètre  variable,  et 
poser  p\x2  —  a2b  =  lab  (3).  Éliminant  alors  a  et  p  entre  (1), 
(2)  et  (3),  il  vient  : 

[j.2  =  (1  +  a)2  +  b\ 
et  l'équation  générale  cherchée  est  : 

(À  H-  a)2x2  —  labxy  -h  (X2  +  2al  -+-  b2)y2  —  2ab\y  —  o. 
2°  Écrivons  que  cette  équation  est  vérifiée  par  les  coor- 
données ic0i/0  d'un  point  P;  le  résultat,  ordonné  en  X,    est: 
À2(^  +  Vl)  +  2la(œl  +  yl  -  %0)  +  (ax0  -  byoy  =  o.  (A) 
Cette   équation    donne   pour  1    deux   valeurs,   définissant 
deux  coniques  de  la  famille.   Pour  que  ces  coniques   soient 
réelles,  il  faut  que  leurs  équations  soient  à  coefficient  réels. 
et  cela  suffit,  puisqu'elles  coupent  Ox  en    des    points  réels. 
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La  condition  de  réalité  est  dont*  : 

Vo  \(*q  +  J®[aato0   i  (a1    -  />%,  -  2"2/,l  +  a96*y0|  >  o. 

Les  lignes  séparatrices  des  régions  <>îi  doit  se  trouver  le 
poinl  1*  pour  que  les  deui  coniques  passant  par  ce  point 
soienl  réelles,  soûl  donc  Taxe  dos  .r,  et  la  cubique  repré- 
sentée par  l'équation 

(,r-  +  y2)[2abx  4-  (a2  —  b'2)y  —  2a2b]  -+-  a*b*y  =  o 
(enveloppe  dos  coniques). 

C'est  une  cubique  circulaire  unicursale  \\  du  genre  des 
strophoïdes  obliques.  Son  point  double  est  le  pied  de  la 
perpendiculaire  OH  abaissée  de  O  sur  D'.  L'asymptote  qui 
a  pour  équation  :  2abx  -h  (a2  —  b2)y  —  2a2b  =  o,  coupe  Ox 
en  A.  La  cubique  passe  aussi  en  À  et  est  tangente  en  O 
à  Ox.  Elle  coupe  Oy  en  deux  autres  points,  G,  D,  toujours 
réels;  la  somme  des  coordonnées  de  ces  points  est  égale  à 
l'ordonnée  à  l'origine  01  de  l'asymptote.  On  voit  facilement 
que,  si  a  >  6,  le  point  B  sépare  les  deux  points  G,  D;  si 
a  =  b,  l'un  des  points  va  à  l'infini,  car  l'asymptote  est  alors 
parallèle  â  Oi/;  si  a  <  b,  c'est  le  point  0  qui  sépare  G  et  D. 
Dans  les  deux  cas  extrêmes,  ID  =  OC.  —  Ces  deux  cas  sont 
complètement  analogues  :  l'asymptote  ne  fait  que  tourner 
de  i8o°  autour  du  point  A.  Il  est  à  remarquer,  pour  la  con- 
struction, qu'elle  fait  toujours  avec  Ox  un  angle  plus  grand 
que  OH.  Nous  nous  sommes  borné  à  tracer  des  figures 
qui  correspondent  au  cas  a  <  b.  La  distinction  des  régions 
donnant  des  coniques  réelles  se  fait  d'ailleurs  facilement. 

Le  discriminant  AG  —  B2  de  la  conique  À  se  réduit  à  a(X  +2«). 

Il  ne  peut  changer  de  signe  que  si  X  passe  par  les  valeurs  zéro 

et  —  2a,  c'est-à-dire  lorsque  le  point  P  traverse   l'une  des 

deux  paraboles  : 

(ax  —  by)°-  =  o, 

(ax  —  bt/j2  +  4(i'by  =  o; 

qui  sont  les  seules  paraboles  de  la  famiUe  considérée.  Ces  deux 

paraboles,  avec  les  lignes  trouvées  plus  haut  pour  exprimer  la 

réalité  de  À,  c'est  à-dire  l'axe  des  x  et  la  cubique  T,  divisent 

le  plan  en  régions  telles,  que,   tant  que  le  point  P  reste  dans 

la    même    région,    aucune    des   deux   valeurs    de  X  ne  peut 

fournir  une  parabole;  ni,  par  suite,  faire  changer  le  genre 
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de  l'une  ou  l'autre  conique.  La  première  parabole  n'est  autre 
que  la  droite  double  OH,  qui  d'ailleurs,  en  sa  qualité  de 
droite  double,  n'est  pas  en  réalité  une  ligne  séparatrice.  La 
deuxième  parabole  P  est  naturellement  tangente  en  0  à  ox, 
et  aussi  tangente  à  x  =  a.  Cherchons  ses  points  d'intersec- 
tion autres  que  0,  avec  la  cubique  F.  L'équation  aux  coeffi- 
cients angulaires  des  c.roites  joignant  l'origine  aux  points 
d'intersection  des  deux  courbes  est,  après  la  suppression 
de  la  racine  double  m  —  o  : 

.    (4a2  —  o2)2?/i4  +  4«6(4a2  -  b%)m*  +  2«2(i2a2  -  o2)m2 
-+-  i2a3bm  ■+-  9a4  =  o. 

Gomme  la  parabole  est  tangente  à  son  enveloppe  en  chacun 
de  ses  points  d'intersection  avec  celle-ci,  l'équation  précé- 
dente est  de  la  forme  :  (m  —  ^)2(wi  —  h)2  —  °>  e^  i0n  trouve 
facilement  que  tx  et  t2  sont  les  racines  de  l'équation  : 

(4a2  -  b2)t2  -+-  2abt  +  3a2  =  o, 
et  la  condition  de  réalité  de  ces  racines  est  b  —  a\/3  >  o. 
Ainsi;  si  b  <  ay/3,  les  deux  points  de  contact  sont  imagi- 
naires; si  b  —  a\i  3,  ils  sont  confondus  en  un  point  situé 
entre  L  et  T;  si  b  >  a\/3,  ils  sont  réels,  tous  deux  entre  L 
et  T  si  b  <  2ci,  séparés  par  L,  si  b  >  2a;  si  b  =  2a,  l'un  est 
le  point  L,  et  l'autre  est  sur  l'arc  LT. 

Nous  avons  donc  trois  cas  principaux  à  distinguer  dans  la 
discussion  du  genre  des  coniques  :  b  <  «\/3,  b  —  ayà, 
b  >  a\/3. 

Les  régions  une  fois  bien  limitées,  dans  chaque  cas,  comme 
on  est  sur  que,  par  tous  les  points  de  la  même  région,  il 
passe  le  même  nombre  d'ellipses  et  le  même  nombre  d'hy- 
perboles, il  suffit  d'étudier,  dans  chaque  région,  un  point 
commode. 

Premier  Cas,  b<a\/3.  —  Si  dans  l'équation  (A)  on  fait 
x0  —  ±00,  et  y0  fini,  l'équation  devient  (1  +  a)2  =  o.  Ces 
deux  valeurs  de  À  rendent  le  discriminant  négatif,  et  cela,  quel 
que  soit  le  signe  de  y0  :  donc,  tous  les  points  de  la  région 
MHAa?,  comme  tous  ceux  de  la  région  ROx*'  donnent  deux 
hyperboles.  Si  l'on  fait  xQ  =  o,  y0  —  —  s,  les  substitutions  de 
—  00,  —  2a,  o,  donnent  des  signes  alternés  :  donc;  par  tous 
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i/o 


les  points  do  L'intérieur  do  la  parabole  passent  une  ellipse 
et    une    hyper- 
bole. En  faisant 
O?o  =  0,    ?/o-:  +  e. 

on  a  doux  raci- 
nes positives  : 
donc ,  tous  les 
points  inté- 
rieurs à  la  bou- 
cle OCH  donnent 
deux  ellipses. 
Enfin  l'hypo- 
thèse x0  =  a, 
y0  =  —  s  montre 
que  dans  la  ré- 
gion STOAN  on 
a  deux  hyper- 
boles. Tous  les  points  de  la  parabole  P  donnent  cette  parabole 
et  une  hyperbole;  la  portion  de  droite  HG  fournit  cette  droite 
double  et  une 
hyperbole  ;  la 
portion  HK, 
cette  droite 
double  et  une 
ellipse.  —  La 
fi  2r  u  r  e      est 


faite     dans    *'^^ssx\ 


l'hypothèse 
b  >  a. 

Deuxième 

CAs:6=av/3. 

—  Mômes  ré- 
sultats que 
dans  le  cas 
précédent 
pour  les  ré- 
gions au-dessus  de  Ox,  pour  la  région  RO#',  et  pour  l'inté- 


'ïa.  2, 
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rieur  de  la  parabole.  L'hypothèse  x  =  a  y  =  -  e  donne  deux 
hyperboles  pour  la  région  OTQA,  la  parabole  P  et  une  hyper- 
bole pour  l'arc  OTQ  de  celte  parabole.  Si  le  point  P  est  en 
L,  on  a  une  parabole  et  une  hyperbole  :  l'arc  de  parabole 
QS  donne  donc,  outre  cette  parabole,  une  hyperbole;  par 
suite,  dans  la  région  SQN,  on  a  deux  hyperboles. 

Troisième  Cas  :  b  >  a\fo.  —  Résultats  identiques  à  ceux  des 

deux  premiers  cas, 
pour  les  régions  au- 
dessus  de  Ox,  pour 
la  région  RO#',  et 
pour  l'intérieur  de  la 
parabole.  On  trouve 
encore  deux  hyper- 
boles pour  la  région 
OTQA.  Donc,  l'arc  de 
parabole  OQ  donne 
une  hyperbole  ;  au 
point  Q.  cette  hyper- 
bole devient  ellipse  ; 
donc,  dans  la  région 
QLQ'  on  a  deux  elli- 
pses ;  dans  la  région 
SQ'N,  on  a  de  même 
deux  hyperboles.  — 


La  figure  est  faite  dans  l'hypotèse   b  >  2a. 


(A  suivre.) 


QUESTIONS  D'EXAMEN 


1.  —  Asymptotes  de  la  courbe  qui,  en  coordonnées   polaires, 
correspond  à  l'équation 

—    zz:    (co    —    a)(ù)    —    ^    ...    (tO    —    À). 
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L'équation  de  L'asymptote  (G.  M.  S.;  II,  p.  S80)  est 

—  =  ( — )   sin  (o)  —  a). 
P  \?J 

Nous  avons  ici 

(1)'   =  S  (•  -  0)   .  .  .    («o   -  X). 

Les  équations  demandées  sonl,  donc 

—  =  (a  —  $\  ...  (a  —  X)  sin  (w  —  a) 

P 

-  =  ((3-  a)  ...  ((3  -  X)sin(co  -  p) 

P 

2.  —  Les  coniques  y  gw  passent  par  trois  points  fixes  et  qui 
sont  conjuguées  à  un  segment  AB,  passent  par  un  quatrième 
point  fixe. 

Prenons  AB  pour   axe  des  x,   et   le   milieu   de   AB  pour 

origine. 

L'équation  générale  des  coniques  y  est,  comme  l'on  sait, 

X  u.  i 

ax  +  by  -+-  c       a'x  +  6'w  -J-  c'       o"^  -h  b"y  -f  c" 

En  Taisant  w  =  o,  et  en  exprimant  que  l'équation 

x*(ïa'a"  +  uita"  h-  aa')  -+-...+  \c'c"  +  ;j.cc"  +  ce'  —  o, 

ÂB2 
a  deux  racines  dont  le  produit  est  égal  à  ,  on  obtient, 

entre  X  et  u,  une  relation  linéaire;   donc,  etc. 


3  (*).  —  La  série 

i  i 


-h 


2(l2)i'        3(13)p  n(ln)i' 

est  convergente  si  Ton  suppose  p  >  i. 

Considérons  l'intégrale  y, 

r™    dx 

V  ~~  J      x(lx)P  ' 

2 

En  posant 

Ix  =  u. 
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nous  avons 

/»   dx  rdu  i 

J  x(Ix)p  "  J  vï  ~  '       +  (—mi  p  p-*' 
D'après  cela,  et  en  vertu    d'un  théorème   connu,  la  série 
est  convergente  si  nous  supposons  p  >  i.  parce  que  l'inté- 
grale    /      est  une  quantité  finie. 

2 

Pour  p  =  i,  cette  intégrale  est  infinie;  la  série  est  diver- 
gente ;  on  retrouve  alors  la  série  de  M.  Bertrand  que  nous 
avons  signalée  précédemment  (Journal,  1886,  p.  163). 

Le  théorème  auquel  nous  venons  de  (Vire  allusion  corres- 
pond à  l'énoncé  suivant. 

Si  f(x)  désigne  une  fonction  continue  et  bien  déterminée  lorsque 
x  varie  de  a  à  -+-  oo ,  et  si  l'on  a  :  lim  f(x)  =  o,  pour  x  =  oc  , 
la  série  : 

i\k),       f(k+i)       ...        F(n),        ... 
est  convergente,  si  l'intégrale 

'  f(x)dx, 


/ 


est  une  quantité  finie;  elle  est  divergente,  dans  le  cas  contraire. 
(Le  nombre  K  désigne  un  entier  quelconque  supérieur  à  a.J 

A  suivre. 


CORRESPONDANCE 


Extrait  d'une  lettre  de  M.  Roux,  élève  au  lycée  de  Grenoble. 

. . .  Je  désire  aussi  vous  exposer  un  procédé  permettant 
de  déterminer  le  point  de  contact  des  tangentes  aux  courbes 
que  vous  étudiez  dans  le  numéro  de  Septembre  dernier  de 
ce  journal.  Ces  courbes  sont  les  enveloppes  de  droites  telles 
que  si,  par  les  points  de  rencontre  de  ces  droites  avec  les 
axes_,  on  mène  des  parallèles  à  ces  axes,  le  lieu  du  point 
d'intersection  de  ces  parallèles  est  une  courbe  donnée. 

Cette  méthode,  sans  être  plus  simple  que  celle  que  vous 
avez  donnée,  a  l'avantage  de  s'appliquer  lorsque   les  axes 
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sont  quelconques;   d«'    plus,   on    la  tire  immédiatement   du 
principe  des  transversales  réciproques. 

Pour  cela,  je  m'appuierai  sur  la  remarque  suivante  qu'il 
suiïii  d'énoncer. 

Étant  donnes  deux  axes  quelconques  Ox.  Oy  et  une  droite  AB. 
si  d'un  point  N  de  cette  droite,  nous  menons  des  parallèles  aux 
axes  qu'elles  rencontrent  en  Q,  R:  le  milieu  des  droites  QR, 
quand'N  se  déplace,  est  une  droit?. 

Soient  Nt,  Nt  deux  points  infiniment  voisins  sur  une 
droite  AB,  et  soient  RQ.  RtQt  les 
droites  correspondantes  que  vous 
considérez  dans  l'article  cité. 
Prenons  en  At  et  Bt  les  milieux 
de  OA  et  de  OB  et  prenons 

MS  =  2Mco;      MSt  =  2MWJ. 

La  droite  SSjl  est  parallèle  à 
AXB4  :  de  plus  dans  le  triangle 
MSSi  les  deux  droites  RRt,  QQt 
sont  deux  transversales  réci- 
proques :  donc 

S^  =  ST.  '  V     ^ 

Passons  à  la  limite  (fig.  2)  :  Ffa  '• 

Le  point  S  étant  situé  sur  une  droite  parallèle  à  AB  et  divi- 
sant en  deux  parties  égales  cette  droite,  est  sur  la  médiane 
OK  du  triangle  OAB  :  il  est  donc  à  l'intersect'on  des  deux 
droites  RQ,  ON  :  si  w  est  le  milieu  de  RQ;  on  n'aura  qu'à 
porter  Mco  =  wS   : 

M  est  le  point  cherché. 

Note. — La  démonstration  très  simple  que  nous  communique 
notre  jeune  correspondant  conduit,  comme  il  est  facile  de 
le  vérifier,  à  la  construction  qu'a  donnée  M.  d'Ocagne  (/.  M. 
E.,  1885,  p.  30  et  J.  M.  S.,  1886,  p.  256). 

Le  quadrilatère  ABPQ  et  la  transversale  OIK)  en  observant 
que  AK  —  L>K)  donnent 

SQ       OQ   OB 
sp  :  "  ÔÂ  "  ÔP  ' 
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Mais  ou  a 

BA 

OQ       BN            OB       BA 

/     \ 

ÔÂ  ""  BA'          ÔP  "  AN 

/fM    '     \K 

et,  par  conséquent, 

SQ       BN 

)/•      ;■' 

SP       AN 
Si   l'on    prend   sur  PO    le  point    M, 

Q 

A 

isotomique  de  S,  on  a  donc 

Fig.  2. 

MP       NB 

MO    _  NA' 

c'est  la  relation  indiquée  par  M.  d'Ocagne. 


G.  L. 


QUESTION  92 

Solution  par  M.  Paul  Bourgarkl,  à  Antibes. 


On  donne  une  circonférence  O  et  une  droite  fixes  AB.  Sur 
chaque  tangente  à  la  circonférence  on  prend  te  point  M,  de  telle 
sorte  que  le  point  de  contact  P  soit  le  milieu  du  segment  QM  limité 
d'un  côté  au  point  M,  et  de  Vautre  côté  sur  la  droite  fixe  AB. 
Quel  est  le  lieu  du  point  M?  On  examinera  en  particulier  le  cas 
où  la  droite  AB  est  tangente  à  la  circonférence,  et  le  cas  parti- 
culier où  la  droite  AB  est  un  diamètre  de  la  circonférence. 

Prenons  pour  axes  deux  diamètres  rectangulaires  du  cercle 
dont  l'un  soit  perpendiculaire  à  AB.  Soit  x  =  d  l'équation 
de  la  droite  AB.  Désignons  par  R  le  rayon  du  cercle;  R  cos  o 
et  R  sin  cp  seront  les  coordonnées  d'un  point  variable  du  cercle. 
L'équation  de  la  tangente  en  ce  point  au  cercle  est 
x*  cos  9+2/  sin  cp  —  R  ==  o. 

L'ordonnée    du    point  Q  de  rencontre    de   cette    tangente 

.  _         R  —  d  cos  co  . 

avec  AB  est  : On  a  donc  en  désignant  par  xty9 

sin  cp 

les  coordonnées  du  point  M,  et  en  exprimant  que   le  point 
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P  esl  le  milien  de  QM, 

R-(/coscp 

*/„    4-    ; -    2K  SI  11  Cû«  (1) 

sin  cp 
Do  plus,  le  point  M  étant  sur  la  tangente  du  cercle,  on  a 

./•„  oos  cp  4-  y  sin  cp  —  R  —  o.  (2) 

Ou  aura   l'équation  du  lieu  eu  éliminant  cp  entre  les  deux 
équations  (1)  et  (2). 
L'équation  (2)  donne 

y0  sin  9  —  R  —  x0  cos  cp. 
En  portant  cette  valeur  dans  (1),  il  vient 

2R  cos  cp  =  x0  -h  d. 
L'élimination  de  cp  est  dès  lors  immédiate  et  l'on  obtient 
en  renplacant  xQ  par  x,  i/0  par  yt 

(x*  +  dx  -  2R2)2  =  4R2?/2  -  y*(x  -+-  d)\ 
Cette  équation  peut  s'écrire  aussi  : 

(x*  +  y*)[x  +  d  -  2R][x  -+-  d  +  2R]  =  4R2(dx  -  R2). 

Propriétés  générales  de  la  courba.  —  Cette  équation  représente 
une  courbe  du  quatrième  degré  passant  par  les  ombilics  du 
plan,  et  ayant  deux  asymptotes  réelles  parallèles  à  oy.  Elle 
est  symétrique  par  rapport  à  ox.  Elle  est  bitangente  au 
cercle  donné  aux  points  de  rencontre  de  ce  cercle  avec  la 
droite  AB. 

1°  d  >  R.  —  La  droite  AB  ne  rencontre  pas  le  cercle.  11 
en  est  donc  de  même  de  la  courbe,  qui  a  dans  ce  cas  la 
forme  générale  indiquée  par  la  figure  (1). 

2°  d  —  R.  —  La  droite  AB  est  tangente  au  cercle.  Il  en 
est  donc  de  même  de  la  courbe. 

Dans  ce  cas,  le  lien  se  décompose  en  la  droite  AB  et  en  la 
courbe  du  troisième  degré 

(x2  +  y2){x  +  3R)  -  4R3. 

Cette  courbe  a  la  forme  indiquée  par  la  figure  (2). 

3°rf  <  R.  —  La  courbe  est  alors  bitangente  au  cercle  en 
deux  points  réels,  ligure  (3). 

4°  d  =  o.  —  Ce  cas  n'est  qu'un  cas  particulier  du  précédent. 
La  courbe  a  deux  axes  de  symétrie  qui  sont  ox  et  oy. 

Nota.  —  Autres  solutions  par  MM.  Ferval,  élève  du  lycée  Henri  IV 
(classe  de  M  Macé  de  Lépinay)  -,  G.  Séquestre  à  Angoulème  ;  A.  Bêche 
professeur  à  l'école  normale  de  Tulle. 
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QUESTIONS  PROPOSÉES 


215.  —  n  étant  impair,  le  nombre  des  combinaisons  de 
2/1  lettres,  n  h  n,  augmenté  de  dix  fois  le  nombre  des  com- 
binaisons de  2n  —  2  lettres,  n  —  i  à  n  —  i,  est  divisible 
par  n  ■+-  2. 

Autrement  dit  : 
G2«, ,,  +  ro  C2u-2.  u-i,  =  iH(n  +  2).  (»  impair;. 

(Catalan.) 

216.  —  Etant  donnée  une  ellipse,  on  peut  adjoindre  à 
tout  point /du  segment  FF'  des  foyers  une  droite  d  extérieure 
au  plan  de  la  courbe  et  parallèle  au  petit  axe,  telle  qu'il 
existe  un  rapport  constant  entre  les  distances  d'un  point 
quelconque  de  l'ellipse  au  point  f  et  à  la  droite  d,  La  droite  d 
engendre  un  cylindre  dont  la  section  droite  est  une  courbe 
semblable  à  l'ellipse  donnée. 

Trouver  le  théorème  analogue  pour  l'hyperbole  et  la  parabole. 

(J.  Neuberg.) 

217.  —  Soient  S  le  sommet  d'un  cône  droit,  0  le  point 
où  l'axe  rencontre  un  plan  quelconque  P.  Démontrer  qu'il 
existe  un  rapport  constant  entre  les  distances  des  points  0 
et  S  a  une  tangente  quelconque  de  la  section  du  cône  par 
le  plan  P.  (J.  Neuberg.) 


Le  Directeur-Gérant, 

G.  de  LONGCHAMPS. 


IMPRIMERIE  CENTRALE   DE*  CHEMINS    DE   FEU     —  IMPRIMERIE  CHAIX, 
RI  F.   BERGÈRE,    20,   PARIS.   —    27208-6. 
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SUR   LES  FOCALES  D'UNE   SURFACE 

DU    SECOND   ORDRE 
CIRCONSCRITE   A    UNE   QUADRIQUE    DONNEE 

Par  M.  V.  iiiouv.  professeur  au  lycée  de  Nantes. 


1.  —  Prenons,  comme  quadrique  donnée,  un  ellipsoïde 
x2       y-       z* 
a1       o1       cz 
Soit  ^[{x^y^Zi)  le  pôle  d'un  plan 
xxL       yy±       zz± 

P  =  — —  +  —  H -—1=0. 

a2         a2         c- 
1 /équation  générale  d'une  surface    du    second    ordre   cir- 
conscrite à  (E)  peut  s'écrire  : 

x2        if       s2 

?  =  -r  +  ti  +  -T  ~  i  -  KP*  =  o. 
aa       62       c2 

A  chaque  valeur  de  K  correspond  une  surface  particulière. 

Soit  maintenant  S  —  o  l'équation  d'une  sphère  de  rayon 

nul  ayant  son  centre  au  point  (a,  (3,  y)  on  aura 

S  =  (X  -  a)2  +  (y-   ft)2  +  (Z   -  y)2  =  o. 

Formons  l'équation 

cp  +  AS  =  o 

et  exprimons  qu'elle  représente  un  système  de  deux  plans. 
Cette  dernière  équation  peut  s'écrire  : 

(i  +  x)x'2  +  (h  +  x)/y2  +  è  +  x)5*  ~ 2X(oUB  *  r^ + yz) 

+  /(ce2  +  (s2  +  y2)  -  i   -  KP2  =  o. 
Supposons  la  rendue  homogène  par  l'introduction   d'une 
quatrième  variable  t  —  i.  Les  demi-dérivées partielles  peuvent 
s'écrire 

aHl  KPx± 

X  =  -    -f —  9 


i   +  a2X        i   +  a2À 


^  "  "  i  +  6*X  "    i  -+-  62> 
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G'2YÀ  KPs, 

4- 


I     +  C2X  i     +    C2X 

i  KP 

f>2  4-  y2  -  -  =  <x.X  4-  py  4-  y: 


X  ■     ra     ■    -i  ^ 

Faisons  la  somme  des  trois  premières  multipliées  respec- 
tivement par  — -i    ~*    — ;  nous  obtenons,  en  tenant  compte 
a-       bl       c2 

de  l'expression  de  P, 

y.x±  pyi  yzi 


P  4-  i  =  X 


i  4-  a2X       1  -f-  62A        i   4-  c2X 


+  M      ~T7 ~    +    — 7TT7    - 


\a2(i  +  a2X)       62(i  +  62X)       c2(i  +  c2X), 

Les  coordonnées  a?,  ^  et  z  du  centre  doivent  admettre  une 
infinité  de  valeurs;  il  en  est  par  suite  de  même  de  la  fonc- 
tion entière  P  des  mômes  variables.  Or  la  dernière  équation 
est  du  premier  degré  par  rapport  à  P  et  comme  elle  doit 
être  satisfaite  pour  plus  d'une  valeur  de  P,  le  coefficient  ne  P 
doit  être  nul  ainsi  que  le  terme  indépendant.  On  a  donc 
d'abord  les  deux  conditions. 

2  2  2 

X\  l/i  S*  ] 

+    TT, : 7T77    +    -T- ^T    —    77    —    O  . 


tf2(i  -+-  a2 A)       b\\  4-  62X)       c2(i  4-  cll)       K 

i  +  a2X       2  4-  62X       i   +  c*  "  "  X  " 
Portons  maintenant  les  valeurs  de  x,  y  ut  z  dans  la  qua- 
trième dérivée  et,  en  vertu  de  la  deuxième  condition  nous 
obtenons  : 

a2  S2  y2  I 


i  4-  a2X        i  4-  62X        i  4-  c2X        X 

Telles  sont  les  trois  conditions  qui  doivent  être  remplies 
pour  que  l'équation  <p  4-  XS  =  o  représente  deux  plans  qui 
se  coupent. 

Ces  trois  conditions  peuvent  s'écrire  ainsi  : 

9  9  9 

a*  62  c2  i 

o,         (i) 


i  4-  a2X        i  +  &2X        i  +  c2X        K 
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v..r,  f'//.         ,         Y*i  (2) 

-1=0, 


P'  Y* 


a- 


-1=0.        (3) 

i,i  i  w 

A  X  X 

L'équation  (1)  est  du  troisième  degré  en  X  et  admet  trois 
racines  réelles.  A  chacune  d'elles  correspond  une  focale 
qui  est  l'intersection  de  la  surface  (3)  par  le  plan  (2)  qui  est  le 
plan  polaire  du  pôle  du  plan  P  par  rapport  à  la  surface  (3). 

Or  cette  surface  (3)  est  homofocale  à  la  surface  donnée  (E). 

On  a  par  conséquent  ce  théorème  : 

Théorème.  —  Quand  une  surface  du  second  ordre  est 
circonscrite  à  une  quadrique  (E)  ses  focales  sont  situées  sur  trois 
surfaces  (A)  homo focales  à  (E)  dans  des  plans  qui  ont  un  pôle 
commun  qui  est  le  pôle  du  plan  de  la  courbe  (G)  de  contact  de 
la  surface  considérée  avec  la  quadrique  donnée. 

2.   —   Cas   particuliers   du   cône   circonscrit.  — 

Lorsque  la  surface  circonscrite 

x2        //2       z* 

-7  +  h  +  -,  -  Kp2  =  o  , 
a2       62       c2 

représente  un  cône,  on  a 


a2  "  62  +  c2 


Portons  cette  valeur   de   K    dans  la   première   condition  ; 
alors  après  des  réductions  faciles  elle  devient 


y£  fii  r»2 

j,[  y{  a>1 


+ 


-    +   ;      -     =   O.  (4, 


b'1  +  - 

A  X 


On  voit  ainsi  que  l'équation  (3)  de  la  surface  (A)  est  véri- 
fiée par  les  coordonnées  du  sommet  du  cône  circonscrit,  ce 
qui  était  évident  a  priori  pour  ce  cas  particulier.  Le  plan 
(2)  est  maintenant  le  plan  tangent  à  la  surface  (3)  menée  par 
le  sommet  du  cône.   Pour  chacune  des   valeurs  réelles  de 
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-  fournies  par  l'équation   (4)    l'équation  (3)  représente  une 

à 

surface  homofocale  à  (E)  passant  par  le  sommet  du  cône. 

On  a  donc,  comme  cas  particulier  du  théorème  précédent, 
le  théorème  connu  donné  par  Chasles  : 

«  Les  focales  d'un  cône  circonscrit  à  une  surface  du  second 
ordre  sont  les  génératrices  des  surfaces  homofocales  à  la 
proposée  et  passant  par  le  sommet  du  cône.  » 

Remarque.  —  Les  équations  (2),  (3)  et  (4)  restent  les  mêmes 
quand  on  change  a,  g,  y  en  œ1}  ylt  z±  et  réciproquement;  les 
focales  du  cône  de  sommet  a,  (3,  y  circonscrit  à  (E)  sont 
donc  représentées  par  l'ensemble  des  équations   (2)   et  (4) 

pour  chaque  valeur  de  -  tirée    de  l'équation  (3).  On  a  donc 

À 

encore  ce  théorème  : 

Le  lieu  des  sommets  des  cônes  circonscrits  à  une  quadrique  et 
ayant  pour  foyer  un  point  donné  s,  est  formé  des  focales  du  cône 

circonscrit  de  sommet  s. 

(A  suivre.) 


QUELQUES  QUESTIONS 

RELATIVES  A  I/ETUDE  DES  POINTS  INVERSES 
Par  M.  Emile  Lemoiue,  ancien  élève  de  l'École  Polytechnique. 


Le  colonel  Mathieu  qui  a,  le  premier  je  crois,  considéré 
les  points  inverses  (voir  Nouv.  Annales  1865,  p.  398  et  suiv.) 
appelle  ainsi  deux  points  tels  que  si  les  coordonnées  normales 

de  l'un  sont  a,  6,  y  les  coordonnées  de  l'autre  sont  ->   -i    -• 

'  l  '  '  a     (5      y 

M.  Neuberg  (voir  Mémoire  sur  le  tétraèdre,  page  10  ;  ex- 
trait du  tome  XXXVII  des  mémoires  couronnés  et  autres 
publiés  par  l'Académie  royale  de  Belgique  1884)  revient  sur 
cette  importante  notion  et,  d'une  de  leurs  principales  pro- 
priétés géométriques,  les  appelle  points  conjugués  isogonaux  : 
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comme  ils  ont  un  très  grand  rôle  dans  les  questions  nou- 
velles de  la  géométrie  du  triangle  que  l'étude  des  points  de 
Lemoine  et  de  Brocard  a  suscitées  je  compte  intéresser  les  lec- 
teurs avec  les  théorèmes  et  les  problèmes  qui  font  l'objet  de 
ce  petit  travail . 

1.  —  Trouver  les  coniques  qui  ont  pour  inverse   une  conique. 

(a)  Nous  dirons  que  deux  courbes  sont  inverses  l'une  de 
l'autre,  si  l'une  est  le  lieu  des  points  inverses  de  l'autre. 
Une  conique  (G)  a  en  général  pour  inverse  (C)  une  courbe 
du  4me  ordre.  Si  (C)  passe  par  un  des  sommets  'lu  triangle  de 
référence,  (C)  se  compose  du  côté  opposé  et  d'une  courbe  du 
3,ne  ordre:  si  clam  ce  cas  (C)  se  compose  de  deux  droites,  cette 
courbe  du  3me  ordre  se  décompose  en  une  droite  passant  par 
ce  sommet  et  en  une  conique  circonscrite  au  triangle  de  réfé- 
rence. Si  (C)  se  compose  de  deux  droites  passant  par  un 
sommet,  (G')  se  compose  du  côté  opposé  comme  droite  double 
et  de  deux  droites  passant  par  ce  sommet. 

(b)  Si  (G)  passe  par  deux  sommets  du  triangle  de  référence, 
(G')  se  compose  des  deux  côtés  du  triangle  de  référence  qui 
aboutissent  au  3e  sommet  et  d'une  conique  (G). 

Si,  dans  ce  cas,  (G)  se  compose  de  deux  droites,  C'  est 
aussi  formée  de  deux  droites  passant  par  les  mêmes  sommets 
que  (C). 

(c)  Si  (G)  passe  par  les  trois  sommets  du  triangle  de  réfé- 
rence, (G')  se  compose  des  trois  côtés  de  ce  triangle  et  d'une 
autre  droite. 

2.  —  Trouver  les  coniques  qui  sont  à  elles-mêmes  leur  propre 
inverse  (*). 

Soit         Aa2  4-  B62  4-  Cy2  +  A'pT  4-  B'ay  4-  C'aS  =  o, 

(*)  On  peut  ramener  immédiatement  cette  question  à  la  suivante  : 
Si  f[x.y)  ==  Ay2  4-  Bxy  4-  Or2  4-  D,y  4-  Ex  4-  F, 

est  une  fonction  de  x  et  de  y  telle  que,  pour  toute  valeur  de  x  et  de  y  qui 


annule  f(x,y)  on  a>t  aussi  l'(  -  —  j  =  o, 


on  aura 


.    .  F=  B      ..  i  F=  —  B 
A  =  o    G  =  o,  et  :  soit   j  ■R_-r)  soit      E__p 
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l'équation  d'une  de  ces  coniques;  nous  ne  pouvons  supposer 
à  la  fois  : 

A  =  o      B  =  o      G  =  o 
car  alors  la  courbe  inverse  serait  une  droite,  etc. 

L'une  au  moins  de  ces  quantités  n'est  donc  pas  nulle,  soit 
G  celle-là,  la  courbe  inverse  sera  représentée  par  . 

(A(32  +  B**)f  +  ap(Cap  +  A'ay  +  B'py  +  C'y2)  =  o. 
Il  faut  par  suite  que  l'on  ait  :     A  =  o         B  =  o. 
La  courbe  représentée  par  la  seconde  parenthèse  se  trans- 
formera  alors    en    elle-même    lorsque    l'on   aura    G  =  C  et 
A  =  B'  ou  lorsque  G  =  -  Gr  et  A  =  -  B'. 

Il  résulte  de  là,  et  du  §1,  que  les  seules  coniques  qui  soient 
à  elles-mêmes  leur  inverse  ont  pour  équations  : 
(Bp  +  Cy)(By  +  Cf>)  =  o, 
(Gy  +  Aa)(Ca  +  Ay)  =  o, 
(Aa+  B(3)(Ap  +  Ba)=  o, 
qui   représentent   des  droites   symétriques   par  rapport  aux 
bissectrices,  ou  : 

A  a2  ±  A6y  ±  Bay  H-  Bap  =  0  (1) 

A62  +  Bpy  ±  Aay  ±  Bap  =  o  (2) 

Ay2  ±  B[3y  4-  Bay  ±  Aap  ==  O  (3) 

dans  lesquelles  il  faut  prendre,  en  même  temps,  les  signes 
supérieurs  ;  ou,  en  même  temps,  les  signes  inférieurs. 

Si  l'on  prend  le  signe  -h,  chacune  des  trois  coniques  (1), 
(2),  (3)  passe  par  deux  sommets  et  par  les  centres  des  cercles 
ex-inscrits  tangents  aux  côtés  qui  aboutissent  au  sommet 
par  lequel  ne  passe  pas  la  conique. 

Si  l'on  prend  le  signe  —,  chacune  d'elles  passe  par  deux 
sommets,  par  le  centre  du  cercle  inscrit  et  par  le  centre  du 
cercle  ex-inscrit  tangent  au  côté  par  les  extrémités  duquel 
passe  la  conique. 

3.  —  Trouver  les  cercles  qui  sont  à  eux-mêmes  leur  propre 
inverse. 

Ce  qui  précède  suffit  pour  montrer  que  si  0,  0„,  0,„  0,  sont 
respectivement  le  centre  du  cercle  inscrit  et  les  centres  des 
cercles  ex-inscrits  au  triangle  de  référence. 

Les  six  cercles  décrits  sur  00„,  00^,  00„  OhOr,  OrO„,  0„0b 
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comme  diamètres  sont  à  eux- mémos  leur  propre  inverse  et 
sont  les  seuls  cercles  du    plan  jouissant  de  cette  propriété. 

Remarquons  encore  que  : 

Si  ht  ligne  FF'  qui.  joint  deux  points  inversa  F  et  F'  est  vue 
des  deux  sommets  A  et  B  sons  un  angle  droit  et  que  y  soit 
Vangle  F(!F\  on  aura 

c(a  +  1)) 

tgy  =  -±- '-, 

2p([)  —  c) 

Si  alors 

a  4-  h  =  cy/3,  y  =  6o°. 

4.  —  Trouver  la  condition  pour  qu'une  droite  donnée  coupe  la 
conique  inverse  en  des  points  réels. 

Soit  Aa  +  Bp  +  Gy  =  o  l'équation  de  la  droite  donnée. 
T^a  conique  inverse  sera  représentée  par 

ABC 


d'oh 


y 

3 


-  (A2  +  B2  -  G2)  ±  \/A4  +  B4  +  G*  -  2B'2(J2  -  2A2Gît  -  2A*B* 

__ 

donc  : 

r/ne  droite  coupe  ou  ne  coupe  pas  la  conique,  son  inverse, 
suivant  que  l'on  ne  peut  pas,  ou  que  l'on  peut,  former  un  triangle 
avec  les  trois  quantités  A,  B,  G  prises  positivement.  On  trouve 
facilement  aussi  que  : 

Pour  que  la  conique  inverse  d'une  droite  soit  une  ellipse,  une 
parabole  ou  une  hyperbole,  il  faut  que  la  droite  ne  coupe  pas  le 
cercle  circonscrit,  quelle  le  touche  ou  qu'elle  le  coupe. 

Gela  résulte  immédiatement  de  ce  que  l'inverse  d'un 
point  du  cercle  circonscrit  est  à  l'infini. 

On  voit  encore  : 

Quune  droite  est  tangente  à  la  conique  inverse  si  elle  passe 

par  le  centre  d'un  des  quatre  cercles  tangents  aux  trois  côtes  du 

triangle;  ce  centre  est  le  point  de  contact. 

(A  suivre.) 


y 
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CONCOURS  D'AGRÉGATION  1886 

Solution  par  M.  A.  Fledrot  à  Marseille. 
[Suite  et  fin,  voir  p.  13.) 


3.  —  Soient  x0yQ   les  coordonnées  de  P,  xy  celles  de  P'. 

Soient  X1X2  Jes  valeurs  de  1  correspondant  aux  deux  coniques 

passant   par    P.  L'équation  aux  coefficients  angulaires  des 

droites    joignent   0    aux    points    d'intersection     des   deux 

coniques  X^,  est.  après  la  suppression  de  la  racine  double 

m=  o  : 

(a  -  bm)%  -  XjXo  (i  +  m2)  =  o. 

il        y 
Cette  équation  du  2e  desrré  a  pour  racines  —  et  —  .  Divisant 

li 

le  produit  des  racines  par  —  et  remplaçant  v*  par  se  va- 

leur,  nous  avons  : 

V_  _  iabx0  +  Q2  -  b*)y0 

x       zaby0  —  (a2  —  62)#0 

Il  nous  faut  une  deuxième  équation  entre  x,  y,  x0,  t/0.  Pour 
la  trouver  soit  ux  -+-  vy  —  i  =  o  l'équation  de  la  droite  PP'. 

Cherchons  à  déterminer  les  coefficients  u  et  v  de  cette 
droite.  Pour  cela  cherchons  son  intersection  avec  la  conique 
dont  l'équation  s'obtient  en  retranchant  membre  à  membre 
celle  des  deux  coniques  A^,  et  qui,  par  suite,  joue  le  même 
rôle  par  rapport  aux  deux  :  l'éqnation  de  cette  conique  est  : 
(k±  +  \)(x'i  +  y2)  +  2a(x*  +  if  -  by)  =  o. 

Le  produit  des  coefficients  angulaires  des  droites  joignant 
l'origine  aux  points  d'intersection  de  cette  conique  et  de  la 

droite  PF  est ^  *  *2  + ,*"     u  ,.  Divisant  par  ^,  et 

(At  -+-  X2)  +  2a(i  ~  bv)  œ0 

remplaçant  Xt  -+-  Xa  par  sa  valeur,  il  vient  : 

y  ^o//o 


œ  "  !/o[yo  -  Hœl  +  y$\ 

Egalant  (a)  et  (p),  nous  avons: 

a2  -  62 


v 


(a2  -  62)i/0  +  2abx0 
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ot  comme  w.r0  +  vyQ  —  i  =  o  : 

k  = 


{<ï:  -  6a)y0  +  2abx0 
De  sorte  que  L'équation  do  la  droite  PP'  est: 

2abx  -+-  (a*  —  6%  =  2abx0  —  (a2  —  6%0.         (y) 
Les  équations  (a)  et  (y)  donnent: 

[2abx0  +  (a2  -  &a)j/0][>atyo  -  (a2  -  b*)x()]. 


x  — 


2/  = 


2/o  ("2  +  &2)2 
2abx0  +  (a2  —  62)//0 


//0(a2  +  &•)« 

Ceci  établi,  nous  avons  doux  remarques  importantes  à 
faire:  d'abord  la  droite  PP'  reste  parallèle  à  l'asymptote  de 
la  cubique  V  ;  en  second  lieu,  si  l'on  désigne  pac  m0  et  wi 
les  coefficients  angulaires  des  droites  OP  et  OP',  la  relation 
(a)  donne  :  2dbmm0  —  (a2  —  b2)(m  -h  mQ)  —  2<ib  =  o,  ce  qui 
prouve  que  les  droites  OP,  OP'  sont  les  couples  de  rayons 
conjugués  d'un  faisceau  en  involution.  Ce  faisceau  peut  être 
engendré  comme  il  suit.  Si  de  P  on  abaisse  les  perpendi- 
culaires PH  et  PK  respectivement  sur  la  parallèle  OE  et  sur 
la  perpendiculaire  à  l'asymptote  de  la  cubique  T,  la  relation 

,  s   .    .  y         ph  , 

(%)  signifie  que  — =±  —  =  ±tgO,  0  étant  1  angle  de  OP 

iJU  rlv 

avec  OE.  Donc  OP'  fait  avec  Ox  un  angle  égal  en  grandeur 

à  l'angle  de  OP  avec  OE.  Donc  OP  et  OP'  sont  symétriques 

par    rapport   aux  bissectrices  des   angles    de   Ox  avec  OE, 

lesquelles  sont  les  rayons  doubles  du  faisceau  involulif.  On 

trouve  facilement    que  l'équation  générale    des  couples  de 

rayons  conjugués  de  ce  faisceau  est  de  la  forme 

if  +  c(p  —  i)xy  +f#2  =  o, 

a2  —  b2 

égalité  dans  laquelle  c  esterai  à 

D  i  s  2tib 

11  résulte  de  ce  qui  précède  que  toute  courbe  G  do  l'énoncé 
est  telle  qu'une  parallèle  quelconque  à  l'asymptote  de  V 
la  coupe  en  des  points  qui  deux  à  deux  se  trouvent  sur  un 
couple  de  rayons  conjugués  du  faisceau.  Les  coordonnées 
de  deux  points  correspondants  P,  P'  d'une  courbe  G  satis- 
font à  deux  équations  de  la  forme  : 
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y  —   CX  =  CLi9 

V'1  +  C(P,   -    \)XIJ  +  (V*:2  =   O. 

Mais  comme  ils  sont  sur  la  courbe  C  considérée,  p4  est 
connu  quand  on  connaît  a1?  et  inversement. 

Donc  il  existe  une  certaine  relation  W(olu  (J,)  =  o  entre  ces 

deux  paramètres.  L'équation  de  cette  courbe  G  est  donc 

y  (ex  —  y)' 
y  -  ex,  ^ *-( 

et  réciproquement  toute  équation  de  cette  forme  représente 
une  courbe  C. 


W 


=  o, 


GÉOMÉTRIE  DU  TRIANGLE 

(ÉTUDE  BIBLIOGRAPHIQUE  ET  TERMINOLOGIQUE) 
Par  M.  Emile  Vigarit*. 


Je  désire  présenter  aux  lecteurs  de  ce  Journal  l'article  de 
M.  Yigarié  et  je  veux  dire  aussi,  en  peu  de  mots,  quelle  a 
été  l'origine  et  quel  est  le  but  de  ce  travail. 

Il  y  a  quelque  temps,  M.  Vigarié  me  proposa  de  publier 
ici  une  monographie  du  point  de  Lemoine.  C'était  un  mémoire 
bien  ordonné,  très  complet,  et  clairement  rédigé  ;  ce  sont  là 
d'ailleurs  les  qualités  ordinaires  de  notre  jeune  et  très  zélé 
collaborateur.  Mais  je  songeais  déjà,  à  cette  époque,  à  la 
nécessité  d'un  travail  d'un  ordre  plus  général,  embrassant 
le  rappel  de  l'ensemble  des  propriétés  les  plus  saillantes  de 
la  nouvelle  géométrie  du  triangle,  proposant  aussi  quelques 
néologismes,  qui  permissent  de  lire  plus  rapidement  les  notes 
qui  la  concernent  et  en  même  temps  d'éviter,  ou  des  con- 
fusions, ou  des  recherches  souvent  difficiles. 

Pascal  a  dit  dans  les  Pensées  :  «  Les  géomètres  n'imposent 
des  noms  aux  choses  que  pour  abréger  le  discours  et  non 
pour  diminuer  ou  changer  l'idée  des  choses  dont  ils  discourent; 
et  ils  prétendent  que  l'esprit  supplée  toujours  la  définition 
entière  aux  termes  courts  qu'ils  n'emploient  que  pour  éviter 
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la  confusion  que  la  multitude  des  paroles  apporte.  »  Pour- 
tant je  connais  d'excellents  esprits  qui,  se  trompant,  je  crois, 
sur  ce  point,  répugnent  à  l'introduction  des  mois  nouveaux 
et  Be  refusent  systématiquement  à  leur  emploi.  Toutes  les 
propriétés  de  la  géométrie  élémentaire  pouvant  s'exprimer 
avec  le  langage  ancien,  pourquoi,  disent-ils,  faire  usage 
d'expressions  nouvelles  qui  ne  peuvent  que  troubler  le  lecteur? 
Il  y  a  un  fond  de  vérité  dans  cette  critique  adressée  aux 
créateurs  de  mots;  et  peut-être  pourrait-on  citer,  dans  cet 
ordre  d'idées,  plus  d'un  abus.  Il  y  a  plus  de  vingt  ans  (*)  que 
M.  Gerono  s'élevant  contre  cet  excès  disait  :  «  Le  nombre 
des  mots  nouveaux  est  déjà  considérable,  il  surpasse  de  beau- 
coup celui  des  idées  nouvelles,  et  notez  qu'il  va  toujours  en 
augmentant  ».  Cette  citation  prouve  seulement  qu'il  faut,  dans 
la  terminologie,  comme  ailleurs,  éviter  les  excès  et  c'est  sur- 
tout sur  ce  terrain  qu'on  peut  trouver  avec  raison  que  le  mieux 
est  l'ennemi  du  bien.  Mais  pour  revenir  à  la  géométrie  du 
triangle,  il  ne  faut  pas  l'avoir  longtemps  pratiquée  pour 
reconnaître  l'impossibilité  matérielle  d'exprimer  clairement 
ses  propriétés  si  l'on  n'accorde  pas  la  connaissance  de  quelques 
termes  ayant  pour  but,  justement,  «  d'éviter  la  confusion  que 
la  multitude  des  paroles  apporte  ». 

Je  crois  d'ailleurs  que  la  cause  que  je  plaide  ici  est  depuis 
longtemps  gagnée  ;  il  suffit  de  lire  les  nombreuses  notes  qui 
paraissent  à  l'étranger  sur  cette  géométrie,  si  attrayante  par 
la  fécondité  et  la  simplicité  de  ses  propriétés,  pour  recon- 
naître que  la  nécessité  d'un  langage  nouveau  s'impose  à  tous 
ceux  qui  veulent  écrire  sur  elle  ou  seulement  la  comprendre. 
Si  j'ai  cru  devoir  insister  sur  un  point  qui  me  paraît  évident 
de  lui-même,  c'est,  comme  je  l'ai  dit,  que  certains,  confon- 
dant l'excès  avec  la  juste  mesure,  semblent  prévenus,  outre 
mesure,  contre  tout  langage  nouveau  :  or,  c'est  là,  dans  un  sens 
inverse,  un  autre  excès. 

C'est  à  ceux-là  surtout  que  je  me  permets  de  recommander 
le  substantiel  et  importa  ut  travail  que  M.  Vigarié  a  bien 
voulu  entreprendre  sur  mon  conseil,  en  étendant  l'idée  excel- 

(*)  Nouvelles  Annales,   1864,  p.  'ilô. 
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lento  qu'il  avait  eue  et  qui  avait  donné  naissance  à  la  note 
à  laquelle  j'ai  fait  allusion  plus  haut. 

Le  présent  mémoire  rendra,  j'en  ai  le  ferme  espoir,  les  plus 
grands  services  à  tous  ceux  qui  s'intéressent  à  la  géométrie 
du  triangle.  Cette  science  est  née  en  France  mais  elle  y  est 
encore,  comme  le  fait  observer  avec  raison  M.  Vigarié,  peu 
répandue,  Lien  qu'elle  soit  déjà  classique  à  l'étranger;  le 
travail  de  M.  Vigarié  contribuera  puissamment,  pensons- 
nous,  à  la  faire  connaître  et  aimer.  G.  L. 

La  géométrie  du  triangle  a  reçu  depuis  quelques  années  de 
grands  développements,  grâce  aux  travaux  de  MM  J.-J.-A. 
Mathieu,  G.  de  Longchamps,  E.  Lemoine,  H.  Brocard, 
J.  Neuberg,  M.  d'Ocagne.  G.  Tarry,  E.  Catalan,  J.  Casey, 
R.  Tûeker,  H.-M.  Taylor,  M.  Cay,  T.-C.  Simmons,  Hain, 
A.  Artzt,  Stoll,  Fuhrmann,  Kiehl...  Ces  développements  ont  eu 
pour  origine  principale  les  études  de  M  .  E.  Lemoine  (A. -F. 
Lyon  1873,  Lille  1874)  sur  un  nouveau  point  remarquable  du 
plan  du  triangle  auquel  son  nom  est  maintenant  attaché,  et 
qui  est,  sans  contredit,  le  plus  important  du  triangle  après 
le  centre  de  gravité.  Nous  allons  essayer  de  grouper  et 
de  coordonner  les  résultats  si  intéressants  dont  l'ensemble 
constitue  cette  nouvelle  géométrie. 

Les  recherches  des  géomètres  qui  se  sont  occupés  du 
triangle,  ayant  été  faites  le  plus  souvent,  simultanément,  ou 
sans  connaître  les  travaux  antérieurs,  il  en  est  résulté  plu- 
sieurs noms  pour  désigner  le  môme  point  ou  la  même  ligne,  et 
quelquefois  le  même  terme  a  désigné  des  éléments  entièrement 
différents  :  d'où  la  confusion  ou  l'ambiguïté. 

Nous  avons  essayé  de  trouver  parmi  les  différents  termes 
proposés  pour  un  même  point  ou  pour  une  même  ligne,  celui 
qu'il  serait  préférable  d'employer,  en  conservant  un  nom  parti- 
culier aux  éléments  remarquables  et  en  donnant  à  ceux  qui  en 
dérivent  des  noms  rappelant  leur  liaison  avec  les  précédents. 
Pour  arriver  à  ce  but,  nous  nous  sommes  reporté  aux  mémoires 
originaux  (*)  et  nous  avons  consulté  MM.  Brocard,  Lemoine, 

(*)  M.  John  Casey,  dans  son  Trcatise  on  the  AnalyticcU  geometry,  et  sur- 
tout dans  la  dernière  édition  (18:6)  de  son  Sequel  lo  Euclide,    a  résumé 
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do  Longchamps,  Neuberg,  qui  ont  plus  particulièrement 
attaché  leur  nom  à  cette  nouvelle  théorie,  et  dont  la  part  dans 
le  succès  de  La  géométrie  du  triangle  est  si  grande.  Autant 
que  possible,  devant  des  avis  quelquefois  différents,  nous 
ayons  adopté  Le  mol  qui  paraissait  le  plus  généralement  pro- 
posé. Nous  avons  cite  d'ailleurs,  dans  des  notes  qu'on  trouvera 
placées  au  bas  des  pages,  les  autres  termes  qui  ontété  employés 
dans  un  même  sens. 

Nous  diviserons  ce  travail  en  deux  parties  :  dans  la  première, 
nous  donnerons  des  idées  générales  sur  quelques  méthodes 
de  transformations  ou  de  conjugaisons  particulièrement  utiles 
dans  la  géométrie  du  triangle;  dans  la  seconde,  nous  étu lie- 
rons quelques  points  et  quelques  lignes  remarquables.  Nous 
ferons  aussi  le  rappel  de  leurs  principales  propriétés,  et  nous 
donnerons  les  coordonnées  ou  les  équations  barycentriques  (*) 
des  éléments  que  nous  énumérerons. 


d'une  façon  remarquable  la  géométrie  du  triangle  ;  aussi  lui  avons- 
nous  fait  de  nombreux  emprunts.  Nous  avons  aussi  eu  recours  aux  princi- 
pales publications  mathématiques,  et  dans  cette  étude,  nous  emploierons 
pour  les  désigner  les  abréviations  suivantes  : 


M.  Mathesis. 

J.  S.  J ou  mal  de  Mathématiques  spé- 
ciales. 

J.  E.  Journal  de  Mathématiques  élé- 
mentaires. 

E.  T.       The  Educalional  Times. 

Q.  J.  Quarterly  Journal  of  Pure 
and  applied  Mathematics. 

P.  L.  Proccedings  of  the  London 
Math.  Society. 

A.  F.      Association    française   pour 

l'avancement  des  Sciences. 

B.  M.     Bulletin  des  Sciences  mathé- 

matiques. 
S.  M.     Bulletin  de  la  société  mathé- 
matique. 


A.  G.  Annales  de  Mathématiques  de 
Gergonne. 

J.  G.  Journal  fur  die  reine  uni 
augeivandli-  Malhemalik 
(Journal  de  Crelle). 

N.  A.  M.  Noucelles  Annales  ds  Mathé- 
matiques. 

A.  E.  N.  Annales  de  l'Ecole  normale 
supérieure. 

N.  G.  M.  Nouvelle  correspondance  ma- 
thématique. 

A.  G.  IL  Archives  der  Phgsik  und  Ma- 
lhematik (Archives  de 
Grunnert-Hoppe). 


(*)  Pour  éviter  toute  confusion,  nous  emploierons  les  lettres  x,  ,3,  y 
pour  désigner  les  coordonnées  barycentriques  et  les  lettres  x,  y,  z  pour 
désigner  les  coordonnées  normales.  D'ailleurs,  on  passera  d'un  système 
de  coordonnées  à  l'autre  au  moyen  des  formules  : 

y.  (3  V 

hy         C3 


■I  r 
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1.  Notations.  —  Le  triangle  fondamental,  primitif  ou  de 
référence  étant  désigné  par  ABC  nous  noterons  un  point 
quelconque  pris  dans  le  plan  de  ce  triangle  par  la  lettre  M. 
Ce  point  donne  naissance,  par  suite  de  constructions  géo- 
métriques, à  d'autres  points  ou  lignes  remarquables  que  nous 
désignerons  par  les  lettres  M;  m  ou  \l  affectées  d'accents,  ou 
d'indices. 

Les  pieds  des  droites  AM,  BM,  CM  ('*)  sont  M',  M",  M'"  et 
les  longueurs  de  ces  droites  sout  m',  m",  m"'  ;  longueurs 
comptées  respectivement  entre  A  et  M',  B  et  M",  C  et  M'". 

Les  conjugués  harmoniques  de  M',  M",  M'"  par  rapport  aux 
extrémités  des  côtés  du  triangle  de  référence  sont  ;/,  ;/,  </". 
Ces  trois  points  sont  sur  une  même  droite  \l  qui  est  appelée 
par  M.  G.  de  Long-champs  (/.  E.  1886,  p.  130)  droite  harmo- 
niquement  associée  au  point  M  (**). 

Les  droites  A;/,  Bu/',  C;/''  se  coupent  deux  à  deux  en  trois 
points  Ma,  Mi,,  Mc  qui  sont  les  points  algébriquement  associés 
au  point  M.  Le  triangle  MaM6Mc  sera  le  triangle  harmonique- 
ment  associé  au  point  M. 

Les  droites  M'  M",  M"  Mw,  M'"  M'  sont  les  pédales  de  M  et 
le  triangle  M'M'M'"  est  le  triangle  pcdal  de  M.  Enfin,  les 
projections  orthogonales  de  M  sur  les  côtés  du  triangle  sont 
mambmc  et  le  triangle  mambmc  est  le  triangle podaire  de  M. 

Ces  notations  nous  ont  été  communiquées  par  MM.  Neuberg 
et  de  Longchamps. 

Nous  appellerons,  suivant  l'usage,  a,  b,  c,  les  côtés  du 
triangle  ABC,  nous  désignerons  son  périmètre  par  ip  et  sa 
surface  par  S.  Enfin  nous  adopterons  les  abréviations  sui- 
vantes proposées  par  M.  H.  Brocard  (***) 

a2  +  b1  +  c-  —  mt         a4  +  ¥  +  c*  =  g* 
a2b2  +  62c2  +  c2a2  =  n4 
relations  qui  donnent  d'ailleurs 

q''  -+-  2n4  =  m4. 

(*)  Les  droites  AM,  BM,  CM  sont  quelquefois  appelées  transversales 
angulaires  du  point  M  (Hain). 

(**)  Ou  polaire  trilinéaire  de  M.  Ce  terme  créé  par  M.  Mathieu  (N.  A. 
M.  1865)  a  été  employé  par  plusieurs  auteurs,  notamment  par  M.  Neu- 
berg  («/.  S.  (2),  V.  1886,  p.  8,  et  Mémoire  sur  le  Tétraèdre). 

(***)  A.  F.  Rouen,  1883 
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Nous  désignerons  par  : 

G  le  cenlrede  gravité  ou  point  de  concours  des  médianes  ; 

Il  l'orthocentre  (*)  ou  point  de  concours  des  hauteurs; 

0  le  centre  du  cercle  circonscrit  de  rayon  R; 

1  le  centre  du  cercle  inscrit  de  rayon  r; 

Irt,I6,  Ic  les  centres  des  cercles  ex-inscrits  de  rayon  ra,  rb,  rc; 
09  le  centre  du  cercle  d'Euler  (cercle  des  neuf  points). 


TRANSFORMATIONS    QUADRATIQUES 

2.  —  Étant  donné  un  point  M  dans  le  plan  du  triangle,  on 
pourra  toujours  trouver,  et  d'une  infinité  de  façons,  un  second 
point  M',  qui  correspondra  au  premier  d'après  une  loi  géo- 
métrique imaginée  ;  ces  deux  points  M,  M'  auront  entre  eux 
des  relations  géométriques  dont  la  simplicité  dépendra  du 
choix  plus  ou  moins  heureux  de  la  loi  qui  les  unit  et 
chaque  loi  géométrique  donnera  lieu  à  une  méthode  de  trans- 
formation ou  à  un  mode  de  conjugaison  qu'il  reste  ensuite  à 
étudier.  On  voit,  au  point  de  vue  de  la  géométrie  du  triangle, 
l'importance  de  ces  méthodes  qui  multiplient  le  nombre  des 
points  ou,  plus  généralement,  des  éléments  remarquables. 

Nous  allons  indiquer,  parmi  ces  méthodes,  celles  qui 
intéressent  plus  particulièrement  le  sujet  qui  nous  occupe  ici. 

Dans  un  mémoire  ayant  pour  titre  :  Nouvelle  méthode  pour 
découvrir  des  théorèmes  en  géométrie  (J.  C.  VIII,  1831,  pp.  31- 
63),  M.  J.  Magnus  (de  Berlin)  a  le  premier  posé  les  prin- 
cipes généraux  qui  doivent  s'appliquer  à  toute  méthode  de 
transformation  dans  laquelle  on  fait  correspondre  un  point 
à  un  point,  et  aussi  à  celle  dans  laquelle  à  une  droite  on  fait 
correspondre  une  droite,  puisqu'il  suffit  de  transformer  les 


(*)  On  a  attribué  (voir  M.  1881,  p.  1£4  —  J.  E.  1885,  p.  244,  1886, 
p.  3  —  A.  F.  Rouen,  1883,  p.  190,  ce  néologisme  à  James  Booth(/l  new 
treatise  of  some  geometrical  methods,  1877).  M.  T.  C.  Simmons,  dans  une 
des  lettres  que  nous  avons  reçues  de  lui,  nous  a  fait  observer  que 
M.  le  Dr  Besant  avait  indiqué  ce  terme  à  ses  élèves  dès  1870. 
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résultats  précédents  par  les  polaires  réciproques.  Dans  ce 
mémoire  Magnus  a  donné  un  théorème  qui,  complété  par 
M.  de  Longchamps  (A.  E,  N.  1860,  p.  321)  peut  s'énoncer 
ainsi  : 

Toutes  les  fois  que,  dans  une  méthode  de  géométrie  comparée, 
à  un  point  correspondra  un  point,  alors  à  une  droite  correspon- 
dra une  conique  passant  par  trois  points  fixes  et  à  une  courbe 
de  l'ordre  m  et  de  la  classe  n  correspondra  une  courbe  de  l'ordre 
2in  et  de  la  classe{2\\\  +  n)aijant  pour  points  multiples  de  l'ordre 
m  les  trois  points  fixes  (*). 

Ces  points  fixes  sont  appelés  points  principaux  (Magnus, 
loc.  cit.)  ou  points  fondamentaux  (Abel  Transon  N.  A.  M.  1865, 

(*)  Ce  théorème  ne  visait  que  les  transformations  conside'récs  par 
M.  Magnus  et  qui  sont  non  seulement  Irrationnelles,  mais  caractérisées 

par  les  formules 

_TJ  __  R 

x  —  y'        y  ~  t  ' 

U,  V,  R,  T  étant  fonctions  linéaires  de  nouvelles  coordonnées  X,  Y. 

Alors,  à  une  droite 

ax  -f~  by  -f-  c  =  o, 
correspond  une  conique 

aUT  +  bRY  -+■  cVT  =  o, 
passant  par  les  trois  points  fixes  : 

T  — oR  =  o,        T  =  oV=:o,        TJ  =  oV  =  o. 

C'est  dans  ces  conditions  que  M.  de  Longchamps  a  étendu  le  théo- 
rème de  M.  Magnus;  mais  ce  théorème,  et  le.  complément  qu'en  a  donné 
M.  de  Longchamps,  s'appliquent  à  toutes  les  transformations  biration- 
nelles. 

Voyez  à  ce  propos  un  mémoire  de  M.  T.  A.  Ilirst  IN.  A.  M;  1866, 
p.  213,  ayant  pour  titre  :  Sur  la  transformation  quadriqi.e.) 

«  Magnus,  dit  M.  Ilirst,  dans  ce  mémoire  a  simposc  à  tort  que  sa 
méthode  de  transformation  était  la  plus  générale  de  celles  dans  lesquelles 
à  un  point  de  l'un  des  systèmes  correspondait  un  seul  point  de  l'autre. 
Les  recherches  subséquentes  de  Cremona,  de  Jonquières,  Clebsch  et 
Cayley  ont  montré  que  cela  n'a  pas  lieu  :  la  transformation  de  Magnus 
est  seulement  la  plus  générale  de  celles  pour  lesquelles  à  chaque  ligne 
droite  correspond  une  conique...  » 

C'est  dans  ces  conditions  qu'il  faut  entendre  le  théorème  de  M.  G.  de 
Longchamps. 

Les  développements  qui  suivent  ont  pour  but  de  montrer  que  toute 
transformation  du  genre  Magnus  peut  se  ramènera  la  transformation  par 
points  réciproques  de  M.  G.  de  Longchamps,  ou  à  la  transformation  par 
points  inverses  du  colonel  Mathieu,  suivant  le  système  de  coordonnées 
employé.  Nous  les  avons  empruntés  à  Salmon-Clicmin,  p.  ViO;  Clebsch- 
Lindemann,  chap.  IV,  §  IX;  Mansion,  N.  C.  M.,  t,  I,  p.  5'f. 
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p.  392).  L'élégante  démonstration  donnée  par  M.  G.  de 
Longchamps  a  été  reproduite  par  Ohasles  (Rapport  sur  1rs 
progrès  de  la  géométrie,  p.  372). 

On  appelle  transformation  birationnelie  ('),  toute  transfor- 
ma lion  dans  laquelle  à  un  point  de  la  première  figure  corres- 
pond un  point  unique  de  la  seconde;  et  réciproquement. 
Les  coordonnées  (x,  y,  z)  d'un  point  de  la  première  figure 
sont  des  fonctions  rationnelles  des  coordonnées  (X,  Y,  Z)  d'un 
point  de  la  seconde  figure,  et  réciproquement,  le  triangle  de 
référence  étant  le  même,  ou  non,  posons: 
x  y  z 

A(X,Y,Z)     :  ?,(X,Y,Z)  ;     /i(X,Y,Z)  ' 
Si   (X,Y,Z)  sont  données,    on  en  déduit  le    point  unique 

(»>  y>  *)• 

Si  (x,  y,  z)  sont  connues,  le  point  (X,  Y,  Z)  est  à  l'intersec- 
tion des  deux  courbes 

a/1(X,T,Z)-y/'t(XtT,Z)==o.j 

xf,(X,  Y,  Z)  -  i/i(X,  Y,  Z)  =  o.  )  K   ' 

Ces  courbes  sont  du  nmo  degré  si  fu  f2,  f3  sont  des  (onctions 
homogènes  du  degré  n.  Elles  se  coupent  en  n2  points  qui  ont 
pour  correspondant  le  point  (x.  y.  z). 

Pour  qu'il  n'y  ait  qu'un  seul  point  (X,Y,Z)  correspondant 
au  point  (x,y,z)  il  faut  supposer  que  les  courbes  ont  (n2  —  1) 
points  communs,  alors  les  courbes  (A)  n'ont  plus  qu'un  point 
commun,  variable  avec  le  point  (x,y,z)  et  qui  est  le  point 
(X,Y,Z).  Les  (n8  —  1)  points  communs  aux  deux  courbes  (A) 
sont  des  points  fixes  (**). 

Si  les  courbes  ft  =  o,  f2  =  o,  fz  =  o  sont  du  second  ordre 
et  ont  trois  points  communs,  la  transformation  est  quadra- 
tique birationnelie,  alors  à  la  droite 

IxX  +  ly  h-  mz  —  o 


(*)  Voyez  sur  ces  transformations  un  mémoire  de  Cayley,  On  the  ratio- 
nal  transformation  between  two  spaces,  P.  L. ,  t.  III;  et  un  mémoire  de 
M.  E.  Amigues,  Sur  les  transformations  du  second  degré  dans  les  figures 
plan  s  [N.  A.  3/.,  1877). 

(**)  Lorsque  h>2,  les  fonctions  fu  f2.  f3  ont  encore  à  remplir  d'autres 
conditions,  pour  l'examen  desquelles  nous  renvoyons  aux  ouvrages 
cités  de  Salmon  ou  de  Clebsch. 
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correspond  la  conique  : 

kfi  +  Ifi  +  m/3  =  o 
passant  par  les  points  fixes. 

Considérons  la  transforma  lion  quadratique  qui  correspond 
aux  formules  : 

-  =  y~  =  ~ . 

/i        I  %        h 
Nous  avons  alors 

kx  +  ly  +  mz         k'x  +  l'y  +  m'z         k"x  +  l"y  +  m"z 

kf\  +  //;  +  m/8  "  /.7'i  h-  /'A  +  w'A   "  ^'7;  +  /"/;  +  m'y,  " 

Si  les  points  fixes  P,  Q,  R  sont  réels  et  distincts,  on  peut 
choisir  k,  l,  m,  &',  /',  m',  k,"  l",  m"  de  manière  que 

kf%  +  //2  +  mf3  =  o,  ¥f±  +  rf%  +  m'/;  =  o,  Vf,  +  /"/; + wy,  =  o, 

soient  les  équations  des  couples  de  droites 

(PQ,  PR)         (QR,  QP)         (PR,  QR) 
qui   passent  par  les  points  fixes.  Prenons  le  triangle  PQR 
pour  triangle  de  référence,  alors  ces  formules  deviennent 
kx  +  ly  +  mz       k'x  4-  l'y  +  mz       k"x  -+-  l'y  -+-  m"z 
YZ  =  XZ  =  XY 

Les  droites,  représentées  par  les  équations 
kx  -+-  ly  +  mz  =  o,  k'x  +  Ti/  +  m'z  =  o,  ft"#  4-  l"y  +  m"z  =  o, 

peuvent  être  choisies  pour  côtés  du  triangle  de  référence 
de  la  première  figure,  alors  les  formules  de  transformation 
sont  : 

x         y  z 

YZ  =  XZ  =  XY' 

ou  xX  =yY  =  zZ. 

On  retombe  ainsi  sur  les  formules  de  la  transformation 
par  points  réciproques  de  M.  G.  de  Longchamps. 

Si  l'on  veut  mettre  en  évidence  les  constantes  qu'on  a 
fait  entrer  dans  les  ^coordonnées  (x,  ?/,  z),  (X,  Y,  Z)  on  écrit 
ces  formules  de  la  manière  suivante 

xX       î/Y       zZ 
p  q  r 

Le  théorème  de  M.  G.  de  Longchamps,  énoncé  plus  haut, 
porte  sur  un  point  différent  de  celui  que  nous  venons  d'exa- 
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miner,  savoir  sur  la  détermination  de  In  classe  de  la  courbe 
transformée.  Mais   pour  la  démonstration    de  ce  théorème 

nous  renvoyons  le  lecteur  aux  sources  citées  (*). 

(A  suivre.) 


Voici,  au  sujet  des  transformations,  quelques  renseignements  biblio- 
graphiques louchant  les  travaux  qu'elles  ont  provoquées. 

M.  Ed.  Dewulf  dans  une  note  «  sur  les  transformations  géométriques 
des  figures  planes,  d'après  les  mémoires  publiés  par  M.  Cremona  et 
des  notes  inédites.  »  (B.  M.  V,  1873,  p.  206-240)  a  donné  la  liste 
suivante  des  auteurs  dont  les  travaux,  à  cette  date,  étaient  postérieurs 
à  ceux  de  M.  Cremona  : 

Cayley.  —  A  memoir  on  the  rational  transformations  between  two 
spaces  (P.  L.,  III,  1870,  p.  136). 

Nôther.  —  Ueber  Fliichen,  welche  Schaaren  rationaler  Curven  besitzen 
(Math.  Annalen,  III,  1870,  p.  164). 

Zur  théorie  der  eindeutigen  ebenen  Transformationen  (Math.  Annalen, 
V,  1872,  p.  635). 

Rosanes.  —  Ueber  diejenigen  rationalen  Substitutionen  welche  ratio- 
nale  Umkehrung  zulassen  (./.  C.  LXIII,  1871). 

Clebsch.  —  Zur  théorie  der  Cremona'schen  Transformationen  [Math. 
Annalen,  IV,  1871,  p.  490). 

Samuel  Rorerts.  —  On  professor  Cremona,s  transformation  between 
two  planes  [P.  L.,  IV,  1872,  p.  121). 

Depuis  lors  ,  les  transformations  géométriques  ont  fait  l'objet  de 
recherches  extrêmement  multipliées;  sans  vouloir  entrer  ici  dans  un 
essai  de  nomenclature  sur  ces  travaux,  voici,  à  titre  de  renseignement, 
une  liste  assez  étendue,  mais  encore  très  incomplète,  de  ceux  d'entre  eux 
qui  ont  été  publiés  dans  ces  dernières  années. 

Bertixi.  —  Sopra  una  classe  di  transformationi  univoche  involutorie 
(Annali  di  mathématica,  t.  VIII,  1874,  et  B.  M.,  2me  série,  t.  I,  1877. 

L.  Cremona.  —  1°  An  Example  of  the  method  of  deduring  a  surface 
from  a  plane  figure  (Trans.  Royal  Soc.  Edinb.,  1884). 

2°  On  a  geometrical  transformation  of  the  fourth  order  in  space  of  three 
dimensions,  the  inverse  transformation  being  of  the  sixth  order. 
[Trans.  Royal  Irish  Acad.,  1884). 

3°  Sulle  trasformazioni  razionali  nello  spazio.  (Annali,  di  matematica, 
série  2,  t.  V). 

4°  Sopra  una  trasformazione  del  sesto  grado  dello  spazio  a  tre  dimen- 
sioni  la  cui  inversa  è  del  5e  grado  [P.  L.,  1884). 

T. -A.  Hirst.  —  1°  On  quadric  transformation  [Q.  /.,  1881). 

2°  On  Gremonian  congruences  (P.  L.,  V,  XIV,  1883). 

3°  On  congruences  of  the  Third  Order  and  Glass  (P.  L.,  1883). 

Le  Paige.  —  Sur  quelques  transformations  géométriques  uniformes. 
Bulletin  de  l'Ac.  de  Belgique,  1882.) 

P. -II.  Schoute.  —  1°  Application  de  la  transformation  par  droites  symé- 


44  JOURNAL  DE    MATHÉMATIQUES    SPÉCIALES 


VARIÉTÉS 


SUR  LES  FONDEMENTS  DU  CALCUL 

INFINITÉSIMAL 

Par  M.  f«.  .11  i Miami,  professeur  de  Mathématiques  spéciales 
au  lycée  du  Havre. 


Il  n'y  a  pas  bien  longtemps  que  d'Alembert  disait  ù  qui 
voulait  apprendre  les  mathématiques  :  «  Allez  de  l'avant, 
la  foi  vous  viendra,  »  et,  aujourd'hui  encore,  il  n'est  pas  rare 
de  rencontrer,  çà  et  là,  des  traces  des  incertitudes  passées 
sur  la  rigueur  de  l'analyse  infinitésimale.  Maintenant  que 
le  calcul  différentiel  ainsi  que  la  théorie  des  suites  infinies 
sont  nettement  entrés  dans  le  programme  de   la   classe   de 

triques  à  un  problème  de  Steiner  [Bulletin  de  Darboux,  2e  série,  t.  VII, 
1883). 

2°  Sur  deux  transformations  géométriques  uniformes.  (A .  F.  Congrès 
de  Rouen,  188  5). 

3°  Sur  la  construction  de  courbes  unicursales  par  points  et  tangentes 
(Archives  néerlandaises,  t.  XX,  1885). 

4"   Wsktindige  Opgaven,  t.  2,  p.  240,  problème  148. 

5°  Over  eenpaarmet  elkaar  samenkangende  involutorische  birationeelc 
transformaties  (Nieuiv  Archief  voor  Wishunie,  t.  IX;  B.  M.,  1886). 

I.-S.  Vanecek.  —  1°  Sur  l'inversion  générale  [Comptes  rendus,  1882;  P. 
L„  1882). 

2°  Explication  de  la  transformation  par  rayons  vecteurs  réciproques. 
[A.  F.  Congrès  de  Rouen,  1883). 

3°  Sur  la  transformation  des  figures  polaires  réciproques  [Mém.  Soc.  Sa. 
Liège,  t.  XII). 

I-S.  et  M.-N.  Vanecek.  —  Sur  un  mode  de  transformation  dans  l'espace 
(Comptes  rendus,  1882  et  1883). 

K.  Sturm  (de  Munster).  Beispiele  zu  den  Cremona'schen  ebenenTrans- 
formationen  (Mathem.  Ann.,  t.  XXVI). 

A.  Pepoli.  iSopra  un  problema  délie  trasformazioni  Cremoniane  [Alti 
del  Collegio  degli  Ingegneri  et  Arch.  di  Palcrmo,  1884). 

F.  Aschieri.  La  Ira^formazione  quadratica  doppia  di  spazio  e  la  sua 
applicazione  alla  ^eometriadello  spazio  non  euclideo  (Rend.  Istit.  Lomh., 
1851). 

G.  de  Long  champs.  I"  Étude  d'une  transformation  réciproque  (/.  S.  1882, 
pp.  49,  77,  etc.). 
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Mathématiques  spéciales,  on  ne  jugera  peut-être  pas  inop- 
portun de  rassurer  complètement  nos  débutants  :  c'est  à  eux 
({ne  s'adresse  cet  te  étude. 


I 

11  est  difficile  de  dire  quel  trouble  a  jeté  dans  le  monde 
savant  l'apparition  du  calcul  infinitésimal  de  Leibnitz.  D'un 
coup,  il  semblait  qu'il  s'agit  de  rompre  avec  la  vieille  rigueur 
des  raisonnements  mathématiques.  Aux  démonstrations  d'Eu- 

clide,  on  allait  substituer  désormais  une  sorte  de  voltige 
ou  de  jonglerie  avec  des  éléments  qui  ne  répondaient  à  aucune 
notion  exacte.  Sans  doute  on  réussissait  ainsi  :  Leibniz  et 
beaucoup  d'autres  à  sa  suite  eurent  bientôt  montré  la  puis- 
sance de  ce  nouvel  instrument  de  recherche,  et,  par  de  nom- 
breuses applications,  prouvé  son  adaptation  toute  spéciale 
au  monde  physique.  Mais  ces  beaux  résultats  ne  pouvaient 
répondre  aux  objections  qui  s'élevaient  de  toutes  parts.  Les 
infiniment  petits  sont-ils,  oui  ou  non,  des  êtres  ayant  une 
existence  définie?  —   Ou  bien  faut-il  voir  en    eux   de   purs 

2°  Transformation  plane  des  quadriques  (/.  S.  1884,  p.  193). 

Mi  d'Ocagne.  1°  Sur  une  transformation  polaire  des  courbes  planes  [J or- 
nai de  ScieHcias  Mathematicas  e  Aslronomicas,  1883). 

2°  Sur  les  transformations  centrales  des  courbes  planes  [M.  1884,  pp.  7:j 
et  97). 

De  Jonquières.  1°  Sur  les  transformations  géométriques  birationnelles 
d'ordre  n  (Comptes  rendus,  19  octobre  1885). 

2°  Modes  de  solution  d'une  question  d'analyse  indéterminée  qui  est  fon- 
damentale dans  la  théorie  des  transformations  Cremona  [Comptes  ren- 
dus, 2  et  9  novembre  1885). 

G.-B.  Guccia.  1°  Formole  analiticbe  per  la  trasformazione  Gremoniana 
[liendi  Conli  del  Circolo  Matematico  di  Palermo,  1884,  1885,  1886,  pp.  24, 50). 

2°  Sur  les  transformations  géométriques  planes  Irrationnelles' (Compas 
rendus,  26  octobre  1885). 

3°  Teoremi  sulle  trasformazioni  Gremoniane  nel  piano.  Estensione  di 
alcuui  teoremi  di  Hirst  sulle  trasformazioni  quadratiche  [ReiidiConti  del 
Circolo...,  p.  Il 9,  7  février  1886). 

Neuberg.  Sur  le  point  de  Steiner  (J,  S.,  1886).  Mémoire  sur  le  tétraèdre. 
(Mémoires  de  l'Ac.  de  Belgique,  1884).  Wiskundige  Opguven,  t.  2,  p.  237, 
problème  148. 

Casey.  On  cubic  transformations  (Royal  Irisch  Academy,  1880). 

Dbwulf.  Sur  une  transformation  géométrique  générale  (A.  E.  N.,  1886). 
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zéros?  —  Dans  le  premier  cas,  comment  peut-on  les  négliger 
jamais,  sans  se  laisser  accuser  de  transformer  les  mathéma- 
tiques en  science  d'approximations?  Dans  le  second  cas,  la 
distinction  et  la  comparaison  des  infiniment  petits  deviennent 
choses  illusoires... 

On  se  divise  en  partisans  et  adversaires  des  nouveaux 
calculs.  On  entasse  d'un  côté  objections  sur  objections  :  les 
réponses  ne  se  font  pas  attendre  mais  le  débat  reste  ouvert. 
L'émotion  est  bien  loin  de  se  calmer.  Le  bruit  que  font  les 
infiniment  petits  franchit  les  limites  du  monde  savant,  les 
Parisiens  font  sur  eux  une  chanson,  dit  Montucla,  et  vont 
rire  au  théâtre  aux  dépens  d'un  mathématicien  bien  connu, 
le  marquis  de  l'Hopilal,  tout  comme  les  Athéniens  avaient  ri 
jadis  du  géomètre  Méton.  mis  sur  la  scène  par  Aristo- 
phane (1). 

Tout  ce  tapage  venait-il  de  ce  qu'une  grande  révolution 
se  produisait  dans  les  sciences  mathématiques?  N'était-il 
pas  plutôt  une  simple  conséquence  de  ce  que  la  notion  de 
l'infiniment  petit  avait  de  vague,  de  bizarre,  et  de  presque 
mystérieux  dans  l'imagination  du  public,  et  dans  l'esprit 
même  des  mathématiciens?  Tous  les  premiers,  par  l'idée 
imparfaite  qu'ils  s'en  faisaient,  ils  contribuaient  à  faire  voir 
dans  ces  éléments  «  des  êtres  singuliers  qui  tantôt  jouent 
le  rôle  de  véritables  quantités  tantôt  doivent  être  traitées 
comme  absolument  nulles  et  semblent  par  leurs  propriétés 
équivoques  tenir  le  milieu  entre  la  grandeur  et  le  zéro,  entre 
l'existence  et  le  néant  »  (2). 

Le  Hollandais  Nieuwentyt  ayant  reproché  à  Leibniz  de 
considérer  comme  égales  des  quantités  dont  la  différence  est 
inliniment  petite,  Leibniz  eut  manifestement  quelque  peine 
à  se  défendre.  Sa  première  réponse  ou  il  appelait  ses  infi- 
niment petits  des  incomparables,  et  les  assimilait  au  grain 
de  sable,  qu'on  peut  négliger  près  de  la  grandeur  du  globe 
terrestre,  était  bien  plus  faite  pour  troubler  les  esprits  que 
pour  les  rassurer.  La  conception  qu'elle  donnait  de  l'infmi- 

[1]  Hœfer,  (Histoire  des  Mathématiques). 

(2)  Garnot  (Réflexions  sur  la  métaphysique  du  calcul  infinitésimal). 
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ment  petit  était  d'autant  plus  dangereuse  qu'elle  était  plus 
accessible  à  tous  :  elle  se  propagea  rapidement,  c'est  celle, 
par  exemple,  qu'on  trouve  développée  très  nettement,  sans 
restriction,  clans  le  dictionnaire  de  Trévoux. 

D'un  autre  coté,  quelques-uns  pensèrent  que  la  rigueur 
mathématique  exigeait,  pour  justifier  la  suppression  d'un 
infiniment  petit  dans  un  calcul,  une  valeur  rigoureusement 
nulle  à  cet  élément. Newton  avait  déjà  dit:  «  Il  faut  entendre 
par  la  dernière  raison  des  quantités  évanouissantes,  la  raison 
qu'ont  entre  elles  des  quantités  qui  diminuent  non  pas  avant 
de  s'évanouir  ni  après  qu'elles  sont  évanouies,  mais  au 
moment  même  où  elles  s'évanouissent.  » 

Euler  fit  un  pas  de  plus  en  déclarant  qu'il  faut  voir  dans 
les  infiniment  petits  de  véritables  zéros.  La  méthode  du 
calcul  différentiel  n'en  devint  ni  plus  claire  ni  plus  nette. 

Après  tous  les  travaux  du  xvin0  siècle,  Lagrange  juge  qu'il 
est  impossible  d'atteindre  la  rigueur  mathématique  avec 
toute  méthode  fondée  sur  les  infiniment  petits,  et  il  essaie 
d'établir  dans  la  théorie  des  fonctions  analytiques  «  les  prin- 
cipes du  calcul  différentiel,  dégagés  de  toute  considération 
d'infiniment  petits,  d'évanouissants,  délimites  et  de  fluxions, 
et  réduits  à  l'analyse  algébrique  des  quantités  finies.  »  Cette 
tentative,  en  substituant  aux  méthodes  directes  de  Newton 
ou  de  Leibniz  une  voie  détournée,  qui  devait  conduire  aux 
mêmes  résultats,  bien  loin  de  clore  le  débat  était  une  sorte 
de  capitulation.  Garnot  dans  ses  Réflexions  sur  la  métaphysique 
du  calcul  infinitésimal  a  semblé  d'abord  comprendre  que  toutes 
les  difficultés  apparentes  venaient  de  ce  que  la  notion  de 
l'infiniment  petit  avait  encore  de  vague,  mais  les  éclaircis- 
sements qu'il  a  donnés  sur  ce  point,  si  nets  et  si  précis, 
n'ont  pas  sutfi  pour  lui-même  à  détruire  le  fantôme  de  cette 
mystérieuse  métaphysique.  Il  a  voulu  chercher  dans  les  des- 
sous de  la  méthode  ce  qui  la  justifie,  et  a  cru  y  parvenir 
en  montrant  que  les  erreurs  introduites  ne  sont  que  provi- 
soires et  doivent  être  finalement  compensées  puisque  les  infi- 
niment petits  ne  subsistent  pas  dans  les  résultats.  En  réalité, 
comme  l'a  très  bien  dit  M.  Ch.  de  Freycinet,  c'est  làune 
façon  de  prouver,  de  vérifier,  et  non  d'expliquer  une  vérité. 
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Ainsi  il  faut  avouer  que  si,  pour  avoir  une  idée  uette  de 
la  méthode  infinitésimale,  on  s'adresse  aux  inventeurs  eux- 
mêmes  des  nouveaux  calculs,  ou  à  ceux  qui,  jusqu'au  com- 
mencement de  ce  siècle,  en  ont  étudié  la  uature,  on  se  sent 
bien  mal  à  l'aise  après  cette  consultation.  Mais  aujourd'hui, 
qu'on  ouvre  les  traités  de  Duhamel  ou  de  M.  Bertrand,  et  je 
me  trompe  fort  ou  on  sera  frappé  d'une  chose,  non  pas  que 
la  métaphysique  du  haut  calcul  est  enfin  expliquée,  mais 
plutôt  que  le  haut  calcul  n'implique  pas  une  métaphysique 
spéciale  (1).  (À  suivre.) 


QUESTION  PROPOSÉE 


218.  —  Un  considère  une  strophoïde  oblique  S  ayant 
pour  point  double  le  point  0.  Les  tangentes  en  0  ont,  pour 
bissectrices  des  angles  qu'elles  forment,  deux  droites  A,  Ar 
qui  rencontrent  S,  respectivement  aux  points  P,  Pr. 

Démontrer  les  propriétés  suivantes  :  1°  La  projection  de  0 
sur  PP'  est  un  point  Q  situé  sur  S;  2°  le  point  Q',  isotomique 
de  Q  sur  PP'  (c'est-à-dire  symétrique  de  Q  par  rapport  au 
milieu  de  PP')  appartient  à  l'asymptote  réelle  de  S;  3°  cette 
asymptote  est  parallèle  à  la  droite  qui  joint  0  au  milieu 
de  PP'  ;  4°  si  du  point  0  comme  centre,  avec  un  rayon  arbi- 
traire, on  décrit  un  cercle  A,  les  tangentes  issues  des  points 
P;  P'  à  ce  cercle  se  coupent  en  quatre  points  situés  sur  S. 

(G.  I.) 

(1)  L'Historique  précédent  n'a  pas  la  prétention  d  être  complet.  Plus 
d'un  livre  paru  au  xvmc  siècle  porte  déjà  les  marques  d'une  grande 
rigueur;  mais,  en  tous  cas,  aucun  n'avait  pu  exercer  une  influence 
suffisante  pour  dissiper  le  trouble  des  esprits. 


Le  Directeur-Gérant, 

G.  de  LONGCHAMPS. 


IMPRIMERIE  CENTRALE   DES  CHEMINS   DE   FER.   —  IMPRIMERIE  CHAIX, 
RLE  BERGÈRE,    20,   PARIS.   —   237'i-7. 
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SUR  LES  FOCALES  D'UNE   SURFACE 

DU   SECOND   ORDRE 
CIRCONSCRITE   A    UNE   QUADRIQUE   DONNEE 

Par  M.  V.  Il  ion  \    professeur  au  lycée  de  Nantes. 
(Suite,  voir  p.  25), 


3.  —  Chacune  des  valeurs  de  X,  racine  de  l'équa- 
tion (*)  est  une  fonction  des  coordonnées  du  pôle 
du  plan  P  et  du  paramètre  K  (1).  —  On  peut  d'après 
cela  se  proposer  le  problème  suivant  : 

Problème.  —  Étant  données  une  quadrique  (E)  et  une  surface 

homofocale  (A),  trouver  une  surface  inscrite  dans  (A)  suivant 
une  conique  (C)  et  admettant  comme  focale  une  conique  (C) 
située  sur  (E),  les  plans  P'  et  P  des  deux  coniques  ayant  le  même 
pôle  par  rapport  aux  deux  surfaces. 

Prenons  encore  pour  quadrique  (E)  un  ellipsoïde,  et  soit 
(x19  yti  Si)  Ie  P°le  du  plan  (P)«  La  conique  (G)  est  représentée 
par  les  équations 

tj       &*        t        z* 

p  =  «^  +  m  +  «^  0i 

a2         b*         c2 

De  même    la   conique    (C)   sera  représentée  par  les  deux 

équations 

x*  ?/2  Z* 

A  =  -« r  +  zr^T  +  ^r—r  ~  ■  -  o, 


a2  -  À       62  -  À        c2  ~  À 

o. 


,  _     xx t  j///i  s^i 

■*      —  — :! 7"  "t-    .  „  ;    ~r~      : r~  —    I 


a2  -  a       b'z  -  À       c2  -  À 

TJne   surface   inscrite   dans    (A)  suivant  la  conique    (C)  a 

pour  équation  : 

x%  y-  zl 

+  ..        ,    +  -: r  -  i  -  KP  2  =  o. 


a'1  -a       62  -  a       c2  -  X 


(*)  Si  donc  on  se  donne  aussi  la  valeur  de  X  on  pourra  déterminer 
la  valeur  de  K. 
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Formons  l'équation 

o    -f-  y.S  =  o, 

dans  laquelle 

S  =  (x  -  a)2  +  {y  -  fi)*  +  (s  -j)2  ==  o 
et  exprimons,  comme  précédemment,  que  l'intersection  de  la 
surface  inscrite  et  de  la  sphère  de  rayon  nul  se  compose  de 
deux  courbes  planes  et  nous  aurons  les  trois  conditions  : 
x\  y]  z\ 


0}  -  X 


b2  -  à 


c2  -  X 


*#<  fo/i  Y^i j 


+ 


a%  -  a  + 


62  -  A  + 

£2 


X 


—     I     —    O. 


a2  —  À  -h  -        62  —  À  +  -        c2  —  X  +  - 

IX  U.  Lt 


Si  dans  les   deux  dernières  équations  on  désigne  par  x. 
y,  z  les  coordonnées  courantes  a,  S,  y,  on  voit  immédiatement 
que  si  on  pose 


-  X  .=  o 


d'où 


u. 


—   —  j 

X 


ces  deux  équations  deviennent  celles  de  la  conique  (C). 
Pour  cette  valeur  de  jj.,  on  trouve  : 

1  Xxj  Xt/ï  ^        Xvj 

K  ==  û^ô2-  X)  +  62(62  -  X)  +  c2(c2  -  X)  ' 
La  surface  représentée  par  l'équation 


AX\ 


tyï 


X*ï 


#2 


.'/' 


_a2(a2-X)    &2(62-X)     c2(c2-X)JLa2-X    62-X    c2  -  X 
##i  yyi  **i 


—  i 


—  r 


(o) 


JL2  _  x       62  -  X       c2  -  X 
est  par  suite  une  surface  inscrite  daus  (A)  suivant  la  conique 
(C),  et  admettant  comme  focale  la  conique  (C). 

Gomme  X  est  un  paramètre  arbitrai re*  on  a  ainsi  obtenu 
l'équation  générale  des  quadriques  admettant  comme  focale 
la  conique  (C). 

Remarque.  —  Dans  l'équation  du  premier  paragraphe 

cp  ■+-  XS  =  o, 
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/  est  un  paramètre  du  degré  —  2  et  si  on  pose  X       — —  > 

la  condition  (1)  détermine  la  valeur  de  K  à  laquelle  corres- 
pond la  su'rface  circonscrite  à  (E)  qui  admet  comme  focale 
l'intersection  de  la  surface 

./"  wa  z1 

H TT    —1-0 


a2  -  /<2       62  -  k-       c2  -  A2 
et  du  plan 

y\i\     .     zzi 

+  r: ^  H — ^ ; l  —  O 


a2  -  /i2        62  -  /i2       c2  -  /^ 

En  se  reportant  à  la  question  inverse  qui  précède,  on  peut 
donc  énoncer  le  théorème  suivant  : 

Théorème.  —  Si  deux  surfaces  homo focales  du  second  degré 
sont  coupées  par  des  plans  P  et  P'  de  même  pôle  suivant  des 
coniques  (G)  et  (C),  on  peut  toujours  circonscrire,  à  l'une  quelcon- 
que suivant  la  conique  qui  s'y  l'apporte,  une  quadrique  admettant 
comme  focale  Vautre  conique. 

4.  —  Développons  l'équation  (5),  par  rapport  à  l'une  des 
variables,  par  exemple  par  rapport  à  z,  et  dans  ce  cas  mul- 
tiplions les  deux  membres  par  (c2  —  X),  nous  obtenons 

a*(a*  -  X)     62(o2  -  X)      c2  *        "  'Va2  -  X     6a  -  X        )" 

*^*À-)*e-»- 

en  désignant  par  ty,  une  fonction  entière  d'x>  y  et  de  *,  indé- 
pendante de  c2  —  À. 

Si  maintenant  nous  faisons  X  —  c2,  nous  avons  l'équation  (6) 


c2#î  c2î/ï 


_a2(a2  -  c~)      b2(b*  -  c2)     c\ 


-2 


-c' 

x*  y2 


xxi        yui 

'Va2  -  c2      b2  -  c2 


—  2^J  — -+-  =-^ —    I   \Z 


qui  représente  une  surface  particulière  admettant  (C)  pour 
locale. 
Celle  surface  coupe  le  plan  des  xy  suivant  la  conique. 
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X*  If2 

(|ui  est  la  focale  de  (E)  située  dans  le  plan  des  xy. 

Pour  /  •  b2  et  À  =  a2,  on  aurait  deux  autres  surfaces  pas- 
sant par  les  deux  autres  focales  de  (E)  et  admettant  (G)  pour 

focale. 

Soit  B  la  surface  représentée  par  l'équation  (6),  ou  voit  que 
chacune  des  surfaces  (E)  et  (B)  passe  par  une  focale  de  l'autre. 
On  peut  donc  énoncer  le  théorème  suivant  : 

Théorème.  —  Étant  données  une  conique  (G)  située  sur  une 
quadrique  (A)  et  une  focale  (C)  de  cette  quadrique,  on  peut  tou- 
jours faire  passer  par  (C)  une  quadrique  (k!)  admettant  comme 
focale  la  conique  (G). 

On  peut  observer  que  si  (G)  est  une  conique  à  centre,  ce 
centre  est  nécessairement  celui  de  la  quadrique  (Ar)  et  son 
plan  P  un  plan  principal  de  cette  quadrique.  Les  axes  de  (A') 
sont  donc  la  normale  au  plan  de  (G)  en  son  centre  et  les 
axes  de  cette  conique. 

En  cherchant  les  axes  de  la  surface  (A')  dont  l'un  est 
connu  en  direction,  ou  obtiendra  en  direction,  ceux  de  la 
conique  (Ch 

D'autre  part,  on  pourra  calculer  directement  la  longueur 
de  l'axe  perpendiculaire  au  plan  P;  on  connaîtra  ainsi  une 
racine  de  l'équation  aux  carrés  des  demi-axes  de  la  surface 
(A'),  ce  qui  permettra  de  calculer  les  deux  autres  racines. 

Ce  calcul  fait,  on  obtiendra  facilement  les  longueurs  des 
demi -axes  de  la  focale  en  question. 

On  a  donc  ainsi  une  méthode  pour  calculer  les  a.\cs  d'une 
conique  à  centre,  placée  sur  une  quadrique  dont  on  connait 
une  focale. 

Nota.  —  On  trouve  encore  d'autres  propositions  plus  géné- 
rales sur  les  surfaces  homofocales  dans  uue  brochure  de 
M.  Darboux,  intitulée:  Sur  les  Théorèmes  d'Ivory,  etc.,  publiée 
en  187u2,  chez  Gauthier- Villars. 
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QUELQUES  QUESTIONS 

RELATIVES  A   [/ÉTUDE  DES  POINTS  INVERSES 
l'ai-  M.  Ivmi le  liomoiuc,  ancien  élève  «le  l'Ecole  Polytechnique, 

[Suite,  voir  p.  28.) 


5.  —  Trouver,  dans  le  plan  d'un  triangle  ABU,  deux  points 
inverses  F,.  F'c  te/s  que  la  ligne  qui  leé  joint  soit  vue  de  chaque 
■sommet  sous  le  même  angle,  ou 

Trouver  une  conique  inscrite  dans  un  triangle  et  telle  que  la 
ligne  qui  joint  les  foyers  F(,Fr'  soit  rue  de  chaque  sommet  sous  le 
même  angle. 

Joignons  les  trois  sommets  aux  points  Fc,  Fc  et,  pour  con- 
struire la  figure,  supposons  d'abord  que  les  points  FCF'C soient 
à  l'intérieur  de  ABC,  que  le  quadrilatère  FCF'CBÂ.  soit  convexe 


•  M  que  F,,  soit  situé  dans  l'intérieur  du  triangle  F'.AC. 
D'après  l'hypothèse,  nous  avons 

F',AF,  :  :  F',BF„:    F,CF„,  soit  y  cet  angle. 
On  a  : 
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A  +  y       B  - 


AFPB  =  1 8o°  -  F,AB  -  F,BA       j  8o°  - 


*> 


i8o°  +  C 
de  même  AF"B 


2 
i8o°-hC 


mais  0  étant  le  centre  du  cercle  inscrit  et  Oc  celui  du  cercle 
ex-inscrit  tangent  au  coté  AB,  on  a 

AQB=l80<  +  C 

ABrO  = 

2 

Donc  les  points  A,  Fr,  0,  F'f,  B,  0r  sont  sur  la  même  circon- 
férence décrite  sur  C0r  comme  diamètre,  dont  l'équation  est  : 
cf  —  (a  —  6)Py  ■+•  (a  —  b)zy  —  ca|3  =  o.  (4) 

A  —  y 
Mais  on  a  :  FCAC  = > 

2 

F,.CA,=  ^I; 

2 

d'où  F'-AC  -  FCGA  =  — —  ; 

2 

A  —  G 

on  a,  de  même,       F'CAC  —  FCGA  = 

2 

Ainsi  Fc  et  F'r  appartiennent  au  lieu  des  points  K  tels  que  la 

A  —  C 

différence  des  angles  KAG  et  KGA  soit  égale  à 

Ce  lieu  est  une  hyperbole  équilatère  qui  passe  en  C,  en  A, 
en  0,  et  en  0;,;  elle  a  son  centre  au  milieu  de  G  A  et  son  équa- 
tion est  : 

(c  -  a)p2  +  &Py  —  (c  —  a)y.y  -  &a48  =  o.  (5) 

L'angle   que  la  direction   d'une  des   asymptotes  fait  avec 

GA  est  :  qo°  -  '' 


4 
Fc   et   F'c    sont   donc    déterminés   par    l'intersection    des 

courbes  représentées  par  les  équations  (4)  et  (5). 

Si  l'on  retranche  (5)  de  (4)  il  vient 

(P  ~  ï)  ((&  -  c)a  +  («  —  °)P  —  cy)  =  o 
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[a  droite 

(ô  —  c)y.  4-  (a  —  c)p  —  Cy  =  0  (6) 

cou  lient  donc  ausssi    les  points  F,,  F'c. 

Gomme  I\  et  F'c  s()uf  <•<'  pari  et  d'autre  de  GO  qui  est  un 
diamètre  du  cercle  (ï)  et  que  les  angles  Fc  GO,  F'c  GO  sont 
égaux,  il  est  clair  que  la  droite  (G)  doit  être  perpendiculaire 
à  GO  et  que  Fc  cl  F',,  sont  symétriques  par  rapport  à  GO. 

La  droite  (0)  coupe  COc  eu  son  milieu,  c'est  donc  la  dia- 
gonale du  losange  qui  a  pour  autre  diagonale  GOc  et  pour 
direction  des  côtés  :  GB  et  GA. 

Remarque.  —  F,,  et  F'c  sont  aussi  sur  l'hyperbole  équila- 
1ère  lieu  des  points  K  (els  que 

KBC  -  KGB  =  =— -^ 

dont  l'équation  est 

(c  —  6)a2  —  (c  ~  b)$y  -4-  a%y  —  av.fi  =  o.  (7) 

Nous  aurions  de  même  deux  points  Fb,  F'()  qui  seraient 
l'intersection  de  la  droite 

(c  -  6)a  -  bb  +  (o  -  b)y  =  o  (8) 
perpendiculaire  élevée  au  milieu  de  BO,,  et  du  segment  capa- 
ble de décrit  sur  AG  —  segment  contenant  le  point 

O   —  et  deux  autres  points  Ffl,  F'fl  qui  appartiennent  à   la 
droite 

—  «a  •+-  (c  —  a)p  -+■  (b  —  a) y  =  o,  etc.  (9) 

Etudions  les  trois  droites  (6),  (8)  et  (9). 
FkF',,,  FeF'r  se  coupent  au  point  a,(o,—b),  —  (c—b)  milieu  de  0;,Oc 
FcF'c,FflF'fl        -  -      -(a-c),6,(a-c)  OcOa 

F.F.,F»n  (b-a),-(b-a)tc      -       OaOb. 

Les  coordonnées  de  m  milieu  de  GO(.  sont  c,  c,  (a  -t-  b  —  2c). 

Pour  que  Fc  et  F'c  existent,  il  faut  que  la  droite  (6)  et  le 
cercle  (4)  se  coupent  en  des  points  réels;  en  éliminant  y  on 
trouve 


2c(a  +  b)  -  a*  -  &2  -  c2  ±  -f-  S  \J it  —  p 

P  =  _ VP 

y.  2(a  —  c)(b  —  c) 

la  condition  de  réalité  est  donc 

2C  >  p        ou         3o  ">  a  -\-  b. 
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Si  l'on  suppose  (ce  que  nous  ferons  désormais)  a  >  &>c,  on 
aura  évidemment 

3a  >  b  -h  c,     donc     F„,  F'(,     existent  toujours. 

On  a  aussi 

36  >  a  +  c     car  cela  peut  s'écrire     26  >  a  —  b  +  c 
or  "  —  b  <  c, 

donc  a  —  b  +  c  <  2c, 

el  comme  2/;  >  2c  on  a,  à  fortiori 

2b  >  a  —  b  -^  c. 

Donc  F,,,  F'j,  existent  toujours. 

FC5  F'c  n'existent  au  contraire  que  si  3c  >  a  +  b. 

Cherchons  la  valeur  de  l'angle 

FCAF'C  =  FCBF'C  =  FcCF'e  =  y; 
nous  avons  dans  ce  qui  précède  les  éléments  nécessaires,  mais 
il  est  plus  élégant  de    chercher   cette    valeur    directement, 
d'autant  plus   que    cela    constitue  une   autre  méthode  pour 
résoudre  la  question  proposée. 

D'après  la  relation  connue  entre  les  sinus  des  angles  que 

trois  droites   concourantes  issues  des  sommets  font  avec  les 

côtés  d'un  triangle,  on  a  : 

sinAGFcXsinCBFcXsinBAFc=smFcGBxsinFcBAXsinFeAG 

ou 

G  —  y   .    B  +  y   .    A  +  y       •    G  4-  y   .    V  —  Y   •    A  —  v 

sin sm sm ■  =  sm sm sin 

222  222 

ou 

G         y         -Y         G  .     B  -  y    .     A  - 


sm  —  cos  -  —  sm  -  cos  —        sm sm 

22  2 


.G         y         -Y         c  .     B  +  y    .    A 

sm  —  cos-  -f-  sin  -  cos—         sm sm  - 


o 


d'où,  après  transformations 


V 

cos2  - 


cos  y  — 


11 

10, 

p  —  c 


et 

{c,  —  a)(b  —  c)p 


cos  C  —  cos  y  — 


abc 
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si  a,  fi  sont  respectivement  les  angles  F0A.F'a,  F/,BF',,  on  a 

,  «  ,     .     P  ,  Y 

séc9  — h  seca  —  +  secu  —  =  4 
2  2  2 

/>  -  u       p  —  ô 

sont  toujours  plus  petits  que  1  : 


a  b 

<  1     revient  à     3c  >  a  ■+-  0. 

c 

On  retrouve   donc  les  résultats  déjà   obtenus  au  sujet  de 

la  possibilité  du  problème. 

On  a  toujours 

«      a  P  o    ^ 

cos2—  =  J—  <  cos2  — ; 
2        2a  2 

donc  Fa  et  F'a  sont  à  l'extérieur  du  triangle. 

On  a  aussi 

6         p  G 

cos*  —  =  -V  <  cos2  —  ; 
2        20  2 

donc  Fb  et  F'&  sont  aussi  à  l'extérieur  du  triangle. 

On  a 

900  >  FaAF'a  =  1800  -  FaBFra  =  1800  -  FaCF'a 

et 

900  >  FbBF'b  =  1800  -  F„AF'6  =  1800  -  F6CF6. 

La  conique  inscrile  qui  a  : 

F0,  F'a  pour  foyers  est  une  ellipse  toujours  réelle  ; 

F,„  F'b         —  —  hyperbole; 

Fc,  F'c  — -  —         ellipse  réelle  si  l'on  a  : 

a  +  b  <  3c  et  imaginaire  dans  le  cas  contraire;  elle  est  le 

cercle  inscrit,  lorsque  a  +  b  =  3c.  L'équation  de   ces   trois 

courbes  est  facile  à  obtenir;  celle  qui  a  Fc,  F'c  pour  foyers 

par  exemple,  est 

a\b  -  c)2a2  4-  b2(a  -  c)2fa  +  c4y2  -  2C26(a  —  c)(3y  -  2C*a(b— c)ay- 

2db[b  —  c)(a  —  cjap  =  o; 

ou 


\/a(b  —  c)a  -+-  \/b{a  —  c)p  -+-  c^y  =  o. 

fi4  suivre.) 


JOURNAL   DE  MATH.    SPÉC.   —  1887 


JOURNAL   DE   MATHÉMATIQUES   SPÉCIALES 


GÉOMÉTRIE  DU  TRIANGLE 

(ÉTUDE  BIBLIOGRAPHIQUE  ET  TERMINOLOGIQUE) 

Par  M.  Emile  Wigarié. 

(Suite,  voir  p.  34). 


3.  Points  inverses  (M,  M2).  —  Étant  donné  un  point  M 
(x,  y,  s)  dans  le  plan  du  triangle  de  référence,  nous  appelle- 
rons point  inverse  de  M  (*)  et  nous  noterons  par  la  lettre 
M2  (**)  un  point  (xz,  yi9  z2)  dont  les  coordonnées  normales 
vérifient  les  formules  : 

##2  =  y  y*  =  M» 

qui  deviennent  en  coordonnées  barycentriques  : 

th.  —  iri  =  21?. 

a2   ~   62         c2 

Ces  points  sont  ainsi  dénommés  parce  que  les  coordonnées 
normales  de  l'un  des  points  sont  proportionnelles  aux  in- 
verses des  coordonnées  de  l'autre. 

On  a  donné,  des  points  inverses,  un  grand  nombre  de 
propriétés  ;  voici  les  principales  (***)  : 


(*)  Les  points  inverses  ont  reçu  différents  noms  :  Ils  ont  été  appe- 
lés points  arguésiens  et  points  conjugués  isogonaux  par  M.  Neuberg  (M. 
1881,  p.  154);  points  réciproques  et  points  correspondants  par  M.  H.  Brocard 
(A.  F.  Alger  1881.  Rouen  1883)  ;  points  confocaux,  par  quelques  auteurs 
anglais;  points  conjugués  par  droites  symétriques,  par  M.  Schoute.  Ces 
dénominations  ne  sont  plus  usitées  et  le  terme  de  points  inverses  créé 
par  M.  le  colonel  Mathieu  (N.  A.  M.  1865,  p.  393)  est  aujourd'hui  le 
seul  employé. 

(**)  Nous  verrons  en  traitant  des  points  réciproques  (§  7)  la  raison 
de  cette  notation. 

(*#*)  On  peut  consulter  sur  les  points  inverses  : 

Steiner.  —  [A.  G.  t.  XIX,  p.  37)  Gesammerte  Werke,  t.  1  ;  p.  191. 

J.  A.  Mathieu.  —  Etude  de  géométrie  comparée  [N.  A.  M.  1865,  p.  393 
et  suivantes). 

P.  H.  Schoute.  —Bulletin  de  Darboux,  2me  série.  VI  et  VII;  Archives 
néerl\ndaises,  t.  XX  :  Sur  la  construction  des  courbes  unicursales  par 
points  et  par  tangentes. 

J    Neuberg.—  [M.  1881,  p.  154).  —  Mémoire  sur  le  tétraèdre  (1884,  p.  10. 

H.  Brocard.  —  (A.  F.  Rouen  1883.  Alger  18«I._. 
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1°  Los  droites  qui  joignent  les  projections  orthogonales 
de  deux  points  inverses  sur  doux  côtes  du  triangle  de  réfé- 
rence sont  antiparallèles  par  rapport  à  ces  côtés; 

2°  Deux  points  inverses  peuvent  toujours  être  considérés 
comme  les  foyers  d'une  conique  inscrite  au  triangle.  Réci- 
proquement, toute  conique  inscrite  daus  le  triangle  de  réfé- 
rence, a  pour  foyers  deux  points  inverses;  d'où  l'on  conclut 
que  : 

Les  projections  orthogonales  de  deux  points  inverses  sur 
les  côtés  de  ABC,  sont  six  points  d'une  môme  circonférence, 
ayant  pour  centre  le  milieu  de  la  droite  qui  joint  les  points 
inverses  considérés; 

3°  La  droite  qui  joint  deux  points  et  celle  qui  joint  leurs 
points  inverses  sont  vues  des  sommets  du  triangle  sous  des 
angles  égaux  ou  supplémentaires  ; 

4°  Les  angles  y,  y'  sous  lesquels  un  côté  BG  du  triangle  est 
vu  de  deux  points  inverses  satisfont  toujours  à  l'une  des 
quatre  équations  : 

tg  (y  ±  y')  ±  tg  A  =  o. 

Construction  des  points  inverses.  —  Pour  construire  le  point 
inverse  d'un  point  M,  on  prend  les  symétriques  des  droites 
AM,  BM,  CM  par  rapport  aux  bissectrices  correspondantes; 
ces  trois  droites  concourent  au  point  M2  inverse  de  M. 

Les  droites  AM  et  AM2,  BM  et  BM2,  CM  et  GM2  sont  dites 
isogonales  par  rapport  au  triangle  de  référence  (J.  M.  E.,  1886, 
p.  245). 

A.  Morel.  —  Etude  du  cercle  de  Brocard  [J.  E.  1883,  p.  100-101.) 

E.  Catalan.  —   Théorèmes  et  problèmes  (6°  édit.  livre  II,  p.  52  et  53). 

G.  de  Longchamps.  —  Généralités  sur  la  géométrie  du  triangle  [J.  E. 
1886,  p.  110.) 

J.  Casey.  —  A  Sequel  to  Euclid  (4e  édit.  1886,  pp.  165-167.) 

E.  Vigarié.  —  Droites  et  points  inverses  {J.  E.  1885,  pp.  33-36,  54-60), 
76,  171,  224,  244,  248,  265,  267.) 

E.  Lemoine.  —  Quelques  questions  relatives  à  l'étude  des  points  inverses 
(J.  S.   1887,  p.  28). 

T.  G.  Simmoiss  —  Companion  to  weekly  problem  papers,  1887.  Dans  cet 
ouvrage  qui  paraîtra  très  prochainement  et  qui  est  dû  à  MM.  J.  Milne, 
T.  G.  Simmons,  R.  F.  Davis  et  Genèse,  M.  T.  G.  Simmons  a  résumé 
(chap.  V,  40  pages),  la  géométrie  du  triangle  avec  beaucoup  de  clarté 
et  une  grande  précision. 
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4.  Points  réciproques  d'ordre  p  (M,  Mp).  —  Nous 
appellerons,  avec  M.  de  Longchamps  (J.E.  1886,  p.  10$),  points 
réciproques  d'ordre  p  et  nous  noterons  par  les  lettres  M,  Mp  deux 
points  (a,  p,  y)  ((xp,  pp,  yp)  dont  les  coordonnées  vérifient  les 
égalités  : 

!^  =  ËÉ£=_  rtp  {) 

aP        bP        cp  l  ' 

p  désignant  un  nombre  entier  positif  ou  négatif.  Nous  allons 
étudier  les  différents  points  obtenus  en  faisant  varier  p  (*). 

5.  Points  réciproques  d'ordre  zéro  (M,  M0).  —  Si 

dans  les  formules  (1)  nous  faisons  p  =  o  nous  avons 


aa 


=  Pft>  =  Tïo-  (2) 


Ce  sont  les  relations  qui  lient  les  points  réciproques  pro- 
prement dits.  Ces  points,  que  nous  désignerons  par  les  lettres 
M,  M0  (**),  ont  été  imaginés  par  M.  de  Longchamps  pour 
servir  de  base  à  une  méthode  de  transformation  nouvelle  et 
il  les  a  appelés  points  réciproques  (Sur  une  nouvelle  méthode 
de  transformation  en  géométrie,  A.  E.  JV.,  1866,  p.  321-325).  Nous 
conserverons  cette  dénomination  en  convenant  de  dire  points 
réciproques  simplement,  quand  nous  aurons  en  vue  les  points 
réciproques  d'ordre  zéro. 

Construction  des  points  réciproques  d'ordre  zéro.  —  Pour 
construire  le  point  M0  réciproque  de  M,  on  joint  AM  et  l'on 
prend  le  point  isotomique  M'0  de  M',  c'est-à-dire  le  point  M'0 
symétrique  de  M'  par  rapport  au  milieu  de  BC.  La  droite 
AM'0  et  les  droites  analogues  issues  des  deux  autres  sommets 
de  ABC  concourent  au  point  M0  cherché. 

Les  formules  (2)  très  simples  qui  lient  entre  eux  les  points 

(*)  Pour  la  partie  concernant  les  points  réciproques  des  différents 
ordres,  on  peut  se  reporter  aux  Généralités  sur  la  géométrie  du  triangle, 
par  M.  de  Longchamps  (/.  E.,  1886,  pp.  109-114,  127-129.) 

(**)  M.  Neuberg  avait  proposé  d'appeler  points  conjugués  isotomiques 
(M.,  p.  150)  les  points  réciproques  d'ordre  zéro;  depuis,  M.  Neuberg 
s'est  rallié  à  ce  dernier  terme.  On  appelle  maintenant,  comme  l'a  proposé 
M.  de  Longchamps,  points  isotomiques  deux  points  qui,  sur  un  même 
côté  du  triangle  de  référence,  sont  symétriques  par  rapport  au  milieu 
de  ce  côté 
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réciproques,  ont  été  retrouvées  dans  d'autres  cas,  notamment 
dans  la  transformation  arguésienne  de  M.  SaUel  (*);  mais  la 
priorité  nous  parall  acquise  à  M.  de  Longchamps  qui,  au 
Congrès  du  Havre  (A,  F.,  IS77)  L'a  réclamée  en  sa  faveur. 

Les  points  réciproques  possèdent  beaucoup  de  proprié- 
tés ['');  nous  indiquerons  les  principales  en  parlant  des 
droites  et  des  triangles  associés  à  ces  points. 

6.  Points  réciproques  du  premier  ordre  (M,  M4). 
—  Ces  points  qui  n'ont  pas  encore  été  étudiés  et  dont  les 
coordonnées  barycentriques  vérifient  les  égalités 

a  b  c 

ont  été  imaginés  par  M.  de  Longchamps  (J.  E.,  p.  112-114). 

Consfruction  des  points  réciproques  du  premier  ordre.  — 
7°  Méthode  de  M.  de  Longchamps.  —  On  joint  AM  et  l'on  fait 
passer  une  circonférence  par  les  points  A,  M"  et  par  le  point 
ou  la  bissectrice  extérieure  de  l'angle  A.  coupe  le  cercle  cir- 
conscrit à  ABC.  Cette  circonférence  coupe  BC  en  un  second 
pont  M't  (***).  La  droite  AM'4  et  les  analogues  issues  de 
B,  G,  concourent  au  point  Mt  réciproque  du  premier  ordre 
de  M. 

2°  Méthode  de  M.  Neuberg  (J.  E.  1886,  p.  113).  —  On  prend 
sur  AB  et  AC  des  longueurs  AH,  AR  respectivement  égales 
ou  proportionnelles  à  BM',  CM'.  La  droite  qui  joint  A  au  milieu 
de  HK  et  les  deux  analogues  concourent  encore  au  point  Mt 
réciproque  du  premier  ordre  de  M. 

7.  Points  réciproques  du  second  ordre  (M,  M2).  — 


(*)  On  peut  consulter  Sur  la  transformation  arguésienne:  Philippin. 
[N.  C.  M.  I.  1874-1875,  p.  127).  —  Saltel.  Divers  Mémoires  sur  le  principe 
arguésien.  (Mémoire  in~8°  de  l'Académie  royale  de  Belgique,  t.  XII  et  XIII). 

(**)  Voir  sur  ce  sujet  :  G.  de  Longchamps.  Sur  une  nouvelle  méthode 
de  transformation  en  géométrie  [A.  E.  N.  III,  1886,  p.  321-325).  Essai  sur 
la  géométrie  de  la  règle  (J.  E.  1885,  pp.  01-66).  Généralités  sur  la  géométrie 
du  triangle  {J.  E.  1886,  p.  110).  —  Schoute  [B  M.  (2)  VI.  1882,  p.  1591, 
indique  (§§  11-12)  la  méthode  de  iransformation  par  points  réciproques 
et  sa  différence  avec  celle  par  points  inverses. 

(***)  Comparez  avec  la  question  donnée  au  concours  général  de  mathé- 
matiques élémentaires  (année  1885). 
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Les  formules  (I),  pour  p  =•  2,  deviennent 

r/2    ~    b2  C% 

Elles  montrent  que  les  points  M,  M2  ne  sont  autres  que 
les  'points  inverses  dont  nous  avons  indiqué  la  construction 
et  les  principales  propriétés  (§  3).  Bien  que  ces  points 
rentrent  complètement  dans  la  théorie  générale  des  points 
réciproques  du  second  ordre,  nous  leur  conservons,  à  cause 
de  leur  importance,  le  nom  de  points  inverses  et  nous  les 
notons  par  les  lettres  M,  M2. 

Nous  allons  indiquer  maintenant,  comment  on  peut  con- 
struire le  point  réciproque,  d'un  ordre  quelconque,  corres- 
pondant à  un  point  donné. 

(A  suivre.) 


CORRESPONDANCE 


Extrait  d'une  lettrée  de  M.  Neuberg. 

Sur  le  tracé  des  tangentes.  —  La  construction  de  la  tangente 
à  certaines  courbes,  d'après  la  méthode  de  M.  Godefroy  (J.  M. 
S.  1885,  p.  200;  Schoute,  sur  ta  construction  de  courbes  unicur- 
sales)  peut  être  généralisée  dans  les  termes  suivants. 

Soit  M  un  point  mobile,  faisant  partie  d'une  figure  variable 
dont  les  points  A,  B....  sont  assujettis  à  glisser  sur  les 
courbes  fixes  (A),  (B),  ..  et  dont  les  droites  a,  6,...  roulent 
sur  des  courbes  fixes  (a),  (b),...  Pour  trouver,  à  un  moment 
donné,  la  tangente  à  la  trajectoire  du  point  M,  on  peut  sup- 
poser que  les  points  A,  B,...  se  déplacent  sur  les  tangentes 
correspondantes  des  courbes  (A),  (B),.  .  et  que  les  droites  a, 
b,...  tournent  autour  de  leurs  poinls  de  contact  actuels  avec 
les  ligues  (a),  {b),,..  Dans  ces  nouvelles  conditions,  il  arrive 
souvent  que  le  point  M  décrit  une  conique.  Si  les  éléments 
principaux  (centre,  foyers,  asymptotes,  directrice...)  de  la 
conique  ne  sont  pas  immédiatement  connus,  on  détermine  la 
tangente  en  M  en  cherchant,  soit  quatre  nouvelles  positions 
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du  point  M  sur  la  conique,  soit  deux  positions  do  M  et  les  tan- 
gentes correspondantes. 

Prônons,  par  exemple,  la  Kreuzcurve  traitée  p.  202  (*).Pour 
trouver  la  tangente  on  M,  nous  faisons  tourner  la  droite  PQ 
autour  du  point  [x  considéré  comme  fixe.  D'après  un  théorème 
assez  connu,  le  point  M  décrit  alors  une  hyperbole  dont  les 
asymptotes  sont  les  parallèles  à  OP,  OQ,  menées  par  \j.  ;  donc 
la  tangente  en  M  est  symétrique  de  la  droite  M;j.  par  rapport 
à  M  P.  Pour  raisonner  directement,  on  observera  que  la  droite 
mobile  autour  de  [x  détermine  sur  OP,  OQ,  deux  divisions 
homographiques;  donc  les  droites  PM,  QM  sont  les  rayons 
homologues  de  deux  faisceaux  homographiques  dont  les  som- 
mets sont  les  points  Y^ ,  X^  à  l'infini  sur  OQ  et  OP,  et  le  lieu 
de  Q  est  une  conique  passant  par  Y^  ,  X^  .  Les  tangentes  en 
ces  points  (ou  les  asymptotes)  sont  les  positions  des  rayons 
PM,  QM  qui  correspondent  aux  cas  ou  M  est  confondu  avec 
Yqq  ou  Xqq  ;  ce  sont  donc  les  droites  [j-Y^  et  v-Xx .  Nous 
connaissons  ainsi  trois  points  M,  Y^  ,  X^  de  la  conique  et 
les  tangentes  aux  deux  derniers  points.  Le  triangle  MY^  X^ 
doit  être  homologique  avec  celui  des  tangentes  en  ses  sommets, 
ce  qui  permet  de  construire  la  tangente  en  M. 

Sur  la  détermination  du  point  de  contact  d'une  droite  mobile, 
avec  son  enveloppe.  —  Le  principe  énoncé  ci-dessus  s'applique 
aussi  à  ce  nouveau  problème.  Comme  application,  nous  choi- 
sissons l'exemple  de  la  page  201  (voir  la  figure).  Lorsque  le 
point  M,  au  lieu  de  glisser  sur  U.  se  déplace  sur  la  tangente 
TMT'  (T  désigne  le  point  do  rencontre  avec  OY),  la  droite  PQ 
enveloppe  une  parabole  Louchant  OX  on  T,  OY  en  T  ;  par 
conséquent,  les  droites  PT,  Qï  et  celle  qui  joint  0  au  point 
de  contact  fx  de  QP  avec  son  enveloppe,  concourent  en  un 
même  point  (**). 

Au  lieu  de  se  baser  sur  une  propriété  connue,   on  peut 
observer  que  les  points  M,  P,  Q  marquent  sur  MT,  OX,  OY 


(*)  Le  lecteur  est  prié  de  se  reporter  à  la  figure  de  la  p.  202  (Journal,  1886). 

(**)  La  lettre  de  M.  Neuberg  est  antérieure  à  la  publication  de  la  note 
de  M.  d'Ocagne  sur  ce  problème  (/.  M.  S.  1886,  p.  256),  mais  le  défaut 
d'espace  nous   a  empêché  de  la  publier  plus  tôt.  G.  L. 
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M 


■M 


des  divisions  homographiques  semblables;  doncPQ  enveloppe 
une  conique  touchant  OX,  OY  aux  points  qui  correspondent 
aupointO  considéré  comme  une  position  particulière  de  QouP. 
On  peut  encore  résoudre  la  question  au  moyen  de  la  règle 
suivante  qui  est  la  corrélative  de  celle  de  Roberval  ou  de 
celle  du  quadrilatère  des  vitesses  :  Si  l'on  connaît  les  vitesses 

.  ka,  Bb  de  deux  points 
A,  B,  d'une  droite  mo- 
bile d,  cherchez-en  les 
composantes  AAr,  BB' 
normales  à  d;  la  droite 
c  A'B'  coupera  d  en  un 
point  G  qui  est  le  point 
de  d  avec  son  envelop- 
pe. En  effet,  le  dépla- 
cement infiniment  petit 
de  d  résulte  d'un  glis- 
sement de  cette  droite 
sur  elle-même  et  d'une 
rotation  autour  de  son 
point  de  contact  avec  l'enveloppe  ;  donc  les  extrémités  des 
composantes,  normales  à  d,  des  vitesses  de  ses  différents 
points  sont  sur  une  droite  passant  par  ce  point  de  contact. 
Cette  conclusion  n'est  pas  infirmée,  lorsque  les  points  con- 
sidérés A  et  B  n'ont  pas  une  distance  invariable;  car  dans 
ce  cas,  il  faut  leur  supposer  sur  d  une  vitesse  de  glissement 
indépendante  de  celle  qui  résulte  du  glissement  général  de  d. 
Appliquons  cette  règle  à  la  courbe  de  la  page  201.  Si  la 
vitesse  de  M  sur  U  est  représentée  par  MT,  les  composantes 
MP  (ou  QO)  et  PT  figurent  les  vitesses  des  points  Q  et  P,  qui 
déterminent  la  droite  mobile  PQ.  Soient  QQ'  et  PP'  les  pro- 
jections de  QO  et  PT  sur  les  perpendiculaires  élevées  en  Q  et 
P  sur  PQ;  la  droite  QT'  détermine  le  point  cherché  y.. 

Sur  la  détermination  du  rayon  de  courbure.  —  Soit  M  un 
point  décrivant  une  courbe  (M).  Supposjns  qu'on  parvienne 
a  déterminer  la  vitesse  MM'  de  ce  point  sur  sa  trajectoire, 
ainsi  que  la  vitesse  ka  d'un  point  A  de  la  normale.  Alors,  si 
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A  A'  est  la  projection  de  Au  sur  la  perpendiculaire  élevée  en 
A  sur  MA,  le  point  dfi  rencontre  o>  des  droites  MA,  M'A' sera 
le  centre  de  courbure  de  la  courbe  (M);  car  c'est  le  point  de 
contact  de  la  normale  MA.  avec  son  enveloppe. 

11  arrive  souvenl  qu'avec  la  vitesse  de  M,  on  connaisse  aussi 
la  vitesse  Ce  d'un  point  C  de  la  tangente  MM'.  Dans  ce  cas, 
soit  CC  la  composante  de  Ce  perpendiculaire  à  MG  ;  les 
droites  Mo,  MC  ayant  même  vitesse  angulaire,  les  triangles 
<->MM\  MCC' sont  semblables,  d'où  l'on  conclut  que  M'o  est 
perpendiculaire  à  MC. 

Appliquons  ces  notions  à  la  Kreuzcurve  Représentons  par 
u.P  la  vitesse  de  u.  sur  la  circonférence  0;  l'ançle  v.OP  fiini- 
rera  la  vitesse  angulaire 
de  la  normale  Oa  (^.Me- 
nons par  [j.  une  perpendi- 
culaire PtQj  à  OP;  l'angle 
Py.P,  indiquera  la  vitesse 
angulaire  de  la  tangente 
PQ.  La  rotation  de  PO  au- 
tour de  u.  communique  aux 
points  P,Q  des  vitesses 
PP1?  QQt  perpendiculaires 
à  PQ  et  limitées  à  Q^i^  ; 
mais  ce  ne  sont  là  que  des 
composantes  des  vitesses 
totales  de  P  et  Q  dirigées 
suivant  OP  etOQ.  Donc  il 
reste  à  tirer  P1P2  et  QtQ2 
parallèles  à  PQ,  pour  avoir 
les  vitesses  totales.  Les 
points  P  et  Q  entraînent 
avec  eux  les  droites  PM. 
QM;  il  résulte  de  là  que  la  vitesse  de  AI  est  la  diagonale  M/ 
du  rectangle  construit  sur  les  droites  MN  =  PP2,  N*  —  Q0.2. 
On  voit  facilement   que  QQa  =  OQ  et  que  Ma  passe  par  P2; 


(*)  Il  serait  plus  exact  de  dire  que  la  vitesse  angulaire  est  mesurée 
par  tang  ;j.  OP. 
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doue  M/,  parallèle  à  PN  est  symétrique  de  MP2  par  rapport 
à  MP,  et  l'on  pourrait  encore  obtenir  la  tangente  en  M  en 
prenant  Pï  =  PP2  et  joignant  M  à  T. 

Déterminons  maintenant  la  vitesse  angulaire  de  la  tan- 
gente M/,  ou  celle  de  la  droite  Ma  qui  lui  est  égale.  Nous 
connaissons  les  vitesses  uP,  Mi  de  deux  points  de  Mu; 
soient  uu,,  MM,  leurs  projections  sur  des  perpendiculaires 
à  Mu,  et  s  le  point  de  rencontre  des  lignes  ^iMi,  uM.  s  sera 
le  point  de  contact  de  la  droite  Mu  avec  son  enveloppe,  et 
l'angle  ueu4  indique  la  vitesse  angulaire  de  Mu.  Donc  si  l'on 
fait  l'angle  M/oj  ou  MTw  égal  à  eu^u  ,  le  second  côté  de  cet 
angle  coupe  la  perpendiculaire  élevée  en  M  sur  Tt  au  centre 
do  courbure  w  de  la  Kreuzcurve. 

On  voit  facilement  que  uu4  égale  la  hauteur  MI  du  triangle 
MNP  (ou  celle  de  MPP2),  et  que  MM,  est  le  double  de  cette 

hauteur.  Par  conséquent  us  —  -  sM;  ce  qui  conduit  à  ce 
théorème  assez  curieux  : 

Les  droites  qui  joignent  les  points  correspondants  de  la 
Kreuzcurve  et  du  cercle  générateur  0,  sont  divisées  dans  un  rap- 
port constant  i  :  i  par  leur  enveloppe. 

Pour  construire  le  point  w,  il  suffit  de  mener  MI  perpen- 
diculaire à  NP,  de  prendre  sur  MT  une  longueur  MH  =  -  Mu  et 

5 

d'abaisser  la  perpendiculaire  Ta>  à  la  droite  IH. 
La  longueur  du  rayon  de  courbure  est  donnée  par  la  formule 

MT.Mu 

Mw  = -•. 

3MI 


Extrait  d'une  lettre  de  M.  H.  Brocard. 

Voici,  au  sujet  du  folium  double  (./.  M.  S.  1886,  p.  2ol)  et 
du  trifolium  droit  (ibid.  p.  254)  quelques  remarques  très 
simples  ;  j'ignore  si  elles  sont  nouvelles. 

Ces  deux  courbes  sont  les  podaires  de  deux  points  de  l'axe 
d'une  hypocycloïde  à  trois  rebroussements. 

Cette  propriété  est  une  conséquence  de  la  définition  géonie- 
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trique  de  cette  hypocycloïde  comme  enveloppe  d'une  droite 
obtenue  en  menant,  de  chaque  point  A  d'une  circonférence, 
une  droite  BAB'  faisanl  avec  un  diamètre  fixe  OCB  le  même 
angle  que  la  corde  OA, 

Le  point  de  contact  M  de  la  droite  BAB  avec  son  enveloppe 
s'obtient  en  projetant  sur  BAB'  l'extrémité  K  du  rayon  CA 
prolongé  d'une  longueur  AD  double  de  AC  (Bulletin  de  U\ 
Société  math,  de  France,  1. 1,  1873,  p.  224-226). 

Le  cercle  C  est  tangent  intérieurement  a  l'hypocycloïde  ; 
OGB  est  un  axe  de  symétrie  de  cette  courbe,  et  si  l'on  prend 
OF  =  2.  OE  ~  4.  OC  =  4a,  le  point  0  est  son  sommet,  C  son 
centre,  et  F  un  point  de  rebroussemont. 

Cela  posé,  le  f'olium  double  N  est  la  podaire  du  point  0, 
et  le  trifolium  droit  K  est  la  podaire  du  point  E. 


i;' 


o^       ""5c 


Joignant  N  et  N'  au  milieu  de  OM,  on  a  la  normale  à  ces 
pod aires  en  N  et  N'. 
La  figure  108  (*)  se  transforme  alors  ainsi,  et  le  point  N 


C)  Journal  18^6;  p.  251. 
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s'obtiendra  eu    menant  OD  perpendiculaire  à  AC,  puis  DN 
parallèle  à  OY,  jusqu'à  sa  rencontre  avec  BAB\ 

De  môme,  la  figure  112  (*)  pourra  être  ainsi  modifiée:  projeter 
M  en  D  sur  00'  et,  mener  DN  perpendiculaire  à  CM,  jusqu'à 

sa  rencontre 
avec  O'M,  ou  re- 
couper O'M  pur 
un  arc  de  cercle 
ayant  1)  pour 
centre  et  DM 
pour  rayon. 

Ces  indications 
suffisent  pour  la 
solution  complè- 
te de  la  question 
346  que  j'ai  pro- 
posée dans  Md- 
t lieds  (Etudier 
les  p  o  d  a  i  r  e  s 
d'une  hypocycloïde  à  trois  rebroussements,  le  point  fixe  étant 
pris  sur  l'un  des  axes  de  l'hypoevcloïde,  t.  IV,  1884,  p.  143). 

Je  ne  puis  affirmer 
qu'elles  ajoutent  quel- 
que chose  au  paragraphe 
cité  de  votre  Traité  de 
Géométrie  analytique  (p. 
512),  ni  aux  résultats 
que  vous  avez  réservés 
au  §130  (/oc.  ci*.,  p. 281). 
Je  vous  les  communi- 
que donc,  à  tout  hasard. 
Enfin,  le  trifolium  équilatéral,  podaire  du  point  G,  donne 
lieu  à  une  remarque  intéressante.  Cette  courbe  est  formée  de 
trois  boucles  égales,  et  les  extrémités  A'AV  de  deux  cordes 
rectangulaires  C'A,  CA"  sont  à  une  distance  constante  A' A" 
égale  au  rayon  AC  (propriété  évidente). 


(*)  Journal,  1880;  p.  25i 
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VA  RIÉTÉS 


SUR  LES  FONDEMENTS  DU  CALCUL 

INFINITÉSIMAL 

Par  M.  U.  ililhaiMl.  professeur  de  Mathématiques  spéciales 
au  lycée  du  Havre. 

(Suite,  voir  p.  44.) 


Il 

L'iu Animent  petit  n'est  ni  une  quantité  déterminée,  ni  un 
zéro,  mais  une  variable  qui  tend  vers  zéro,  en  restant  con- 
stamment inférieure  à  une  quantité  donnée  z  aussi  petite 
que  l'on  voudra.  C'est  un  cas  particulier  de  la  variable  qui  a 
une  limite.  Les  infiniment  petits  qui  interviennent  dans  les 
applications  du  calcul  différentiel  sont  les  variations  de  cer- 
taines grandeurs,  ou,  comme  on  dit,  les  accroissements  positifs 
ou  négatifs  de  ces  grandeurs.  Quand  on  veut  étudier  la 
loi  d'un  phénomène  quelconque,  il  est  souvent  commode 
de  donner  aux  variables  d'où  dépend  le  phénomène  des 
accroissements  finis,  de  chercher  une  relation  entre  eux,  et 
d'en  déduire,  en  les  faisant  tendre  vers  zéro,  celle  qui  relie 
les  éléments  du  phénomène  lui-même.  Cela  revient  en  somme 
à  se  placer,  pour  résoudre  un  problème,  dans  des  conditions 
différentes  de  celles  que  définit  l'énoncé,  mais  qui,  suivant 
la  loi  de  variation  continue  des  éléments  qui  interviennent 
dans  la  question  ont  pour  limites  celles  du  problème. 

La  relation  a  établir  entre  les  accroissements  finis  des 
variables  est  une  question  qui  peut  présenter  telle  ou  telle 
difficulté,  mais  qui  en  tous  cas  rentre  dans  le  cadre  de  l'al- 
gèbre élémentaire.  Le  calcul  dilTérentiel  donne  un  ensemble 
de  notations  et  de  règles  générales  permettant  d'en  déduire 
le  plus  rapidement  et  le  plus  simplement  possible  ce  qu'on 
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peut  appeler  la  relation  limite,  en  ce  sens  qu'elle  répond  au 
cas  limite  de  celui  qui  a  fourni  la  première  relation. 

Prenons  un  exemple.  Soit  à  déterminer  la  tangente  en  un 
point  M  d'une  courbe.  C'est,  par  définition,  la  position  limite 
d'une  droite  tournant  autour  du  point  M  de  façon  qu'un  deu- 
xième point  de  rencontre  avec  la  courbe  Mr  se  rapproche 
indéfiniment  du  premier.  A  la  tangente  substituons  une 
sécante  voisine,  MM',  c'est-à-dire  une  droite  faisant  avec  la  tan- 
gente un  angle  infiniment  petit.  (Gela  ne  signifie  pas  un  angle 
tout  petit,  moindre  par  exemple  qu'un  millième  de  seconde, 
encore  moins  un  angle  nul,  mais  un  angle  variable  qui  va 
tendre  vers  zéro). 

Un  point  M  de  la  courbe  sera  défini,  pour  simplifier,  à 
l'aide  de  deux  axes  rectangulaires  ox,  oy,  par  son  x,  OP,  et 
son  î/,  MP;  et  la  courbe  elle-même  sera  définie  par  une  rela- 
tion donnée  entre  Yx  et  Yy  d'un  quelconque  de  ses  points.  Si 
un  mobile  qui  la  décrit  passe  de  M  en  M',  son  x  augmente 
de  PP'  ou  de  MQ,  son  y  augmente  de  MQ.  a  désignant  l'angle 
que  fait  la  droite  mobile  MM'  avec  la  parallèle  à  ox  Mx',  le 
triangle  rectangle  MM'Q  nous  donne 

M'Q  =  MQ.tga 

M'Q,  MQ,  les  accroissements  des  éléments  x  et  y  se  desi 

gnent  par  A#,  A?/.    La   relation 
précédente  s'écrira  donc 

A?/  —  Acc.tga 
ou 

tg  a  =  —  • 

°  Ax 

Lorsque   A*'   tend   vers    zéro, 
c'est-à-dire  lorsque  M'    se   rap- 
proche  indéfiniment  de   M,   A// 
tend  aussi  vers  zéro  si  la  fonc- 
tion y  est  continue;  l'angle  a  a  pour  limite  l'angle  a„  que  fait 

A?/ 
la  tangente  avec  Mx  .  Supposons  que  le  raport  —  ait  une 

Lit// 

certaine  limite  K,  nous  écrirons,  pour  déterminer  x1}  la  rela- 
tion 

tga1  =  Ki 
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Ainsi,  soit  y     x% ,  L'équation  de  La  courbe,  nous  trouverons 

tg  -y,  2X(:i). 

Reprenons  maintenant  Le  même  problème,  et,  sans  rien 
changer  au  fond  de  la  solution,  tâchons  d'introduire  le  lan- 
gage du  calcul  différentiel.  Nous  avons  trouve: 

A//       tga.Aa?, 
tga,  avant  pour  limite  tga,  pont  se  désigner  par  tg^-hê, 
i  étant  alors  une  variable  qui  tendra  vers  zéro.  La  relation 
précédente  devient 

A//  =  (tga1  +  s)Ao; 
ou,  en  appliquant  à  notre  exemple, 

2xkx  -h  Ax2  =  tg  at .  Ax  +  sAx  (A) 

Si,  pour  essayer  d'en  tirer  «  la  relation  limite  »,  on  faisait 
simplement  tendre  Anvers  zéro,  on  obtiendrait  zéro  pour  la 
Limite  de  chaque  expression,  et  on  serait  conduit  à  écrire 

o      o, 
ce  qui  est  juste  évidemment,  mais  n'apprend  rien. 

Mais  considérons  attentivement  la  composition  des  deux 
membres  de  (A).  Dans  le  premier,  figure  la  somme  de  deux 
infiniment  petits  2xkx  et  Ax2  de  nature  essentiellement  dis- 
tincte :  le  rapport  du  premier  à  Aie,  ou  2X,  n'est  plus  un  infi- 
niment petit,  tandis  que  le  rapport  du  second  à  Ax,  ou  Ace  est 
encore  un  infiniment  petit.  Le  second  membre  est  composé 
de  la  même  manière. 

Dès  lors,  si  on  forme  les  rapports  à  Ax  des  deux  membres 
de  (A),  et  qu'on  en  cherche  la  limite,  les  éléments  Ax2  et 
i.lx  ne  donnent  rien,  et  en  écrivant  que  les  limites  sont 
égales,  on  aura 

2X  —  tgalÉ 

Mais  alors,  on  le  Voit,  il  était  plus  simple,  au  lieu  d'écrire 
L'égalité  (A)>  d'écrire  seulement 

2xAx  —  tg^.Ax  (B) 

Cela  revient  à  prendre  tout  de  suite  l'angle  at  qui  corres- 


(•)  En  demandant  de  déterminer  la  position  de  la  tangente  à  une 
courbe  en  un  point,  on  suppose  que  la  tangente  ou  la  position  limite  de 
la  sécante  variable  existe.  Cette  existence  est  démontrée  précisément 

par  le  fait  que  —  ou  tg  a,  et  par  suite  a,  a  une  limite 
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pond  à  ]a  tangente,  à  la  condition  de  substituer  en  même 
temps  à  Ai/  l'élément  ix.kx.  Cet  élément  est  la  différen- 
tielle de  y.  On  voit  qu'elle  en  est  la  définition  :  l'accroissement 
A?/  qui  correspond  à  l'accroissement  kx  de  la  variable  arbi- 
traire est  la  somme  de  deux  parties  :  l'une,  dont  le  rapport 
à  Ax  ne  tend  plus  vers  zéro,  l'autre  dont  le  rapport  à  Ar  est 
encore  infiniment  petit.  C'est  la  première  qui  est  la  différen- 
tielle. Un  calcul  élémentaire  dont  on  peut  avoir  quelque  idée 
par  l'exemple  précédent  donne  les  différentielles  des  diverses 
fonctions  de  x.  Ainsi  d'une  manière  générale,  on  établit  que 
xn  a  pour  différentielle  nxn~yAx;  en  particulier,  celle  de  x2 
est  2xAx.  La  différentielle  de  y  se  représente  par  le  symbole 
dy.  Si  on  remarque  que,  d'après  la  définition  même,  la  diffé- 
rentielle de  x  coïncide  avec  l'accroissement  de  x,  ou  que 
Ax  =  dx,  la  relation  (B)  peut  s'écrire 

dy  =  tgzj.'fo. 
Et  nous  avons  là  ce  qu'on  appelle  une  équation  différentielle, 
C'est  la  relation  entre  les  différentielles,  au  lieu  de  la  relation 
entre  les  accroissements.  C'est  celle  qu'un  mathématicien 
eût  écrite  immédiatement,  et  voici  enfin,  en  deux  mots,  le 
raisonnement  tel  que  l'eût  donné  la  méthode  de  Leibniz  : 

La  tangente  est  la  droite  qui  joint  deux  points  infiniment 
voisins  M  et  M'.  Soit  y.{  l'angle  qu'elle  fait  avec  Mx\  le 
triangle  M'QM  donne 

MfQ  =  tgtj.UQ 
ou  dy  =  tgoq.fc 

Si  y  =  a2,     dy  -     ixdx\  on  a  donc  finalement  2X  --tg*/i. 

Au    tond,  on  le  voit,  il  n'y    a  là    qu'un   langage   nouveau 

pour  une  suite  d'idées  foutes  naturelles. 

(A  suivre.) 


Le  Directeur-Gérant, 

G.  de  LONGCHAMPS. 


)  M  PRIVER!!    CFSntALK   DES  CHEMINS   DK   FER.   —  IMPRIMERIE  CM  \  I N , 
ni  1:   BBR3ÈRÈ,    20,    PARIS.   —   4460-7. 
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SUR  LA  RÉSOLUTION  TRIGONOMÉTRIQUE 
de  l'équation  x*  i  px  +  q  =  o. 

Par  M.  11.  Nicwciiglowski. 


On  vérifie,  dans  tous  les  cours  de  mathématiques  spéciales, 
que,  p  et  q  étant  réels  et  satisfaisant  à  la  condition 

©•*©■<* 

les  racines  de  l'équation 

x*  -f-  px  ■+■  q  =;  0,  (1) 

sont  proportionnelles  à  celles  de  l'équation 


.       3  6 

#3-    -x  ■      -  =  0,  (2) 


4  4 

dans  laquelle  6  désigne  un  nombre  compris  entre   —  i   et 
+  i. 

Je  me  propose  de  donner,  de  cette  proposition,  une  démon- 
stration à  priori. 

Soient  xu  x2,  x3  trois  nombres  réels,  inégaux  et  vérifiant  la 
condition 

xx  +  x2  +  xs  =  0.  (3) 

Ces  nombres  sont  les  racines  d'une  équation  de  la  forme  (1). 
Traçons  deux  axes  rectangulaires  x'x,  y'y;  et,  en  supposant, 
pour  fixer  les  idées,  xx  et  x2  positifs,  prenons  OA  —  xl9 
OB  =  x2,  OG  =  x3,  puis  menons  les  droites  ÀA',  BB',  CC' 
parallèles  à  y'y.  Gela  posé,  on  sait  construire  un  triangle  équi- 
latéral  ayant  ses  sommets  sur  trois  droites  parallèles,  et  l'on 
peut  se  donner  arbitrairement  la  position  d'un  sommet.  Dans 
ces  conditions,  le  problème  a  deux  solutions,  et  le  centre  de 
chacun  des  triangles  obtenus  est,  à  cause  de  la  relation  (3), 
silué  sur  y'y.  Il  est  évident  qu'on  peut,  dès  lors,  se  donner, 
sur  cette  droite  y'y,  la  position  du  centre  et  déterminer  deux 
triang'es  é  [uilatéraux  PQR,  PiQ^  symétriques  par  rapport 
à  l'axe  des  x. 

Gela  fait,  construisons  un  triangle  P'Q'R'  homothélique  au 
triangle  PQR  et  inscrit  à  un  cercle  de  rayon  égal  à  l'unité. 
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Si  l'on  fait  la  même  transformation  pour  le  triangle  PA  Q±  R1? 
on  obtiendra  un  triangle  symétrique  de  P'Q'  R'  par  rapport 
à  l'axe  des  x.  Il  est  évident  que  le  triangle  P'Q'R'  et  son  sy- 
métrique correspondent  à  une  équation  de  la  forme  (2).  Si  a 


désigne  l'ange  de  OP  (par  exemple)  avec  ox,  les  distances  des 
sommets  P\  Qr,  R'  à  y'y  sont,  respectivement, 

2-k\  /  47^ 


COS  a,      COS  (  x  -+- 

ou,  en  posant    3a  =  a 
a 


ô 


COS     a 


3 

47T 


(a       27r\  (a 

cosr     eos(-3+Tj,      cos(-  +   3 

et,  par  suite, 

a  .  (a       4tt\ 

x±  —  A  cos  -  >    x%  =  A  cos  (  -  +  —  ) ,    x3  =  A  cos  (  -  +  — 

X  ayant  la  valeur  ^p,  • 


3 
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Si  donc  on  prend  b  =  cos  a,  les  racines  de  l'équation  (1) 
seronl  proportionnelles  à  celles  de  L'équation  (2). 

Mais  il  convient  il<i  remarquer  qu'on  aurait  pu  construire 
le  triangle  V"Q"R'r,  homothétique  inverse  du  triangle  PQR; 
dans  ce  cas,  il  suffit  de  remplacer  a  par  a  —  tc  et  de  prendre 

'—  »'=S— £-.>■ 

On  retrouve  bien  ainsi,  par  des  considérations  de  géomé- 
trie élémentaire,  toutes  les  circonstances  que  présente  le 
calcul. 

On  peut  encore  remarquer  que  le  rayon  R  du  cercle  cir- 
conscrit au  triangle  PQR  est  déterminé  par  l'équation 

2 
IX) 

ce  qui  donne     R2  = §■>  et,  par  suite, 


-f 


2}) 

T 


NOTE  SUR  L'INTÉGRALE  DÉFINIE 

-  f   x  \/x(a  —  x)dx 

Jo 

Par  M.  «f .  Berthon,  élève  de  Mathématiques  spéciales  au  Lycée  de  Lyon. 


Dans  le  numéro  de  décembre  1885  de  ce  journal  (p.  279), 
à  propos  de  la  quadrature  des  pyriformes.  M.  de  Longchamps 
évalue  géométriquement  l'intégrale  définie 


-  /    x  yj x{a  —  x)dx. 


Nous  nous  proposons  ici  de  la  déterminer  analytiquement. 

Le  produit  x(a  —  x),  x  variant  de  zéro  à  a,  est  positif,  part 

de  zéro,  croît,  puis  revient  à  zéro,  sa  valeur  maximum  étant 

#2  fi 

d'ailleurs  -    pour  x  •   Je  puis  donc  poser: 


70 
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a% 

x(a  —  x)  =  —  sin*  9; 

4 
^  variant  de  o  à  ir,  quand  x  varie  de  o  à  a. 

De  (1),  on  tire 

ar  ,         ,  a    .       , 

,t  =  -[i  ±  cos  cp  1        ax  —  =j=  -  smcpacp. 
2  2 


(i; 


On  a  donc  : 


x(a  —  xjdx  = 


s/- 


sin2  cp[i  ±  cos  <p]«/cp. 


Or, 


/  sin2  cp  (1  ±  cos  cp)c?9  =   /  sin2  cprfcp  ±   /  sin2  9  cos  cpdc 

/M  —  cos  29  .  f  .   „     7    . 

=    /  — -  a?  ±    j  sm2  cpa  si: 


sin  o 


cp        1     .  sin"  cp 

=  i sm  29  ±  — —- L  +  c. 

24  3 

Déterminant  la  constante  c  de  façon  que  l'intégrale  s'an- 
nule pour  9  =  o;  on 
trouve  c  —  o. 

Nous  aurons   donc, 
finalement, 

a3   /»* 

-+- 

86c 


/s 
sin*  cp 


B     [i  ±COScp]rf<p  =  q= 


7ra^ 


166 

Prenant  le  signe  +  , 
et  doublant  pour 
avoir  l'aire  delà  cour- 
be toute  entière,  nous 
avons,  pour  l'expres- 
sion  de   l'aire  des 


.  ,  va* 


pyriformes,  la  quantité  —  (*). 


7îa3  7ia3 

(•)  J'ai  dit,  par  erreur  (p.  280;  1.   24)  — -  ;  il  faut  lire  — ,  comme  le 


86 


trouve  ici  M.  Berthon. 


G.  L. 
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Cette  quantité  peut  s'écrire  ici  -)  •—ri  ce  qui  démontre  que 

la  surface  de  la  pyriforme  s'obtient  en  multipliant  celle  du 

cercle  par  le  rapport  -y-  Si  on  suppose  a  =  b  on  retrouve  le 

théorème  démontré  géométriquement  par  M.  de  Longchamps. 
Remarque.  —  L'angle  9  qui  m'a  servi  dans  l'intégration  précé- 
dente a  une  signification  géométrique  très  simple.  Considérons 
un  point  de  la  pyriforme:  soient  a;  son  abeisse,  MP  son  ordon- 
née, M'  le  point  où  cette  ordonnée  rencontre  le  cercle;  on  a  : 

M7?2  =  x(a  -  x) 
et  M'T  =  -  sin  M'OB,  donc  M'OB  =  9.  L'angle  9  n'est  autre 

que  l'anomalie  excentrique  du  point  du  cercle  ayant  même 
abscisse  que  le  point  correspondant  de  la  pyriforme. 


GEOMETRIE  DU  TRIANGLE 
(étude  bibliographique  et  terminologique) 

Par  M.  Emile  Vigarié. 

[Suite,  voir  p.  58). 


8.  —  Problème  I.  Sachant  trouver  le  point  Mp,  réciproque  d'or- 
cire  p  de  M,  construire  le  point  M_p  réciproque  d'ordre  —  p  de  M. 

On  prend  : 

1°  Le  réciproque  M0  de  M  ; 
2°  Le  réciproque  M0>p  d'ordre  p  de  M0 
3°  Le  proint  réciproque  M0)Pf0  de  M0)P. 
Le  point  M0,Pj0,  ainsi  obtenu,  n'est  autre  que  le  point  M_p 
cherché. 

9.  —  Problème  II.  Sachant  trouver  le  point  Mp  réciproque  d'ordre 
p  de  M,  construire  le  point  Mp+2  réciproque  d'ordre  (p+2)  de  M. 
On  prend: 

1°  Le  réciproque  MPt0  de  Mp; 

2°  Le  point  inverse  Mp>0>2  de  MP),. 
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Le  point  Mj,f0,8  est  le  point  réciproque  Mp+2  d'ordre  (p  -+-  2) 
cherché. 

10.  —  Problème  général.  Construire  le  point  réciproque  M p 
d'ordre  p  quelconque  (positif  ou  négatif)  correspondant  à  un  point 
donné  M. 

Nous  savons  construire  directement  les  points  réciproques 
d'ordres  o,  1,  2;  en  appliquant  le  problème  II  aux  points 
réciproques  d'ordre  o  ou  2,  nous  obtenons  tous  les  points  réci- 
proques d'ordre  pair;  en  l'appliquant  aux  points  réciproques 
du  premier  ordre,  nous  avons  les  points  réciproques  d'ordre 
impair.  Le  problème  I  donnant  les  points  réciproques  d'ordre 
négatif  nous  pouvons  donc  construire  facilement  les  points 
réciproques  d'un  ordre  quelconque. 

11.  Coordonnées  des  points  réciproques  d'ordre 
quelconque.  —  Les  coordonnées  barycentriques  d'un 
point  M  étant  (a,  [3,  y)  celles  des  points  M0,  Mt,  M2...,  MF  réci- 
proques des  différents  ordres  seront  respectivement  : 

1     i\       fa   b    c\       fa2    62    c2\         fa?    ¥    cP" 

v  F7/    wp't/    1777/     \«"'T'T 

On  voit  immédiatement  qu'on  peut  obtenir  les  points  réci- 
proques d'ordres  pairs  positifs  et  négatifs  en  partant  de  M  et 
en  prenant  alternativement  le  point  réciproque  et  le  point 
inverse  du  point  précédent;  on  a,  en  effet: 

M0, 2..  0,  %  0  =  M_4         M0, 2, 0, 2,  o,  2, 0  =  M_6 
M2,0>2  =  M,  M2, 0,2,0,2:=:  M6. 

En  général  (*). 

Mo,  2, 0,2, 0,2...,  0  =  M_2P     M2> 0, 2, 0, 2, 0..., 2  —  M2p. 
D'une  manière  générale  on  a  : 

/       quand  le  nombre 
Ms-r+q—  ...,±p+n±m   )    de  s  transformations 

,  .  (est  impair: 

M,n  n  n     î»,2<  ou  hien  :  1  1  i 

m,  nj  p...^^*  —  ^  /       qliand  le  nombre 

M0,s_r+g-...,±pq=«±ni  ]     des  transformations 

(  est  pair. 

Comparez:  J.  Neuberg,  Mémoire  sur  le  tétraèdre,  1884,  p.  15. 


JOUllNAL  DE  MATHÉMATIQUES  SPÉCIALES  79 

12.  Potentiels  d'ordre  />,  associés  d'un  point 
donné.  —  Nous  dirons  avec  M.  Neuberg  qu'un  point  M^ 
(otp,  (Bp,  yp)  est  le  potentiel  d'ordre  p  associé  d'un  point  donné 
M  (a,  p,  y)  lorsque  les  égalités 

1       l  =  L 
A  '"  B  '"  G 

et 

a-P    _  h  _   Tp 
A?  '  '  Bp  '  '  Cp 
sont  vérifiées. 

On  peut  construire  directement  les  potentiels  d'ordre  p  asso- 
ciés à  un  point  donné  en  employant  une  méthode  générale 
(J.E.  1886,  p.  177-179).  Mais  cette  construction  étant  un  peu 
longue,  nous  allons  indiquer  des  constructions  particulières 
pour  les  potentiels  des  premiers  ordres  associés  à  un  point  M  (*). 

13.  Construction  du  deuxième  potentiel  associé 
à  un  point  M.  —  On  prend  le  point  M'0  symétrique  de  M' 
par  rapport  au  milieu  de  BG  et  par  G  on  mène  une  droite 
qui  coupe  AB,  AM.  AM'0  respectivement  en  R,  P,  N,  de  telle 
façon  que  : 

GN  =  NR. 
Par  le  point  P  on  mène  une  parallèle  à  AB  qui  coupe  BC 
en  V.  La  droite  AV  et  les   deux  analogues  concourent  au 
point  M2  cherché  (**). 

14.  Potentiels  proprement  dits.  —  Le  cas  particulier 
ou 

A       B       G 

a        b        c 
présente  un  intérêt  spécial  dans  la  géométrie  du  triangle. 
Les  points  potentiels    qui  correspondent  à   ce   cas  sont  les 
potentiels  proprement  dits. 

Si  nous  remarquons  que  les  coordonnées  (a0,  (30,  y0)  du  centre 

{*)  Pour  tout  ce  qui  concerne  les  points  potentiels,  on  peut  consulter 
le  mémoire  de  M.  G.  de  Longchamps,  Généralités  sur  la  géométrie  du 
triangle  {J.  E.  1886,  p.  177-179,  198-206). 

(**)  Voir  deux  autres  constructions  [loc.  cit.,  199-201). 
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de  gravité  sont  égales,  les  égalités 

a  I3  Y  .     ,,     •       aao        PPo        YYo 

—  —  ----  =  J-  peuvent  s  écrire  — -  =  ±~  =  — • 
a?        b?        cv  1  ap         &p         c? 

Elles  montrent  que  les  potentiels  proprement  dits  d'ordre  p 
sont  les  réciproques  d'ordre  p  du  centre  de  gravité  G.  Pour  ce 
motif,  nous  appellerons  simplement  ces  derniers,  potentiels 
d'ordre  p  et  nous  les  noterons  par  la  lettre  G  avec  un  indice 
indiquant  l'ordre  de  réciprocité  (*). 

Nous  allons  encore  construire  les  potentiels  proprement  dits 
du  troisième  et  du  quatrième  ordre. 

15.  Construction  du  troisième  potentiel  (G,).  — 
Le  troisième  potentiel  s'obtient  en  prenant  : 

1°  Le  réciproque  du  centre  du  cercle  inscrit; 
2°  L'inverse  de  ce  réciproque. 

16.  Construction  du  quatrième  potentiel  (G4).  — 
La  position  de  ce  point  s'obtient  en  prenant  : 

i°  Le  réciproque  du  point  deLemoine; 
2°  L'inverse  de  ce  point. 

17.  -  La  détermination  des  points  réciproques  et  des 
points  potentiels  revient  à  ce  problème. 

Trouver  sur  l'un  des  côtés  d'un  triangle  un  point  qui  le  divise 
proportionnellement  aux  pmes  puissances  des  côtés  adjacents. 

Cette  question  a  été  résolue  par  plusieurs  géomètres  qui 
en  ont  donné  des  solutions  très  diverses  (**)  et  le  lieu  des 


(*)    Il    faut    bien    observer   que   le  potentiel  d'ordre   p,   associé   d'un 

point  donné  (A,  B,  C),  est  celui  doat  les  coordonnées  sont  (AP,BP>CP)  :  le 
mot   plus  simple  potentiel   d'ordre  p  (sans  autre   qualificatif)  désigne  le 

potentiel  proprement  dit,  point  qui  a  pour  coordonnées  [ap,  bp,c  );  a,  b,c 
étant  les  longueurs  des  côtés  du  triangle  de  référence. 

(**)  Consulter  : 

aP 

A.  Peyronny.  —  Construction  géométrique  du  rapport  —    \N.  A.  M.,   (2) 

III,  1844,  pp.  371-374). 

Poudra.  —  Problème  sur  les  côtés  d'un  triangle  élevés  à  des  puissances 
données.  [N.  A.  M.  (1),  XVI,  1856,  pp.  217). 

H.  Brocard.  —  Étude  sur  un  nouveau  cercle  du  plan  du  triangle  (A.  F., 
Alger,  1881,  p.  150). 
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points  du  plan  du  triangle,  tels  que  les  droites  qui  joignent 
Les  sommets  à  ces  [joints  divisent  les  côtés  opposés  en  segments 
proportionnels  aux  plômel  puissances  des  côtés  adjacents,  est 
généralement  une  courbe  transcendante  que  M.  de  Long- 
champs  appelle  Potentielle  triangulaire  (M.,  1886,  pp.  246-248). 
Cette  courbe  a  d'ailleurs  fait  l'objet  de  diverses  recherches. 
M.  H.  Faure  a  donné  son  équation  en  coordonnées  normales 
(iV.  .1.  M.,  1863,  p.  293).  M.  Lemoine  l'a  étudiée  au  Congrès  de 
La  Rochelle  (A.  F,,  1882),  et  a  donné  son  équation  cartésienne, 
en  prenant  pour  axes  deux  côtés  du  triangle,  sous  la  forme  : 

(«y)°g|      ,  ,  ,  VJ 

—  =  (ab  —  ay  -  bx)     " . 
(bx)     c 
Au   Congrès  de   Nancy   (A.  F.,  4886),  M.   Lemoine  a  fait 
voir  que,   en    coordonnées   normales,    cette    courbe   a   pour 
équation  : 

b  c  a 

log—  log—  Iok  — 

(ax)    c-{by)     a.(cz)    b=  i 
Enfin  M.  de  Longchamps  (  \L  1886,  p.   246)  a  donné  son 
équation  barycentrique  sous  la  forme  (*)  : 

Cette  courbe  présente  des  propriétés  curieuses  qui  peuvent 
se  résumer  ainsi  : 

1°  L'équation  de  la  courbe  reste  la  même  en  coordonnées 
normales  et  en.  coordonnées  barycentriques. 

2°  La  potentielle  triangulaire  est  une  courbe  anallagmati- 
que  (**)  (sens  général)  quand  on  effectue  une  transformation 
réciproque  d'ordre  quelconque. 


E.  Lemoine.  —  Quelques  théorèmes  (J.  S.,  1883,  p.  74)  [A.  F.,  La  Rochelle 
1882). 

M.  dOcagne.  —  Sur  les  propriétés  scgmentaires  du  triangle  [N.  A.  M.}  (3) 
II,  18H3,  pp.  497-5U0). 

G.  Boubals.  —  Problème  de  géométrie  [J.  E.,  1885,  pp    31-33). 

G.  de  Longchamps.  —  Généralités  sur  la  géométrie  du  triangle  [J.  E.,  1886, 
pp.  127-129,  203). 

(*)  Dans  cette  formule  la  lettre  k  désigne  une  constante  qui  peut  être 
calculée  par  la  formule  c  *  =  ak  —  ^b  ;  et,  en  supposant  pour  fixer  les  idées 
a<  b  <  c,  on  vérifie  que  :  o  <  k  <  i. 

H  Voir  J.  &'.,  1882,  p.  102. 
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3°  Lorsque  a,  b,  c,  vérifient  la  relation 

cr  —  av¥. 
r,  p,  q,  désignant  trois  nombres  tels  que 

r  =  V  +  9,  (*) 

k  devient  un  nombre  commensurable  l  k  =  -)  et  la  potentielle 
devient  une  courbe  algébrique  ayant  pour  équation 

En  particulier,  quand  p  =  q=  i ,  la  potentielle,  comme  l'a 
observé  M.  Lemoine  (A.  F.  Nancy,  1886)  devient  une  conique. 

Dans  l'hypothèse  contraire  à  l'égalité  (1),  k  est  incommen- 
surable et  la  potentielle  est,  alors,  une  courbe  transcendante. 

Dans  le  pivmier  cas,  elle  est  unicursale ;  dans  le  second,  on 
peut  dire  qu'elle  est  du  genre  unicursal  et,  dans  les  deux  cas, 
on  peut  la  construire  points  par  points. 

4°  La  potentielle  triangulaire  passe  par  un  grand  nombre 
de  points  remarquables  :  centre  de  gravité,  centre  du  cercle 
inscrit,  point  de  Lemoine...  et  leurs  réciproques  d'ordre 
quelconque.  (A  suivre.) 


CORRESPONDANCE 


Extraits  de  plusieurs  lettres  de  M.  Catalan. 

. . .  L'intéressante  Note  de  M.  d'Ocagne  me  suggère  les 
remarques  suivantes  : 

1°  Les  constructions  de  la  normale  à  l'ellipse,  indiquées 
par  le  jeune  et  ingénieux  Géomètre,  sont,  peut-être,  moins 
commodes  que  celle  où  l'on  fait  usage  des  foyers. 

2°  Quoiqu'il  en  soit,  le  premier  théorème  de  la  page  31 
peut  être  énoncé  ainsi  : 

M,  M'  étant  deux  ponts  correspondants,*  sur  l'ellipse  ABet  sur 
le  cercle  AC  (*);  si  l'on  trace  le<  normales  MR  M'Ràces  courues; 
le  lieu  du  point  R  est  la  circonférence  décrite  du  point  0  comme 
centre,  aoec  a  +  b  pour  rayon. 

?>°  Ce  théorème,  dû  à  M.  d'Ocagne,  peut  être  généralisé. 


(*)  Le  lecteur  est  prié  de  faire  la  figure. 
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Soient  deux  ellipses  ayant  un  axe  commun.  Soient,  sur  ces 
mûries.  M,  M'  (hu.v  points  correspondants  ;  c'est-à-dire,  ayant 
même  projection  sur  l'axe  commun.  Soient,  enfin,  MR,  M'H  les 
normales  n  spectives,  en  M,  M'.  Le  lieu  du  point  R  es/  une  ellipse 
dont  les  a  i  es  sont  dirigés  suivant  les  axes  des  courbes  données  (*). 

Autre  chose  : 

Voici,  à  propos  de  séries,  une  proposition  qui  peut  être  utile. 

Soit  une  série 

u,  +  u,+  Uj+.'..  +  uB+..,  (A) 

On  supprime  les  termes  u«,  up,  u....,  dont  les  indices  vont  en 
augmentant,  et  qui  sont  tels  que  la  série  auxiliaire 

uK  +  up  +  ur  +  .  .  . 
soit  convergente.  Il  reste 

Ul   +    U3  +    •    •    -J-    Ua-1    +    IU.-H    +    •  •    U?-1    H"    llP+1    +        •         (B) 

Cela  posé,  les  séries  (A).  (B)  sont,  simultanément,  convergentes, 
divergentes  ou  indéterminées. 
Application:  On  demande  si  la  série 

(  I     +    \  -  ~)  -h  (  |  +  -  -   l)  +  (  -  + - 

\  3       4/       \d        7        8/       \g        ii        i2; 

est  convergente  ou  divergente. 
Je  supprime 

I  I  F  ;  I  I  ,     r     . 

— ■  -h  -    —  —  H h   ...  (série  convergente). 

3        4        7        8        i  i        12  v  &        ' 

Il  reste 

i   +  —  h 1 +  ...   (série  divergente). 

d        9        1 3 

Donc  la  proposée  est  divergente. 

Autre  application  : 

1,11111  /  A  \    /**\ 

i    h -  +  -  +  --T +  -+...  (A)  (**). 

2043078 


(*)Les  demi-axes  de  cette  troisième  ellipse  sont  déterminés  par  les  formules 

W       „       , 

A  =  a-\ ,      B  —  b-hb. 

a 

(**)  Voici  la  loi  des  termes: 
1°  Si  n  =  i'\  un  =— ; 

2°  Si  n  est  impair,  u„  =  ±  — .  selon  que  n  .=  41a.  ±  1  ; 

n 

3°  Si  n  =  2vi,  i  é/an<  impair,  un  =  u    . 
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Je  supprime 

i         i         i 

I    H H K-7T+    .  .  i.  =   2 . 

248 

Il  reste 

I  l  I  I  F  I  1  I  I  /r)X 

--     +     ---T 1 1 h-^      +      '--       (B)* 

3        d        o        7        g        10        11         12        id 
Je  supprime 

1         1         1  1  2 

3        6        12       24  3 

Il  reste 

1        1         11  il  r  1  , 

H 1 +-  — +  . . .    (B  ). 

5        7        9        10        11         i3        14        i5 

Je  supprime 

I  I  1  !  2 

—  H 1 1 1-  . . .   =  — ,  etc. 

D         10        20        40  5 

Si   l'on    continue   indéfiniment   les  suppressions,   la  limite 

des  restes  est  zéro.  Or,  on  a  supprimé 

/  I  I  I  \  Tt 

21     —   -  +  - h     ...)  =  —. 

\  3        ï        7  /        2 

Donc  la  série  (A)  est  convergente,  et  a  pour  somme  —  • 

Voici  une  question  qui  intéressera,  peut-être,  quelques-uns 
de  vos  lecteurs. 

Pour  toute  valeur  réelle  de  x, 

1  1  .  x3 

i-hx4-x2"     (i+x)(i-hx*4-x4)       (i+x)(i+x2)(h-xî+x8) 


4- 


X 


(i  +x)(l  +X2)(  I  +x4)(  I  +x8  +  x16) 


X21 

(  I  -+-XJ(  I  -+x2)(  I  +X4)(  I  +x«)(  I  +x16+x32) 

Enfin,  à  propos  de  questions,    en  voici  une  que   je   crois 
très  difficile  à  résoudre  directement. 

Théorème.  —  La  somme  des  fractions 


')  Les  exposants  sont  : 

o  =  3  —  3,     3  =  6  —  3,     9  =  12  —  3,     21  =  24  —  3. 
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.            2.3.  .  .n  4.5.  .  .Il 

(211  -  1  ) ■  (2  11  -  3) 


3.5.7. .  .211  -h   1  D.7.  ..  211  —    I 

(211  —  7) — —  .  .  .  .  ,  égraJe  Funité' 

7.C).      .211—3 

N.-B.  —  D'après  l'origine  de  ces  fractions.  La  dernière  est 
ou   3  -         ->  selon  que  n  est  />r///-  on  Impair. 


/?  4-  1  n  4-  2 

Pour  finir  : 
1°  x  étant  compris  entre  o  et  \ ,  on  a 

1  x2  x4 

_l_ 4. 


2.3    (2    4-   X)2  4.5   (2    +  Xj*  6.7   (2    4-  X) 

[  4X  11  xa  26  x3 

Z 1 . h  •  •  • 

2.3.4       3.4.8        4.5.16        5.6.32 
2°  Quandx  surpasse  l'unité,  la  première  série  reste  convergente:, 

mais  la  seconde  devient  divergente. 
'4°  En  conséquence,  l'égalité  ci-dessus,  vraie  dans  le  premier  cas, 

est  absurde  dans  le  second. 

A-t-on  remarqué  ce  genre  de  discontinuité  ? 
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Histoire  des  sciences  mathématiques  et  physiques,  par  M.  Maximilien 
Marie  ;  répétiteur  de  mécanique,  examinateur  d'admission  a  l'Ecole 
Polytechnique;  tome  X,  de   Laplace  à  Fourier. 

Le  dixième  volume  de  cette  importante  publication  a  pour  sous-titre  : 

de  Laplace  à  Fourier.  Il  contient  la  fin  de  la  treizième  période,  celle  qui 

s'étend  de  Lagrange  à  Laplace  et  le  développement  de  la  quatorzième 

période.  Celle-ci  comprend,  pour  citer  les  noms  les  plus  célèbres  :  Laplace, 

Legendre,  Camot,  Ivory,  M  eus  nier,  Mascheroni,  Simon  Lhuillier.  C'est 

ace  dernier  géomètre  qu'est  dû,  pour  un  triangle  sphérique  rectangle, 

le  théorème  exprimé  par  l'égalité  : 

a  b  c  .  '      c  b 

sm2  -  =  sm2  -  cos-  — \-  sin-  -  cos*  -• 
2  22  22 

Cette  relation,  comme  le  fait  observer  M.  Marie,  est,  dans  la  géométrie 
de  la  sphère,  l'analogue  du  théorème  de  Pythagore,  dans  la  géométrie 
plane;  elle  aété  démontrée  en  1810,  dans  les  Annales  deGergonne.  Nous 
la  citons  ici  parce  qu'elle  nous  semble  constituer  un  exercice  intéressant 
de  trigonométrie  sphérique;  mais  elle  n'est  pas,  bien  entendu,  autrement 
importante. 

L'attention,  dans  la  lecture  du  dixième  volume  de  M.  Marie,  se  portera 
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principalement:  sur  la  vie  de  Monge,  dont  le  récit  est  placé  aux  pre- 
mières pages;  sur  celN  de  Laplace,  dans  laquelle  on  trouvera  (p.  87) 
une  intéressante  remarque  de  M.  Marie,  relative  à  la  précession  des 
équinoxes;  enfin  sur  celles  deLegendre  et  de  Girnot.  On  trouvera, 
dans  le  chapitre  consacré  à  ce  dernier  g  omèire,  sur  les  infiniment  petits 
et  sur  les  équations  différentielles,  à  propos  de  l'ouvrage  intitulé  Inflexions 
sur  la  métaphysique  du  calcul  infinitésimal,  une  di>sertation  parfaitement 
conduite,  après  laquelle  M.  Marie  conclut  que  si  Carnot  n'a  pas  exprimé 
sa  pensée  dans  une  forme  juste,  son  idée  n'était  pourtant  pas  inexacte  et 
c'est,  en  effet,  croyons-nous,  le  meilleur  résumé  qu'on  puisse  faire  de  l'ou- 
vrage en  question  (*).  G.  L. 


QUESTIONS  D'EXAMEN 


4.  —  Lieu  des  centres  des  coniques  tangentes  à  quatre 
droites  (**). 

On  sait  que  ce  lieu  est  une  droite  ;  cette  propriété  due  à 
Newton  (CM.  S.,  p.  348)  peut  s'établir  de  la  manière  sui- 
vante. 

Soit 

kx2  +  k'yi  +  AV  +  2Byz  +  2B';x-  -h  2B'xy  =  o, 
l'équation  d'une  conique  P  ;  cette  courbe  sera  tangente  à  la 
droite  représentée  par  l'équation 

UtX  +  V(tj  -f-  WiZ  =   o, 

si  l'on  a  (toc.  cit.,  p.  132) 

A     B"     B'    Ui 

B"  A'     B     Vi 

(  B'    B      A"     Wi 

!  Ut    Vi     iv i     0 
Les  coordounées(a;,  y,  z)  du  contre  de  T  vérifient  les  relations 

kx  -h  B"y  +  B'z  =  o. 

B"x  +  k'y  +  B;  =  0. 
D'après  cela,  le  déterminant  A  peut  s'écrire,  en  utilisant 


A  = 


=  o     (/'  =  1,  2,  3,  4). 


(*)  A  propos  des  principaux  ouvrages  de  Carnot,  nous  avons  été  surpris 
de  ne  pas  voir  cité  le  Traité  de  la  corrélation  des  figures,  que  Chasles  d'ail- 
leurs a,  lui-même,  à  peine  mentionné  (Aperçu  historique,  p.  370). 

(**)  Voyez  les  Examens  d'admissibilité  et  d'almission  à  l'École  polytechnique, 
1886,  p.  16.  (Groville-Morant,  éditeur,  20,  rue  de  la  Sorbonne.) 


u 

Vi 

0 


wxz 


o. 
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une  combinaison   naturelle 

a  ir  o 

W    A'  o 

O       O        A"z  4-  B'x  4-  By      UiX 

u,    Vi     UiX  4-  i\y  -+-  WiZ 
Ce  déterminant  développé  donne 

(u,x  4-  ?;,;/  4-  WiZ)*         A."z  -h.  B'x  +  By 
Av>  -  2b"Uii>i  +  A'u)  =      ~B'«  -  AA' 
En  donnant  à  i,  dans  cette  relation,    successivement    les 
valeurs  rf  2,  3,  4  et  en  posant 

Pt  =  UiX  4-  Vtî/  +  IV  iS, 

Av?  —  2B"UiVi  4-  A'tt;2  =  pj, 

P?       Pi       P*       Pi  1 

on  a  — ;  =  —  =  —  —  —  —  —  - 

Pi  P2  p3  p4  l 

et,  par  suite 
Si  =  kv\  -  2B"Uii\  4-  A!v)  4-  tV\  =  o.         (t  =  1,  2,  3,  4) 
En    éliminant   A,   B",  A'  et  t  entre  les  quatre   équations 
linéaires  et  homogènes 


S,  =0,     £2  =  o,     S3  =  o,     S4  =  o, 
on  a  l'équation  du  lieu  sous  la  forme 


«î 

14 

21^             (l6,£C   +    t^?/   +   W^z)2 

«1 

'■I 

2?/2i>2        (u2x  4-  u2t/  H-  tu2z)2 

«i 

r2 

63 

2u3v3        (u3x  4-  vzy  +  w3£)2 

«1 

îim 

Ult 

2W4V4            (W45C   +  V4?/  +   W4£)2 

se  simplifie  et  l'on  a  : 

"i 

V2 

1 1 

2U1Vi     W^2U±X  +    2V±y  4     104' 

«î 

?2 

2«2i'2     Wt(2U^X  4-  2i\y.+  W.À) 

«! 

«5 

2U3V3     ÎV3<2U3X  4-    2U;,Î/  +   tt>3) 

«I 

il 

2w4/'4    w4(2tt4a?  4-  2V4#  4-  w4) 

=  o. 


(1) 


=  o. 


(î) 


Ce  dernier  déterminant  est  du  premier  degré  en  a;  et  y; 
il  représente  la  droite  de  Newton.  Le  déterminant  (i)  donne 
le  lieu  cherché  sous  une  forme  remarquable,  bien  connue 
(Paul  Serret.  Géométrie  de  Direction,  p.  71  ;  et  Nouvelles  Annales, 
2°  série,  t.  IV,  p.  14o), 

S&P,  -  o, 
équation  dans  laquelle  on  donne  aux  coefficients  Àt,  A2,  À8 ,  À4 
des  valeurs  te  des  que  les  coefficients  des  termes  du  second 
degré  disparaissent. 
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Il  reste  à  reconnaître  que  la  droite  trouvée  passe  par  les 
points  milieux  des  diagonales  du  quadrilatère  formé  par  les 
quatre  droites  données.  La  vérification  directe  serait  assez 
pénible,  mais  on  peut  éviter  cet  effort  de  calcul  en  prenant 
deux  des  droites  proposées  pour  axes  de  coordonnées  et  en 
observant  que  la  forme 

S}  >,  P?  devient  [Hx*  +  [Hy*  +  u3(|  4- 1  -  i )  +  H(2  + 1  -  i) 

a1?  tx2,  a3,  ;j4  étant  déterminés  de  telle  sorte  que  les  termes 
du  second  degré  disparaissent;  en  effet,  une  forme  linéaire 
reste,  après  la  transformation  linéaire,  une  forme  linéaire. 
On  obtient  alors  une  équation  qui  est  celle  que  l'on  trouve 
habituellement  (C.  M.  S.,   p.  354). 

%{q  -  4)  +  y(v  -  v)  +  -  (pY  -  pq)  =  °» 

et  sur  laquelle  on  vérifie  sans  peine  la  propriété  en  question. 
On  peut  aussi  utiliser  la  forme  remarquable 

SJX4PÎ=  o,  (N) 

donnée  à  l'équation  de  la  droite  de  Newton,  pour  reconnaître 
que,  dans  les  coniques  correspondant  à  l'équation  précé- 
dente (lorsque  les  paramètres  À  sont  quelconques),  deux 
sommets  opposés  du  quadrilatère  sont  conjngés.  De  là  on 
conclut  facilement,  comme  l'a  fait  M.  P.  Serret  (loc.  cit.)  la 
propriété  de  la  droite  de  Newton.  Il  suffit  de  cou  sidérer 
l'équation  (N)  comme  représentant  une  conique  constituée 
par  la  droite  de  Newton  et  par  la  droite  de  l'infini. 


QUESTION  124 

Solutiou  par  M.  J.  Rat,  élève  de  Mathématiques  spéciales,  au  Lycée 
Saint-Louis  (classe  de  M.  Piéron). 


On  fait  une  section  droite  dans  un  cylindre  parabolique.  Par 
le  foyer  de  cette  section,  on  mène  dans  le  plan  de  la  courbe 
une  perpendiculaire  à  l'axe,  qui  coupe  la  courbe  en  deux  points 
A  et  B.  Au  point  A,  on  mène  dans  le  plan  de  la  parabole  la 
normale  AM  à  cette  courbe;  puis  par  AM,  on  fait  passer  des 
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plans  variables.  Lieu  des  foyers  des  paraboles,  suivant  lesquelles 
ces  plans  coupent  le  cylindre.  Ce  lieu   est  une  courbe  plane. 

(Amigues.) 

Prenons  pour  plan  des  xy  le  plan  de  la  parabole  do  sec- 
lion  droite,  pour  axes  des  x  et  dos  y  l'axe  et  la  tangente  au 
sommet  do  cette  parabole  et  pour  axe  des  z  la  perpendicu- 
laire à  son  plan,  menée  par  son  sommet.  L'équation  du 
cylindre  parabolique  est  alors  : 

y2  —  2px  =  o. 

L'équation  do  la  normale  AM  du  plan  des  xy  est  d'autre 
part  : 

ip 
x  +  y  -  —  =  o, 

et  l'équation  générale  des  plans  passant  par  cette  normale  est  : 

Sp 

x  -\-  y  —  —  +  az  =  o. 

J  2 

Soient  a,  p,  y  les  coordonnées  d'un  des  points  du  lieu. 
Ce  point  se  trouve  dans  un  des  plans  passant  par  la  normale 
AM  à  la  parabole  de  section  droite.  On  a  donc: 

Exprimons  que  le  point  (a,  (3,  y)  est  foyer  de  la  courbe  de 
section  du  cylindre  par  le  plan,  c'est-à-dire  que  les  tangentes 
menées  du  point  (a,  (3,  y)  à  la  courbe  de  section  torment  une 
conique  de  l'espèce  cercle.  Gela  revient  à  exprimer  que  le 
plan  donné 

3P       i 
x  +  y +  lz  =  o 

J  2 

est  un  plan  cyclique  du  cône  circonscrit  à  la  surface,  et  ayant 
pour  sommet  le  point  (a,  (3,  y). 

Ce  cône  se  compose  évidemment  de  deux  plans  perpendi- 
culaires au  plan  des  xy  et  a  pour  équation  : 

(y2  —  ipx){^  —  2py.)  —  [p(x  -h  a)  —  £//]2  =  o, 
et  l'équation  générale  des  quadiïques  passant  par  l'intersec- 
tion du  plan  considéré  et  du  cône  précédent  est  : 
(y2  —  2px)([j*  —  2poc)  —  [p(x  H-  a)  —  py]2 

4-  (x  h-  y  +  X*  -  ~)(A#  +  By  +  Cz  +  D)  =  o . 
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Il  s'agit  d'exprimer  que  parmi  ces  quadriques  se  trouve 
une  sphère,  ce  qui  donne  les  conditions: 

B  -  2/?a  =  A  -  p2  =  XG,  (2)  (3) 

2/?(3  +  A  +  B  =  o,  (4) 

G  +  AX  =  o,  (B) 

G  +  BX  =  o.  (6) 

Si  entre  les  équations  (1),  (2),  (3),  (4),  (5),  (6),  on  élimine 
A.  B,  G,  et  X,  on  aura  les  équations  d'une  ligne,  qui  repré- 
sentera le  lieu  cherché.  Les  équations  (4),  (5),  (6),  donnent: 

A  =  B  =  -  pp. 
L'équation  (1)  donne  : 


x  +  p  -  !2 


x  =  - 


y 

substituant  dans  (5),  on  en  tire 


G  =  -  AX  = 


~  Pp(a  +  P  -  -f) 


Y 
Enfin  substituant  dans  (2)  et  (3)  ces  valeurs   de  A,  B,  G 

et  X,  on  a   les   équations   du  lieu,  qui  sont,  en  remplaçant 

a,  (3,  y  par  x,  y,  z  : 

P 
x  —  - 

2 

et 

y(x  +  //  -  -£j    +  (y  +  p)^2  =  o. 

La  première  de  ces  équations  montre  que  le  lieu  est  une 
courbe  située  dans  un  plan  parallèle  au  plan  des  yz,  mené 
par  le  foyer  de  la  parabole  de  section  du  cylindre  parabo- 
lique par  le  plan  des  xy. 

Pour  avoir  l'équation  de  cette  courbe  dans  ce  dernier  plan, 

P 
je  fais  x  —  -  >    dans  la   seconde    équation    du   lieu,  et  j'ai 

ainsi  : 

y(y  -  p)2  +  **(y  +  p)  =  o, 

dou 

s2  =  -  yfy  -  p)2 
y+  v 

De  cette  équation  on  déduit  immédiatement  la  forme  du 


JOURNAL   DE   MATHÉMATIQUES   SPÉCIALES  î)l 

lieu.  Il  est  compris  tout  entier  entre  les  droites  y  =  o  et 
y  +  p  =  o,  et  cette  dernière  droite  est  une  asj  mptote  du  lieu. 
Enfin  le  lieu  es!  tangent  à  l'axe  des  %  à  l'origine  O,  il  est 
symétrique  par  rapport  à  ()//,  et  il  a  un  point  double  isolé, 
Le  poinl  A  de  Oy,  tel  que  OA  =  OB  =  p. 

On  déduil  de  ces  observations  diverses  les  formes  du  lieu 
Lequel  est  une  cubique  constituée  par  une  branche  unique 
de  Tonne  conchoïdale. 

Nota.  —  Solution  analogue  par  M.  Grolleau,  élève  au  lycée  de  Mar- 
seille. 


VARIÉTÉS 


SUR  LES  FONDEMENTS  DU  CALCUL 

INFINITÉSIMAL 

Par  M.  G.  ililhaud,  professeur  de  Mathématiques  spéciales 
au  Lycée  du  Havre. 

(Suite,  voir  p.  44.) 


III 

En  dernière  analyse,  les  principes  de  la  méthode  infinité- 
simale se  ramènent  donc  à  deux  notions  :  celle  de  limite  et 
de  variation  continue.  Etudions  séparément  chacune  de  ces 
deux  idées,  et  demandons-nous  si,  en  fondant  sur  elle  tout 
un  développement  nouveau,  les  sciences  mathématiques 
pouvaient  encourir  le  reproche  d'altérer  le  caractère  de  leurs 
méthodes. 

Je  rappelle  la  définition  de  la  limite. 

Une  quantité  variable  Xa  pour  limite  une  quantité  détermi- 
née A,quand  on  peut,  si  petit  qu'il  plaise  à  l'esprit  de  choisir  un 
nombre  £,  trouver,  dans  la  variation  deX,  un  instant  (*)  à  partir 

(*)  Ce  mot  est  employé  ici  dans  un  sens  purement  logique  et  n'im- 
plique nullement  l'idée  du  temps. 
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duquel  la  différence  A  —  X  reste  moindre,  en  valeur  absolue, 
que  s.  Malgré  la  longueur  de  cet  énoncé,  la  définition  est 
des  plus  claires.  Elle  indique  nettement  la  propriété  spéciale 
de  la  variation  de  X,  qui  s'exprimera  par  ces  mots  :  X,  a 
pour  limite  A.  Elle  ne  vise  aucune  loi  de  variation  définie, 
n'exige  pas  que  X  augmente  ou  diminue  constamment. 
Quelle  que  soit  la  façon  dont  X  varie,  le  fait  de  la  limite 
consiste  exclusivement  en  ce  que  la  différence  entre  une 
quantité  fixe  et  la  variable  peut  devenir  et  rester  moindre 
que  toute  quantité  donnée.  Cette  propriété  de  X  pourrait 
être  incompatible  avec  telle  ou  telle  loi  de  variation,  mais 
évidemment  elle  ne  l'est  pas  avec  la  seule  autre  condition 
imposée  a  X,  à  savoir  que  X  varie,  puisqu'au  contraire  elle 
l'exige. 
Considérons  l'exemple  suivant  : 

X  =j-[a<as  +  2)] 

Si  l'on  fait  tendre  x  vers  zéro,  le  premier  facteur—  croît 

x 

indéfiniment;  cela  veut  dire  qu'il  peut  dépasser  n'importe 
quelle  valeur,  pourvu  qu'on  prenne  x  suffisamment  petit  ;  le 
second  facteur  x(x  +  2)  peut  devenir,  dans  les  mêmes  con- 
ditions, aussi  petit  qu'on  voudra.  Le  produit  de  ces  deux  fac- 
teurs, X,  a  pour  limite  2.  En  effet,  pour  toute  valeur  de  x, 
le  produit 

1  , 

—  X  x(x  +  2) 
x 

a  la  même  valeur  que 

X'  =  x  +  2. 

X  et  X'  sont  deux  variables  constamment  égales.  Ce  sont 
deux  expressions  différentes  d'une  même  quantité  variable: 
la  limite  de  cette  quantité  se  voit,  sans  difficulté,  sur  l'expres- 
sion X'.  On  reconnaît  en  effet,  immédiatement,  que  x  -h  2 
deviendra  aussi  voisin  de  2  qu'on  voudra  ;  2  est  donc  la 
limite  de  X. 

Il  est  essentiel  de  remarquer  que  ce  raisonnement  ne  cache 
aucun  mvstère;  quand,  de  l'égalité  X  =  X',  nous  déduisons 
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cette  autre 

lini  X  =  lim  X', 

nous  no  sous-cntondons  aucun    principe,  ni  postulat.  Cette 

égalité  est  exigée  par  La  définition  même  de  la  limite.  Il  y  a 

identité  entre  les  quantités  X  et  X';  la  loi  de  variation  est  la 

même,  mais  elle  s'exprime  de  deux  manières  différentes,  l'une 

plus  commode  que  l'autre  pour  mettre  en  évidence  l'existence 

de  la  limite,  voilà  tout. 

xix  -+-  Q) 
X  pourrait  encore  s'écrire  sous  forme  de  fraction  —  , 

x 

dont  les  deux  termes  tendent  vers  zéro  et  nous  retrouvons  alors, 
dans  cet  exemple,  le  type  des  rapports  étudiés  dans  le  calcul 
différentiel.  On  dit  quelquefois,  en  considérant  la  première 
forme  de  X,  le  produit  de  zéro  par  l'infini  donne  2,  ou,  en  con- 
sidérant la  seconde,  le  quotient  de  zéro  par  zéro  donne  2.  Ce  sont 
là  des  façons  déparier,  qui  ne  signifient  rien  absolument  par 
elles-mêmes.  On  connaît  la  fameuse  preuve  de  la  création 
(du  père  Gratry),  fondée  sur  ce  que  la  multiplication  de 
zéro  par  l'infini  donne  quelque  chose  de  déterminé.  Si  jamais 
quelqu'un  a  pris  cette  plaisanterie  au  sérieux,  il  n'a  certai- 
nement rien  compris  à  la  question.  Sans  doute,  il  peut  arriver 
à  un  mathématicien  d'employer  telle  ou  telle  locuiion  bizarre, 
mais  il  faut  alors  avoir  bien  précisé  le  véritable  sens  qu'il 
y  met.  Ainsi,  s'il  dit  jamais,  à  propos  de  l'exemple  précédent, 
que  zéro  multiplié  par  l'infini  donne  2,  ce  qu'il  entend  par 
là  se  réduit  à  cette  idée  si  nette  :  On  peut  assigner  à  x  une 

valeur  assez  petite  pour  que  la  quantité  —  x(x  -f-  2)  diffère 

x 

de  2,  d'aussi  peu  qu'on  voudra. 

Qu'est-ce  qui  peut  donc  obscurcir  des  idées  aussi  claires 
et  aussi  précises?  Qu'est-ce  qui  a  pu  créer  des  difficultés 
troublantes  pour  tant  d'esprits  ?  Je  ne  parle  pas  seulement 
des  philosophes,  à  qui,  quelquefois,  on  pourrait  reprocher  de 
ne  s'être  pas  assez  pénétrés  des  méthodes  mathématiques; 
mais  comment  comprendre  que  Lagrange,  par  exemple,  ait 
pu  médire  de  la  méthode  des  limites  ? 

Je  crois  en  voir  l'explication  dans  une  idée  qu'on  ajoute 
souvent  à  la  notion  de  limite  et  qui  n'y  est  nullement  conte- 
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nue,  à  savoir  qu'un?  variable  atteint  sa  limite.  Beaucoup  s'ima- 
ginent voir  les  mathématiciens  suivre  une  variable  jusqu'à 
sa  limite,  et  arriver  eux-mêmes  à  l'instant  où  elle  l'atteint. 
C'est  là  une  erreur  des  plus  graves,  qui  a  pu  troubler  les 
penseurs  de  tous  les  temps.  Elle  a  suffi  à  engendrer  des 
fantômes  métaphysiques  dont  on  a  peine  encore  à  se  débar- 
rasser. 

Pour  Lagrange,  le  doute  n'est  pas  possible.  «  Cette  méthode, 
dit-il  à  propos  de  la  méthode  des  (luxions  de  Newton,  a, 
comme  celle  des  limites,  qui  n'en  est  que  la  traduction  algé- 
brique, le  grand  inconvénient  de  considérer  les  quantités 
dans  l'état  ou  elles  cessent  pour  ainsi  dire  d'être  des  quan- 
tités; car,  quoique  l'on  conçoive  toujours  bien  le  rapport  de 
deux  quantités  tant  qu'elles  demeurent  finies,  ce  rapport 
n'offre  plus  à  l'esprit  une  idée  claire  et  précise  aussitôt  que 
ses  termes  deviennent  l'un  et  l'autre  nuls  à  la  fois.  » 

Lagrange  voulait  sans  doute  atténuer  l'expression  de  sa 
pensée  quand  il  déclarait  que  le  rapport  de  deux  quantités 
nulles  n'offre  pas  une  idée  claire  et  précise  :  il  aurait  pu 
dire,  il  me  semble;  que  ce  rapport  n'a  aucune  espèce  de  sens. 
Mais  précisément  la  méthode  des  limites  ne  considère  pas 
l'instant   où.   les  quantités   cessent  d'exister. 

Quand   on  dit  que  le  rapport a  pour  limite  2,  lors- 

que  x  tend  vers  zéro,  on  entend  seulement  parler  des  valeurs 
du  rapport  correspondant  à  des  valeurs  non  nulles  de  #,  et 
ce  que  l'on  exprime  c'est  la  propriété  de  ces  valeurs  de 
s'approcher  de  2  autant  qu'on  le  veut. 

(A  suivre.) 


QUESTIONS  PROPOSEES 


219.  —  Une  droite  ao,  se  confondant  d'abord  avec  le 
rayon  AO,  glisse  par  une  de  ses  extrémités  (a)  sur  ce  rayon; 
elle  est  animée,  en  même  temps,  d'un  mouvement  de  0  en  B, 
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o"\ 

o"\.            \ 

P'*"    —— -_^ 

m 

0 

a" 

a  ■•" 

rt 

sur  le  rayon  OB  perpendiculaire  ù  AO,  de  Loi  le  sorte  que 
les  parties  extérieu- 
res, mo\  no\  po"\... 
soient  toujours  égales 
au  chemin  parcouru 
sur  ce  rayon.  Donner 
l'équation  de  la  cour- 
be,  ou  de  l'arc  do 
courbe  décrit  par  l'ex- 
trémité (o)  de  la  droite 
mobile. 

(E.  Fortin,  ingénieur  des 
Mines  à  Port  d'Espagne, 
Ile  anglaise  de  Trinidad.)  ' 

Cette  question  est  des  plus  simples;  elle  nous  avait  même 
été  donnée  pour  le  journal  de  Mathématiques  élémentaires;  mais 
elle  conduit  à  diverses  remarques  intéressantes  : 

1°  On  examinera  le  cas  où  les  rayons  OA,  OB,  au  lieu 
d'être  rectangulaires  font  un  angle  quelconque  6,  et  l'on  fera 
voir  que  le  lieu  est,  dans  ce  cas,  une  strophoïde  oblique. 

2°  Étant  données  deux  droites  rectangulaires  A,  A',  se  cou- 
pant en  O,  on  cherchera  l'enveloppe  U  des  droites  qui  coupent 
A  en  A,  A' en  A',  de  telle  sorte  que 

OA  +  AA'  =  a, 
a  désignant  une  constante  donnée. 

3°  On  fera  voir  que  si  l'on  prend  (dans  la  direction  AA') 
AI  =  OAr,  le  lieu  de  I  est  précisément  la  courbe  U.  Cette 
courbe  est  une  quartique  unicursale;  elle  peut  donc  être 
construite,  bien  simplement,  par  points  et  par  tangentes. 

4°  Déduire  de  cette  remarque,  de  celle  qui  constitue  la 
question  de  M.  fortin  et  du  principe  de  Chasles  sur  le  centre 
instantané  de  rotation,  une  description,  par  points  et  par 
normales,  des  strophoïdes  droites. 

N.-B.  —  On  pourra,  avantageusement,  croyons-nous,  pour 
démontrer  ces  diverses  propriétés,  observer  que  les  longueurs 
des  trois  côtés  du  triangle  rectangle  OAAr  peuvent  être 
représentées  par  : 
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OÀ'  =  -  ( ,  _  p),        AA'  =  -  (i  4-  t*).        OA  =  at\ 

2  2 

t  désignant  un  paramètre  variable. 
Les  coordonnées  de  U  sont  alors 


2t*  a  (i  -  t2) 


x  —  a >         y 


i  +  /2  °       2    i  +  t* 

La  quartique  U  est  formée  de  deux  bras  paraboliques 
tangents  à  l'axe  ox;  elle  possède  suroyun  point  de  rebrousse- 
ment. 

Divers  exercices  conduisent  à  cette  quartique;  nous  cite- 
rons le  suivant. 

Une  parabole  mobile  P  coupe  oy  en  deux  points  fixes  A, 
B;  elle  est,  en  outre,  constamment  tangente  à  ox.  Soit  C 
le  point  de  contact.  Le  cercle  ABC  coupe  P  en  un  quatrième 
point  I;  l'enveloppe  de  CI  est  une  quartique  égale  à  la  courbe 
U  considérée  ci-dessus  ;  les  axes  ox,  oy  sont,  bien  entendu, 
rectangulaires.  G.  L„ 

220.  —  Etudier  la  série 

I  T  1.3  1.3.  .271—3 

— — l -_| |_  #     j y.  _ 

2.3       (l.2).22.5       (l.2.3).23.7  (n!)2n(27l+l) 

Montrer  qu'elle  est   convergente    et    que  sa   valeur  égale 


i  + 


TC 


2 •  (Roux,  élève  au  lycée  de  Grenoble.) 

4 


Rectification.  —  Année  4886,  p.  268.  1.  3  ;  lisez 

b  2  \sin  B        sin  G/        °       Vsin  2B'  ^  sin  2C'/ 


Le  Directeur-Gérant, 

G.  de  LONGCHAMPS. 


IMPRIMERIE  CENTRALE   DES  CHEMINS   DE   FER.    —  IMPRIMERIE  CHAIX, 
RIE  DERQÈRE,    20,   PARIS.  —    7414-7. 
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QUELQUES  QUESTIONS 

RELATIVES  A   l/ ETUDE  DES  POINTS  INVERSES 

Par  M.  Emile  Lcmoine,  ancien  élève  de  l'École  Polytechnique. 

(Suite,  voir  p.  53.) 


6.  —  Il  y  a  d'autres  couples  de  points  inverses  qui  jouissent 
de  propriétés  analogues. 

En  effet  sur  le  milieu  de  CO&  j'élève  une  perpendiculaire 
qui  coupe  en  <pcb,  cprc&  la  circonférence  décrite  sur  Oa  Ob  comme 
diamètre,  on  a  : 

?'cb    A    (feb  =   9>'cb    &    <?cb  =    l8o   —   <lf Cb   C    Çcb. 

Sur  le  milieu  de  COa  j'élève  une  perpendiculaire  qui  coupe 
en  <pco,  <p'ca  la  même  circonférence,  on  a  : 

<?'ca  A  Cpça  =   ç'.-a  -^  <?ca   =    I  80  —   '/ra  C  cpca. 

Cette  circonférence  a  pour  équation 

cf  +  (b  +  a)  fiy  +  (&  4-  a)ay  +  Cap  =  o,        (10) 

C 
c'est  le  segment  capable  de—  décrit  sur  AB. 

<?ct,  <?'cb  appartiennent  à  l'hyperbole  équilatère 

(c  +  a)pa  +  6Sy  +  (c  +  a)ay  +  &ap  —  o,         (11) 

qui  passe  par  C,  A,  Oc,  Oa. 

<?ca,  y'ca  appartiennent  à  l'hyperbole  équilatère 

(c  +  6)a2  +  (c  +  6)[5y  +  ttay  +  aa(3  —  o,         (12) 

qui  passe  par  G,  B,  0C;  Oh. 

L'équation  de  la  droite  <pCb<p'c?>  est 

(b  —  e)a  +  (a  +  ç)p  +  cy  =  o.  (13) 

L'équation  de  <pca,  y  ca  est 

(c  +  6)a  -h  (a  —  c)p  4-  Cy  =  o.  (14) 

On  obtient  ces  résultats  en  suivant  une  marche  analogue 

à  celle  que  nous  avons  indiquée  pour  les  points  Fc,  F'c. 

On  aurait  aussi  de  même  les  points  <p6a,  <p'ba;  ybCj  y'bc  ;  ©a6, 
..'.„' 

f  a&j    foc  ?    ?  ac« 

Les  douze  points  <p  sont  toujours  réels. 
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Les  quatre  droites  cpct)cp'cb,  cpbccprbc»  FbF'b,  FcF't.  concourent  au 
milieu  de  OcO[„  etc. 
On  trouverait,  comme  précédemment, 

i        _,  ,         p  —  a  ,,  ,  p  —  b 

COS2  —  OcbCcp  cb  =  —  COS  cpc6L.<p  cb  = , 

2  2C  C 

„  i       «  ,         p  —  b  ,  p  —  a 

COS2  —  <pC0L.<p  co  = COS  cpcaG?  ca   = 

2  20  C 

Tous  les  angles  de  la  figure    se    calculent  facilement  en 
fonction  des  côtés  par  leurs  lignes  trigonométriques,  car  on  a  : 

AFCB  =  AF'CB  =  '  8°  +  ° , 


2 

FCAC  -  FCGA  =  F'CAC  -  F'CCA 

FCBC  -  FCCB  =  F'CBG  -  F'CCB 

C 


A  -  C 


B  —  C 


A<pcbB  =  A(pfc?;B  = 


2 


<pcbAC  —  ?cbCA  =  90 (A  -  G). 

<p'cbCA  -  ?'cbAC  -  90  +  -(A  -  G). 

j3  Q 

cpcbBG  —  cpC!;CB » 

2 

cp^GB  -  ?'cbBC  =  180  -  i(B  -  G),  etc.,  etc. 

Remarque.  —  Les  cercles  et  les  hyperboles  équilatères  dont 
nous  avons  parlé,  c'est-à-dire  les  cercles  décrits  sur  OOu, 
OOb,  00c,  ObOc,  OaOc,  OaOb,  comme  diamètres  et  les  hyperboles 
représentées  par  les  équations  (5),  (7),  (11),  (12),  etc.,  sont  des 
courbes  qui  sont  à  elles-mêmes  leurs  propres  inverses. 
(Voir  §  2  et  §  3.) 

On  a  donc,  en  tout,  neuf  couples  de  points  inverses  qui 
jouissent  de  la  propriété  que  chaque  couple  est  vu  des  trois 
sommets  sous  des  angles  égaux  ou  supplémentaires,  un  seul 
de  ces  couples  peut  devenir  imaginaire,  c'est  Fc,  F'c  et  la  chose 
a  lieu  si,  G  étant  le  plus  petit  côté,  on  a  :  3c  <  a  -+-  b. 

On  aurait  facilement  aussi  les  équations  des  coniques 
inscrites  qui  ont  pour  loyers  deux  des  points  <p. 
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Ainsi,  par  exemple,  l'équation  de  l'Ellipse  qui  a  pour  foyers 

cpcb»  et  cp'(.,,  OSt 


\/  —  a(c—  b)d  -\-  \J  —  b{a  +  c)p  H-  c\Zy  =  o. 
La  conique  inscrite  qui  a  pour  foyer  cpa^'a^esl  une  hyperbole, 

—  —  <Pac,<p'ac  — 

—  —  <?bcy  y  bc  — 

?ba,  ?'ba      ellipse  réelle, 

—  —  <pca,  y'ca  — 
<?cb,  ?'cb  — 

Remarquons  enfin  :  1°  Que  la  conique  inscrite  qui  a  pour 
foyers  Fc,  F',,  touche,  sur  AG,  la  conique  inscrite  qui  a  pour 
foyers  o>cb,  ycb  et  touche,  sur  BC,  la  conique  inscrite  qui  a  pour 
foyers  <pca,  <p'ca. 

2°  Que  les  quatre  points  (il  n'y  en  a  que  quatre,  au  lieu  de  six, 
puisque  nous  venons  de  voir  qu'il  y  a  des  points  de  contact 
communs)  de  contact  des  trois  coniques  inscrites  ayant  pour 
foyers  Fc,  F'c;  cpcb,  o'cb;  cpCrt,  <p'ca  avec  les  côtés  GA  et  GB  sont 
sur  le  cercle  décrit  de  G  comme  centre  avec  AB  pour  rayon, 
cercle  déjà  considéré  par  M.  de  Longchamps  (J.  S.,  p.  57 
1886)  et  qu'il  appelle  A. 

7.  —  Tous  ces  résultats  ont  été  trouvés  analytiquement, 
mais  il  est  fort  simple  de  les  démontrer  synthétiquement  par 
la  géométrie;  nous  allons  le  faire  brièvement  pour  les  points 
Fc,  F'c;  ce  serait  tout  à  fait  analogue  pour  un  autre  couple 
de  points  F  ou  cp. 

Soient  Fc,  F'c  les  points  ou  la  perpendiculaire  élevée  sur 
le  milieu  de  GOc,  coupe  la  circonférence  OOcAB  décrite  sur 
OOc  comme  diamètre. 

Joignons  Fc  et  F'c  aux  trois  sommets, 
OA,  OB,  OG  sont  les  bissectrices  des  angles  FCAF'C,  FCBF'C, 
FfGF'c; 

Joignons  OcFc,  OcF'c,  FcO, 
FcAF'c,  FCBF'C,  FcOcF'c  sont  égaux,  car  ils  ont  pour  mesure 

-  arc  F'cOFc.  mais  comme  CF'cOcFc  est  un  losange,  on  a 

2 

F,OcF'c  =  FcGFe;  donc  les  trois  angles  FcAF'f,  FCBF'C?  F0CF' 
sont  égaux.  c.  q.   f.  d. 
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On  calcule  facilement  cos  OCFc,  car  soit  w  le  milieu  de  COc 
on  a 

cos2  FcCO  =  cos2-  y  =  —  =  -=4  =  r.      =  — -1  =  il . 

2        CFc      40CF2      4w0c00c      200c      2c 

Le  problème  se  discute  sans  difficultés  et  l'on  retrouve 
ainsi  les  résultats  déjà  établis. 

Remarque.  —  Si  a  et  p  sont  les  points  où  le  cercle  ABOOC 
coupe  GB  et  CA,  B(3  et  Aa  sont  perpendiculaires  à  GO. 

Démontrons,  pour  terminer,  que  le  cercle  AOOcB  est  son 

propre  inverse  et  que  l'hyperbole  lieu  du  point  K  tel   que 

A  —  G 
KAG  —  KGA  = est  sa  propre  inverse. 

Soit  Fc  un  point  quelconque  du  cercle  AOOcB;    soit  F'c  le 
point  inverse  de  Fc 
on  a 

FCBA  =  B  -  F'CBA,     et    FCAB  =  A  -  F'CAB, 

ou 

FCBA  +  FCAB  =  180  -  G  -  (F'CBA  +  F'CAB); 
mais  Fc  appartenant  au  cercle  A00cB 
on  a 

Ff.BA  +  FrAB  =  18o  -  AFCB  =  I   °  ~      . 

donc 

F',BA  +  F'£A.B  =  l8°"~C , 

donc 

BF'CA  =  BF,A, 
et  Ffc  est  sur  le  cercle. 

Soit  maintenant  Fc  un  point  quelconque  de  l'hyperbole,  lieu 
de  K,  un  point  tel  que 

KAG -KGA  =  A  ~  C, 

2 

F'c  le  point  inverse  de  Fc. 
On  a 

F'fAC  =  A  -  FfAC,     et    FCCA  =  G  -  FCGA, 
ou 

F'CAC  -  FCGA  =  A  -  G  -  (FCAG  -  FCCA); 
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mais 


donc 


FCAC  -  F,GA  = 

A  -  G 

2 

"„AC  -  V'a:\  . 

A  -  G 

cy 


et  F'r  appartient  à  la  courbe. 


NOTE  SUR  LES  SURFACES  REGLEES 

Par  M.  Amij>ues,  professeur  de  Mathématiques  spéciales 
au  Lycée  de  Marseille. 


Si,  dans  une  surface  réglée,  la  plus  courte  dislance  de  deux 
génératrices  infiniment  voisines  est  d'un  ordre  infinitésimal  su- 
périeur au  troisième,  la  surface  est  un  plan  ou  un  cône,  et  la 
plus  courte  distance  considérée  est  par  suite  rigoureusement 
nulle. 

M.  Bertrand  qui  examine  cette  question  clans  son  Traité 
de  calcul  différentiel  (pages  605  et  606)  ne  donne  pour  solution 
que  les  plans.  L'analyse  suivante,  qui  est  fort  simple,  donne 
en  outre  tous  les  cônes. 

J'adopterai  les  notations  de  la  note  que  j'ai  publiée  récem- 
ment dans  ce  journal  (Janvier  1887,  page  6). 

Pour  que  l'ordre  d'inlinitude  soit  supérieur  au  troisième, 
il  faut  et  il  suffit  que  l'on  ait  simultanément  les  équations  : 

dadq  —  dbdp  —  o,  (1) 

-  (diadiq  -  d2bd2p)  -+-  \  (dad*q  +  dqd*a  -  dbd3p  -  dpd3b)  =  o.  (2) 
4  o 

La  première  s'écrit 

da       dp 

db       dq 

Soit  m  la  valeur  commune  de  ces  deux  rapports;  on  a,  dès 

lors, 

(  da  —  mdb, 

\  dp  =  mdq. 
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Diffèrentiant  deux  fois  ces  deux  équations  et  portant  dans 
l'équation  (2)  les  valeurs  de  da,  dp,  d2a,   d2p,   d*a,  d,3p,  on 
observe  que  les  termes  en  m  et  en  d2m  se  détruisent.   On  a 
donc  dm  en  facteur.  Le  résultat  est,  en  effet, 
dm(dbd2q  —  dqd2b)  =  o. 

Première  Solution.  — On  prend  pour  m  une  constante  arbi- 
traire K.  On  a  alors,  en  intégrant,  les  équations  (1), 

a  =  K6  4-  h, 
p  =  Kg  +  r. 
La  droite  génératrice  est  donc  représentée  par  les  équations, 
x  =  (Kb  4-  h)z  4-  Kq  4-  r, 
y  =  bz  4-  q. 
multipliant  la   seconde  équation  par  —  K  et   ajoutant  à  la 

première,  on  a 

x  =  Ky  4-  hz  +  r, 

équation  dans  laquelle  K,  h,  r  sont  des  constantes.  La  sur- 
face est  donc  un  plan  représenté  par  cette  équation  ;  et 
comme  K,  h,  r  sont  arbitraires,  on  obtient  pour  solution 
tous  les  plans. 

Deuxième  Solution.  On  a 

d2b       d2q 
db        dq  ' 
d'où,  en  intégrant  une  première  fois, 

dq  =  hdb; 

et,  en  intégrant  encore, 

q  —  hb  4-  g. 

Mais,  on  a 

da       db       i 

dp       dq       h 

Donc  dp  =  hda, 

et  p  =  ha  4-  r. 

La  droite  est  alors  représentée  par  les  équations 

i  x  =,a{z  4-  h)  4-  r,  , 

(  y  =  b{é  +  h)  4-  g. 

Cette  droite  passe  par  un  point  fixe,  dont  les  coordonnées 

sont 

œ  =  r,        î/  =  9,        z  =--  -  h. 

La  surface  quelle  décrit  est  donc  un  cône. 
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J'ajoute  qu'on  8   tous  lei  cônes. 

En  effet,  a  et  b  restant  ronchons  arbitraires  de  la  variable 
/,  on  peut  dire  que  b  est  fonction  arbitraire  de  a,  c'est-à- 
dire  que  l'on  a 

V(a,  b)  =  o,  (5) 

F  étant  une  fonction  arbitraire.  L'équation  de  la  surface 
s'obtient  en  éliminant  a  et  6  entre  les  équations  (4)  et  (5), 
ce  qui  donne 

\3  4-  ft       Z   4-  /i/ 

C'est  l'équation  de  tous  les  cônes  qui  ont.  pour  sommet  le 
point  dont  les  coordonnées  sont  a?  =  v\  y  =  gt  z  =  —  h.  Mais 
les  quantités  r,  #,  /*,  introduites  par  l'intégration,  sont  des 
constantes  arbitraires.  On  a  donc  bien  tous  les  cônes,  comme 
solution. 


NOTE  SUR  LES  POINTS  ISOBAR1QUES 

Par  M.  G.  Rogier. 


• 


1.  Théorème.  —  Si  les  coordonnées  bar gcentriques  des  som- 
mets d'un  triangle  A  sont  respectivement  : 

A2,  ij25   ^*2 
A-3,    -D3,    C3 

avec  les  relations  : 

kfifi^Bfi.k^C^B,;  (1) 

ou  bien, 

si  les  équations  des  côtés  de  ce  triangle  sont 
Mta  4-  N±p  4-  PiY  =  o, 

M2a  4-  N2[3  4-    P2Ï  =   O, 
M,a  4-  N3p  4-  PïY  ^  O, 

avec  les  relations: 

MtN,Pa  =  NtPsM,  =  P^N,  (2J 

/e  triangle  considéré  est  triplement  homologique  au  triangle  de 
référence  ABC. 
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En  effet,  les  droites    qui  joignent  les  trois   sommets  du 

triangle  A  respectivement  aux  sommets  A,  B,  C;  puis  B,  G,  A 

et  enfin  G,  A,  B  du  triangle  de  référence,  ont  pour  équations  : 

Ctp  —  B4y  =  o  AAy  —  G4a  =  o  B±a  —  AAp  =  O 

A2y  —  G2a  =  o         B2a  —  A2(3  =  o         C2(3  —  B2y  =  o 

B3a  —  A3(3  =  O  C3(3  —  B3y  =  O  A3y    -   G3a  =  O 

Or,  il  est  visible  que  les  relations  (1)  expriment  la  condition 
nécessaire  et  suffisante  pour  que  les  trois  droites  de  chacun 
des  groupes  précédents,  concourent  en  un  même  point. 

Si  l'on  se  place  maintenant  dans  la  seconde  hypothèse  et 
que  l'on  cherche  les  points  d'intersection  des  côtés  du 
triangle  respectivement  avec  BG,  AC,  AB;  puis  avec  AG,  AB, 
BG;  enfin  avec  AB,  BG,  AG,  côtés  du  triangle  de  référence; 
on  voit  que  les  relations  (2)  expriment  la  condition  néces- 
saire et  suffisante  pour  que  les  points  d'intersection  que  l'on 
obtient  ainsi  soient,  trois  à  trois,  sur  une  même  droite. 

Le  théorème  énoncé  se  trouve  donc  vérifié. 

Il  est  bien  évident  que  les  relations  (1)  et  (2)  sont  simulta- 
nément vérifiées  pour  un  même  triangle. 

2.  —  Considérons  maintenant  trois  points  isobariques 
quelconques  de  même  espèce  : 

M,  (A,B,  G);M2  (B,  G,  A)  ;  M,  (C,  B,  A). 
Le  triangle  M^M^Mg  est  triplement  homologique  au  triangle 
de  référence,  car,  dans  ce  cas,  la  condition  (1)  devient  une 
identité. 

Les  côtés  de  ce  triangle  ont  respectivement  pour  équations: 
A±a  +  Blt6  +  GlY  =  o  A±  =  B'  :  -  A2 

Bia  +  G,p  +  A, y  =  o     en  posant    B±  =  AC  -  B2  (3) 
Gia  H-  Atp  +  BlY  =  o  C^  =  AB  -  C2 

de  telle  sorte  que  les   triangles  ABC   et  HjMjjMg  admettent 
pour  axes  d'homologie  les  droites  droites: 

^i+i+i=°'         (4) 
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qui  sont  visiblement  les  transversales  réciproques  des  côtés 
du  triangle  M4MBMfl  formé  par  les  isobariques  de  deuxième 
espèce  des  points  considérés. 

Si  l'on  cherche  les  centres  d'homologie,  on  trouve  que  ces 
poinls  û1}  ûtJ  L_>;  ont  pour  coordonnées  : 

"'(s'i'i)5  ^{i'i'i}''  ^(i'i'h 

3.  —  Les  axes  d'homologie  forment  un  triangle  qui  a  pour 
sommets  : 

/A     G     B\  /G      B     A\  /B     A     C\ 

Mâ^cts^  Mc^'â;;5  Mitât  ci;' 

et  les  centres  d'homologie,  un  triangle  dont  les  côtés  ont 
pour  équations  : 

.  A1  Ci  B* 

Wb'  +  ï^c1  =0- 

Donc,  les  sommets  A1?  A2,  A3  sont  les  points  harmonique- 
ment  associés  aux  droites  a>1)  w2,  o>3. 

En  comparant  les  équations  (4)  et  (5)  on  peut  voir  ensuite 
que  les  axes  d'homologie  $if  82,  83  sont  parallèles  aux  trans- 
versales réciproques  des  droites  (o4,  a>2,  w3. 

Le  triangle  formé  par  ces  transversales  réciproques,  et  le 
triangle  des  axes  d'homologie  ont  pour  centre  d'homothétie 
le  point  E,  centre  de  gravité  commun. 

Désignons  par  w^,  o/2,  a/3  ces  transversales  ;  par  Q\,  Q'2, 
iï3  les  sommets  du  triangle  qu'elles  forment.  Ces  points  ont 
pour  coordonnées  : 

û''(i'i'è);    Q'*\i'i'i:);    û'3(è'i'i)" 

Donc,  Q\,  Q'2,  iï3  sont  les  points  harmoniquement  associés 
aux  axes  d'homologie.  Ils  ont  pour  coordonnées 

(Al5  Glf  BJ;        (C^Bi,  A4);        (Blf  At,  CJ; 
et  les  côtés  du  triangle  qu'ils  forment  ont  pour  équations  : 
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Aa  +  Cp  +  BT  =  o,  (G) 

Ga  +  B£  +  Ay  ==  O, 
Ba  +  Ap  +  Cy  =  o. 
On  peut  aisément  démontrer  que  ces  droites  sont  harmo- 
niquement  associées  aux  centres  d'homologie  Ql5  Q2,  Q3;  et 
qu'elles  sont  parallèles  aux  côtés  du  triangle  M4,  M5,  Mc. 

On   verrait   aussi   que  les  droites  (5)  sont  parallèles   aux 
transversales  réciproques  de  (6). 
Résumons,  nous  voyons  que  : 

1°  Tout  triangle  qui  a  pour  sommets  trois  points  isobariques 
de  même  espèce  Mu  M2,  M3  est  triplement  homologiqueau  trian- 
gle de  référence. 

Les  centres  d'homologie  sont  les  points  réciproques  des  isoba- 
riques de  deuxième  espèce  M4,  M5,  Mc. 

Les  axes  d'homologie  sont  les  transversales  réciproques  des 
côtés  du  triangle  M4  M5  M6. 

2°  Les  sommets  du  triangle  des  axes  d'homologie  sont  harmo- 
niquement associés  aux  côtés  du  triangle  des  centres  d'homologie. 

3°  Les  axes  d'homologie  sont  parallèles  aux  transversales  réci- 
proques des  côtés  du  triangle  des  centres  d'homologie. 

4°  Les  transversales  réciproques  des  côtés  du  triangle  des  cen- 
tres d'homologie  forment  un  triangle  qui  a  pour  sommets  la 
points  harmoniquement  associés  aux  côtés  du  triangle  considéré 
Mi  M2  M3, 

5°  Les  centres  d'homologie  sont  harmoniquement  associés  aux 
droites  qui  joignent  les  points  harmoniquement  associés  aux  axes 
d'homologie. 

G0  Les  droites  qui  joignent  les  points  harmoniquement  associés 
aux  axes  d'homologie  sont  parallèles  aux  côtés  du  triangle 
M4  M5  M6  formé  par  les  isobariques  de  deuxième  espèce  des 
points  considérés. 

Les  propriétés  précédentes  s'appliquent  évidemment  au 
triangle  de  Brocard  A'BrCr.  Et,  dans  ce  cas  particulier,  on 
arrive  aux  conclusions  suivantes,  pour  ne  citer  que  les  prin- 
cipales : 

Les  axes  d'homologie  d'un  triangle  quelconque  ABG  et  du  triangle 
de  Brocard  correspondant,  sont  les  transversales  réciproques  du 
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triangle  KO0O'0  formé  par  le  point  de  Lcmoine  et  les  réciproque* 
des  points  de  Brocard, 

Ces  axes  sont  parallèles  aux  transversales  réciproques  des 
côtés  du  triangle  DOO'  formé  par  les  points  de  Brocard  et  le 
réciproque  dn  point  de  Lcmoine. 

Les  sommets  du  triangle  des  axes  dliomologie  sont  harmoni- 
quement  associés  aux  côtés  du  triangle  DOO\ 

Les  points  harmoniquement  associes  aux  axes  d'homologie 
appartiennent  aux  droites  qui  joignent  le  centre  de  gravité  E  au 
point  de  Lcmoine  et  aux  réciproques  des  points  de  Brocard.  Ils 
forment  un  triangle  dont  les  côtés  sont  parallèles  à  ceux  de  KO0Or0. 

Signalons  ici  que  l'un  des  côtés  de  ce  triangle  est  précisé- 
ment la  droite  à,  étudiée  par  M.  de  Longchamps  dans  son 
article  sur  le  cercle  A. 

Nous  devons  aussi  rappeler  que  plusieurs  des  propriétés 
précédentes  ont  été  signalées  par  M.  de  Longchamps  dans 
l'étude  citée  et  dans  ses  articles  sur  les  points  réciproques  et 
potentiels  d'ordre  p.  Ce  sont  celles  qui  se  rapportent  à  l'axe 
d'homologie,  primitivement  désigné  par  G  par  M.  Brocard, 
et,  actuellement,  par  la  lettre  (S). 


NOTE  SUR  LA  TRANSFORMATION 

DES    COORDONNÉES    DANS    L'ESPACE 

Par  M.  l'abbé  Reboul,  licencié  es  sciences  mathématiques, 
professeur  au  Collège  de  Belley. 


1.  —  Si  l'on  désigne  par  a,  à,  a";  b,  6",  b" ;  c,  c',  c",  les 
cosinus  que  font  trois  axes  rectangulaires  OXr,  OY\  OZ'  avec 
trois  axes  primitifs,  également  rectangulaires,  OX,  OY,  OZ, 
on  a  les  relations  connues  . 

ai  +  a'z  _j_  a"2  =  i  ab  -+-  a'b'  +  a"b"  =  o 

h*  +  &'2  +  b"*  =  i     (1)  ac  +  ac  +  a"c"  =  o     (2) 

c2  +  c'2  +  c"2  =  j  oc  +  b'c'  +  b"c"  =  o 

Si  l'on  observe  que  a,  b,  c;  a',  6',  c\  a",  b",  c"  sont 
les  cosinus  que  font  les  axes    OX,  OY,  OZ  avec  les   axes 


-+-  o2    +  c2    = 


}p 


.'2     __ 


+    b"*  +   C*  =    I 
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OX',  OYf  OZ',  on  a  les  six  équations  suivantes,  équivalentes 
aux  précédentes  : 

ad    +  bbf    -h  ce'    =  o 
(3)         aa"  +  bb"  +  ce"  =--  o     (4) 
a'a"  +  ô'ô"  +  c'e"  =  o 
a,  ar,  a";  b,  b',  b";  c,  c',  c"  désignant  des  quantités  algébriques 
quelconques,  les  siv  équations  (1)  et  (2)  son/  équivalentes  aux 
six  équations  (3)  et  (4). 

Pour  démontrer  cette  proposition,  par  un  procédé  algé- 
brique direct,  on  peut,  comme  l'a  montré  Poisson,  introduire 
six  indéterminées  auxiliaires  ou,  comme  l'a  indiqué  M.  de 
Longchamps  (*)  (Géométrie  analytique  à  trois  dimensions,  p.  27) 
utiliser  le  principe  de  la  multiplication  des  déterminants. 
Voici  une  démonstration  tout  à  fait  élémentaire  et  qui  est 
peut-être  nouvelle. 

Elevons  au  carré  les  équations  (1),  après  avoir  tout  fait 
passer  dans  le  premier  membre. 

Élevons  également  au  carré  les  équations  (2),  puis  multi- 
plions par  2. 

Additionnons  les  équations  (1)  et  (2),  ainsi  modifiées,  on  a  : 
(a2+a'2-ha"2-i)2  +  (62+6,2-h6"2-i)2  +  (c2  +  cf2+c"2-i)2  I 
+  2(ab+a'b'+a:^y  +  2(ac+dc+a"cy  +  2{bc+b'c'+b"cy\ 
ou,  en  développant  : 

"     "  "       i 


o, 


+a4 

+  0/4 

+a"* 

+  2a2a'2 

+  2a2a"2 

+  2a'2a"2 

+  i 

—  2a2 

-2a'2 

—  2  a"2 

+  0'* 

-h&'4 

+  1 

+  6"4 

-f-2026'2 

4-2026"2 

4-20'26"2 

-2b2 

-20'2 

-2&"2 

+c4 

+c'* 

+  1 

-h2C*C2 

+  2C2C'2 

+  2CV/2 

—  2c2 

—  2C'2 

—  2C  2 

2a2b" 


,2/^2 


20/26'2 

r2/»'2  i 


2a"26"2!  +400/6//  +400/06  "\  +^a'd'b'b' 


,"2/»"2 


'  _"  ,'  _" 


+  20^1+20^0  -  |  +  2a  ^  ^1+40000  |  +  4aa.ee    A-^aace 
+  262c2 i  -h 20 V2  !  +  26'V2  ^âjob'cc'  I  +466"cc"     '-46'6"c'c"  | 

Remarquons  que  chaque    colonne  verticale   représente  le 


)  Le  procédé  est  bien  connu.    G.  L. 


2    \ 

-O. 
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développement  d'un  carré,  on  a  donc  : 
(a»+Oa-HCa-l)*H-(a'"  i  b"l  +  c2-\)2  +  {a"-  ;  b"-.\-C"2-  1  ) 

+2(aa'+bb'^)*+2(aa'^'wcy+2(aW'+4'b"+c'cy 
Cette  équation,  dans  laquelle  nous  supposons   réelles  les 
quantités  a,  a' ,  a",  etc.,  étant  la  somme  de  six  carrés  parfaits, 
se  décompose  en  six  autres  qui  ne  sont  autres  que  les  équa- 
tions (3)  et  (4). 

2.  —   Proposons-nous   encore  d'établir    l'égalité,    due    à 
Jacobi, 
a2b2c2  4-  d2b'2c'2  -h  aWV»  =  a2a'2a"2  4-  b2U2b"2  4-  cW'2. 
1°  Les  équations  (2)  peuvent  s'écrire  : 

-  t:b=  a'V  +  d'b\ 

—  ac  —  aV  -h  anc", 

-  bc=  b'c   +  b"c". 

Multip'ions  membre  à  membre  les  équations  ainsi  écrites  : 
-  aWc2  =  [a'2b'c'  +  a"26"c"  +  aV  (&V  +  b"c  )~\{b'c'  +  6V), 
ou  : 

-  (a2b2c2  +  a'26V2  +  a"2b"2c"2)  =  (a'2  +  d'2)b'c'b"c  4-  fl'a"(6'c" 

+  6V)(ftV  +  ftV). 
Si,  dans  le  second  membre  de  cette  équation    nous  rem- 
plaçons  {a'2  +  a"2)   et   aV  par  leurs  valeurs  (2  —  6'2  —  c'2 

—  6''2  —  c"2),  (—  b'b"  —  c'e"),  tirées    des  équations  (3j  et  (4), 
nous  avons  : 

-  (a262c2  +  a'2b'2c2  +  a"2b"2c"2)  =  (2  -  6'2  -  c'2  -  b"2 
-  c"2)b'c'b"c"  -  {b'b"  4-  c'c")(b'c"  4-  6V)(6V  +  6V).    (A) 
2°  Les  équations  (4)  peuvent  s'écrire  : 

—  ad  —  bb'  +  ce' 

—  aa  —  bb  -{-ce 

f    11  j  r  7  //  r    11 

—  aa  =  bb  +  ce  . 

Multiplions  membre  à  membre  les  équations  ainsi  écrites  : 
-  a2a'2d2  =  [b2b'b"  +  bc{b'c"  +  c'b")  +  cVc"](o'&'  4-  c'e"), 
ou  : 

-  {a2a'2a"2  +  626'26"2  4-  c2c'2c"2)  =  (b2  4-  c2)b'b"c'c   +  6c(ôV' 

+  6"c')(M"  4-  cV). 
Si,  dans  le  second  membre  de  cette  équation,  nous  rem- 
plaçons (b2  4-  c2)  et  bc  par  leurs  valeurs  (2  —  b'2  —  c'2  —  b"2 

—  c"2),   (—  b'c  —  b"c"),  tirées  des  équations  (1)  et  (2),  nous 
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avons  : 

-  (aW2  +  b*b'2b"2  +  cW2)  =  (2  -  6'2  -  c'2  -  6"2 
-  c"*)b'c'b"c"  -  (b'c'  +  b"c)(b'c"  +  b"c')(b'b"  +  c'c").     (B) 
Les  égalités  (A)  et  (B)  donnent  : 

a262c2  +  a'26V2  4-  a"2b"2c"2  =  a^a'hi"2  +  626'2b"2  4-  c2c'2c"2, 
c'est  la  relation  de  Jacobi. 


CORRESPONDANCE 


Extrait  d'une  lettre  de  M.  d'Ocagne. 

...  Dans  une  note  à  laquelle  je  ne  saurais  reprocher  que  sa 
forme,  trop  flatteuse  pour  moi,  M.  Catalan  émet  l'avis  que 
les  constructions  delà  normale  à  l'ellipse  que  j'ai  indiquées 
dernièrement  sont  peut-être  moins  commodes  que  celles  où 
l'on  fait  usage  des  foye-s.  L'éminent  professeur  de  l'Univer- 
sité de  Liège  n'aura  sans  doute  pas  pris  garde  qu'il  s'agit  là 
d'une  construction  de  chantier .  La  construction  au  moyen  de 
foyers  (dans  laquelle  on  doit  prendre  des  bissectrices)  est  fort 
peu  commode,  pour  ne  pas  dire  plus,  sur  le  chantier.  Tandis 
que  dans  la  première  de  celles  que  j'ai  proposées  qui  est 
incontestablement  la  plus  pratique,  tout  se  réduit  (voir  J.  M.  E., 
1886,  p.  29)  au  tracé  des  deux  cours  de  parallèles  M±Lt, 
M2L2,  M3L3,...  etL^,  L2N2,  L3N;j,...  Or,  à  l'aide  d'une  règle 
munie  de  deux  glissières  engagées  dans  des  rainures  paral- 
lèles, le  tracé  d'un  nombre  quelconque  de  droites  parallèles 
est  la  plus  simple  des  opérations  qu'on  puisse  avoir  à  effec- 
tuer sur  un  chantier,  et  ma  construction  se  réduit  absolument 
à  cette  opération  répétée  deux  fois. 

Il  ne  faut  pas  perdre  de  vue  d'ailleurs,  que  les  appareilleurs 
dressent  leurs  épures  à  la  grandeur  d'exécution.  Il  ne  saurait, 
dans  ces  conditions,  y  avoir  de  construction  plus  commode 
que  celle  que  je  viens  de  rappeler,  et  j'ai  recueilli  là-dessus 
le  témoignage  d'un  très  grand  nombre  d'ingénieurs. 

M.  Catalan,  pour  qui  je  professe  la  plus  grande  vénération, 
ne  m'en  voudra  certainement  pas  de  cette  déclaration,  puis- 
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qu'il  ne  s'agit  pas* d'une  controverse  sur  le  lorrain  géométrique, 

ou  d'avance  je  lui  rendrais  les  armes,  mais  Lien  sur  le  ter- 
rain pratique  ou  mes  fonctions  m'ont  permis  de  m'ussurer 
d'une  façon  formelle  de  L'exactitude  de  mon  observation.... 

Nota.  —  Pour  le  théorème  énoncé  à  la  page  31  et  pour 
quelques  propositions  analogues  on  pourra  consulter  les  Nou- 
velles  Annales  1860  (p.  95-96;  p.  235-238),  et  1863  (p.  3-26-328). 

Ce  renseignement  nous  a  été  fourni  par  M.  Brocard. 

Un  autre  correspondant,  M.  Goulard,  professeur  au  lycée 
de  .Marseille,  nous  signale  ce  même  théorème  comme  pro- 
posé dans  la  Géométrie  analytique  de  Briot  et  Bouquet  dans 
la  forme  suivante  : 

Étant  donnés  une  ellipse  et  le  cercle  construit  sur  le  grand 
axe  comme  diamètre,  on  mène  les  normales  au  cercle  et  à  V ellipse 
aux  points  situés  sur  une  même  perpendiculaire  au  grand  axe; 
trouver  le  lieu  du  point  d'intersection  de  ces  deux  normales. 

Quoi  qu'il  en  soit  du  théorème  énoncé  à  la  page  31,  la  con- 
struction indiquée,  dans  la  note  en  question,  pages  29  et  30, 
pour  le  tracé  de  la  normale  à  l'ellipse  nous  a  paru  nouvelle  ; 
dans  tous  les  cas,  elle  est  incontestablement  simple  et  remar- 
quable. G.  L. 


QUESTIONS  D'EXAMEN 


5.  —  Démontrer  que  la  plus  courte  distance  de  deux  droites 
A,  A'  tangentes  à  une  courbe  gauche  T  et  infiniment  voisines,  est 
un  infiniment  petit  du  troisième  ordre. 

Cette  proposition  (*)  due  à  Bouquet  (V.  Bertrand;  Calcul 
différentiel,  p.  604)  peut  s'établir  à  la  manière  suivante. 

(*)  La  droite  a,  dont  il  est  ici  question,  et  qui  reste  tangente  à  une  courbe 
gauche  donnée,  engendre,  comme  l'on  sait,  une  surface  développable.  Si 
l'on  considère  des  surfaces  gauches  quelconques,  le  théorème  correspon- 
dant à  celui  qui  nous  occupe  s'énonce  ainsi  :  Dans  une  surface  gauche  la 
plus  courte  dislance  de  deux  génératrices  infiniment  voisines  est  du  même 
ordre  infinitésimal  que  l'angle  de  ces  génératrices. 


m 
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Soient  x,  y,  -~,  les  coordonnées  d'un  point  M  sur  r  ;  l'équa- 
tion de  la  tangente  A  est  comme  l'on  sait, 
X-x      Y-y      Z-z 
dx  dy  dz 

Prenons  sur  Y  un  point  voisin  Mr  et  soient  x  -\-lx,  y  -h  8t/, 
z  4-  lz,  ses  coordonnées;  la  tangente  A'  en  W  est  représentée 
par  les  égalités 

X  -  x  -  Zx  _  _  Y  -  y  -  hy  __  Z  -  z  -  8s  _ 
d(x  +  ox)  d{y  +  %y)  d(z  +  îz)  ^ 

La  plus  courte  distance  Ç  des  droites  A,  A'  est,  d'après  une 
formule  connue  (C.  M.  S.,  t.  III,  p.  66). 
ox  %y  %z 

dx  dy  dz 

d(x  +  ox)    d(y  +  fy)    d(z  +  Sjs 


C   = 


(3) 


\/[dxd{y  +  8#)  —  dyd(x  -+-  ox)]*  +  ... 
Dans  toutes  ces  formules,  nous  supposons  que  x,  y,  s 
représentent  des  fonctions  d'un  paramètre  variable  t  et  nous 
allons  montrer  que,  dans  l'égalité  (3),  le  numérateur  est  un 
infiniment  petit  du  sixième  ordre,  tandis  que  le  dénomina- 
teur est  du  troisième  ordre  seulement. 

La  formule 

d%x  d3x 

(A)  ox  —  dx  - 

donne 


i .  2 


d(Zx)  —  d2x  + 


1.2.3 

dsx 


1  .  2 


D'après  cela,  le  numérateur  de  la  formule  (3)  peut  s'écrire 


ou 


ox  —  dx 
dx 

dx  -h  d[ox) 

d2x.  .  . 

dx 
d3x 


I  .  2 


oy  -  dy 

dy 

dy  +  d[hy) 

d*y... 

dy 
d*y   _ 

I  .2 


ùz  —  dz 

dz 

dz  -h  d[oz) 


d*. 


dz 


d3z 


I  .  2 


et,  sous  cette  forme,  on  voit  immédiatement  que  la  valeur 
principale  du  numérateur  est  un  infiniment  petit  du  sixième 
ordre. 
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Quant  au  dénominateur,  l'un  des  termes  qui  constitue  la 
quantité  soumise  au  radical  est 

[  dx[dy  +  d(Zy)]  --  dy[dx  +  d(ox)]  j2, 
ou 

j  dxd2y    !    ...   -  dyd2x  .  .  j2. 

La  valeur  principale  du  dénominateur  est  donc  égale  à  D, 
en  posant 

D  =  \/(dxd2y  -  dyd2z)2  +  (dyd'z  -  dzd2y)2  +  (dzd2x  -  dxdlz)2  ; 
D  est  donc  un  infiniment  petit  du  troisième  ordre. 

Cette  expression  se  rencontre  dans  un  grand  nombre  de 
questions  d'analyse,  relatives  aux  courbes  gauches,  et  l'on  sait, 
notamment  (Bertrand,  loc.cit.;  p.  616),  que 

D  =  — , 

p 
p  désignant  le  rayon  de  courbure  et  ds  la  différentielle  de 

l'arc.  On  voit  donc  que  D  n'est  pas  nul,  si  p  n'est  pas  infini. 

Le  théorème  énoncé  se  trouve  donc  établi,  du  moins   dans 

le  cas  général;  mais,  pour  rendre  la  démonstration  tout  à  fait 

précise   il    resterait   encore    à  montrer  que  le    numérateur, 

abstraction   faite  du    cas  des  courbes   planes,  ne  s'abaisse 

jamais,  au  point  de  vue  infinitésimal,  au  dessous  du  sixième 

ordre  (*). 

Remarque.  —  La  formule  (A),  que  nous  avons  utilisée  ci- 
dessus,  est  une  conséquence  immédiate  de  la  série  de  Taylor 
(Bertrand,  p.  285). 

Posons 

fi  fa*  /jH  +  l 

o(x  +  h)  =5  (ù(x)  H cûf(a?) H yCx)  +  .  .  .  4-  : -yn+l{X  +  Ml\ 

i  1.2  (n-hï)l 

et   représentons   y(x)   par  y,    h  par  dx  ;  alors  la  différence 

<p(x+/i)  —  y(x)  est  égale  à  l'accroissement  de  y,  c'est  ce  qu'on 

représente  par  ty  ;  nous  avons  donc 

,     du       (dx)2  dhi 
ly  =  dx  /  +  — '-  -4  +    .  .  . 
dx        i.2  dx2 


ou 

oy  =  dy 


d'y 

I  .2 


")  Voyez,  à  ce  propos,  la  note  de  Ai.  Ainigues,  p.  101. 
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QUESTION  85 

Solution  par  M.  Charles  Martin,  élève  au  Lycée  Condorcet. 


On  considère  un  cercle  rapporté  à  deux  diamètres  rectangu- 
laires Ox,  Oy.  Soient  A,  Ar,  deux  tangentes  parallèles  fixes  et 
PMQ,  une  tangente  mobile,  ayant  M  pour  point  de  contact  et 
rencontrant  A  en  P,  A'  en  Q  :  4°  sur  MP  et  MQ,  on  décrit 
des  cercles;  le  lieu  décrit  par  le  centre  de  similitude  de  ces  circon- 
férences est  une  quar tique  unicursale.  —  2°  Soit  B  le  point  de 
contact  de  A  avec  G;  la  droite  BM  rencontre  le  cercle,  décrit 
sur  PQ  comme  diamètre,  en  des  points  dont  le  lieu  est  une  cubique. 

(G.  L.) 

Calculons  les  coordonnées  du  centre  de  similitude  de  ces 
deux  cercles,  en  appliquant  les  formules  connues  : 

aW  -  a'R 

■'"  =    R'  -  R   ' 
bK  -  b'R 

a,  b,  d ,  b'  désignant  les  coordonnées  des  centres  des  deux 
cercles  et  R  et  R'  leurs  rayons. 

Prenons  pour  axe  des  y  le  diamètre  perpendiculaire  à  la 
direction  des  tangentes  fixes. 

Les  coordonnées  du  point  M  sont  :      R  cos  9,         R  sin  9 

celles  de  P  :  Ri-™?),  R; 

COS  o 

celles  de  Q  :  —  «         —  R; 

COS  9 

On  aura  donc  pour  a,  b,  à,  b' ,  R  et  Rr  les  valeurs  suivantes  : 

R  /  1  —  sin  ^ 

a  —  —  cos  9  h 

2  \  COS  cp 

R  /  1  +  sin  9 

a  =  —   cos  9  H 

2  \  cos  9 

R(i  —  sin  9) 


R  = 


2  cos  9 


b 

=  —  (1  -4-  sin  9) 

// 

R 

=  —  (1  —  sin  0) 

2 

R' 

R  1  -+■  sin  cp 
2       cos  9 
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En  substituant  ces  valeurs  dans  les  expressions  de  x  et  tic 
y,  on  obtient  : 

R 

X  —   —  COS  cp, 
2 

R  i  +  sin2cp 

y         ; 

2         COS  cp 

sin  -j   et  cos  cp  s'cxprimant  en  fonction  d'un  seul  paramètre  t, 

la  courbe  est  donc  une  unicursale.  Son  équation  cartésienne 

esl  : 

4x2(x2  +  y2)  -  R2(4x2  +  y2)  +  R4  =  o, 

R                R 
auartiaue  circulaire,  admettant  les  droites  x  =  —  >cc  = * 

2  2 

comme  asymptotes,  et  L'origine  comme  centre.  Elle  a  deux 

R  R 

points  doubles  isolés,  sur  Taxe  des  x,  d'abscisses-— j=.; 

y  2       y  2 

enfin  elle  est  tangente  au  cercle  c  aux  points  de  coordonées 

(O,  R);(0,  -R). 

ù2°  Le  cercle  décrit  sur  PQ  comme  diamètre  est  tangent  à 

l'origine  à  l'axe  O;/.  Son  centre  est  sur  l'axe  des  x  et  son  rayon 

est .  Son  équation  est  donc  : 

COS<p 

R 

x2  -t-  y2  —  2  x  =  o. 

COScp 

L'équation  de  la  droite  BM  est: 

x{  i  —  sin  cp)  +  (y  —  R)  cos  cp  =  o. 

L'équation  du  lieu  s'obtient  en  éliminant  cp  entre  ces  deux 
équations.  On  trouve  l'équation  : 

(x2  +  y2)y  —  2R2î/  -h  R3  —  o 
cubique  circulaire,  admettant  l'axe  Ox  comme  asymptote  et 
coupant  l'axe  Ou  en  trois  points  dont  les  ordonnées  sont  : 

T)  p  

R,     —  (\/5  —  i)  »   —  -  (y/5  -h  i)  ;  de  plus,  elle  est  symétrique 
par  rapport  à  cet  axe. 
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VARIÉTÉS 


SUR  LES  FONDEMENTS  DU  CALCUL 

INFINITÉSIMAL 

Par  M.  G.  Milhaud,  professeur  de  Mathématiques  spéciales 
au  Lycée  du  Havre. 

(Suite,  voir  p.  91.) 


Lorsque    nous  avons  considéré  la  fonction  y  =  x2,   nous 

Aw 
avons  dit  que  le  rapport  — —  a  pour  limite  ix\  en  d'autres 

Ai  «A/ 

termes,  quand  des  deux  points  M  et  Mr  le  second  s'approche 

A?/ 
du  premier  en  restant  sur  la  courbe,  la  valeur  - —  s'approche 

autant  qu'on  le  veut  de  ix.   Mais,  dira-t-on,   si  de  la  rela- 

A// 
tion  -—  =  tg  a,  on  déduit  pour  l'angle  y.L  de  la  tangente 

ix  =  tg  oct 

ne  se  place-t-on  pas  à  l'instant  oii  Aa*  et  \y  sont  nuls,  oii 

M'  est  venu  coïncider  avec  M,  ou  la  sécante  est  venue  prendre 

la  position  de  la  tangente?  Nullement.   On  considère  deux 

,  A?/ 

variables  constamment  égales  ou  identiques  —  et  tg  a;  en 

d'autres  termes,  on  a  deux  formes  différentes,  deux  expres- 
sions analytiques    d'une    même  valeur. 

L'expression  —  se  prête  à  un  calcul  très 

simple  qui  donne  2X  pour  la  limite  de  ce 
rapport.  D'un  autre  côté  04  est,  par  défi- 
nition même,  la  limite  de  l'angle  a  de  la 
sécante  avec  la  même  direction.  La  défi- 
nition de  la  tangente  trigonométrique 
d'un  arc  montre  immédiatement  que  si  a  se  rapproche  de  a, ,  tg  a 
tend  vers  tg  alt  Par  conséquent,  la  deuxième  expression  tga 
conduit  à  la  limite  tg  04.  Il  résulte  de  là  que  ix  =  tg  at. 
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Il  n'y  a  rien  là  qui  ressemble  à  L'application  d'un  principe 
de  raison  suffisante,  suivant  lequel  ce  qui  est  vrai  quel  que 
soit  Ax,  le  sera  encore  à  l'instant  ou  Aœ  est  nul.  On  ne  se 
place  pas  à  cet  instant.  On  ne  suppose  nullement  que  le 
point  mobile  M'  de  la  courbe  ait  achevé  le  chemin  MM',  ni 
que  la  rotation  de  la  sécante  l'ait  amenée  à  coïncider  avec  la 
tangente.  Ce  sont  là  des  considérations  d'un  ordre  absolu- 
ment étranger  à  la  simple  notion  de  limite. 

Mais  il  est  une  opinion  diamétralement  opposée  à  celle 
que  nous  venons  de  réfuter,  aussi  fréquente,  et  non  moins 
inexacte. 

M.  Ch.  de  Freycinet,  dans  son  étude  sur  l'analyse  infini- 
tésimale, nous  paraît  l'avoir  nettement  formulée. 

a  Ce  qui  caractérise  la  limite,  c'est  à  la  fois  que  la  variable 
puisse  en  approcher  autant  qu'on  le  veut,  et  néanmoins  quelle 
ne  puisse  jamais  l'atteindre  rigoureusement.  Car,  pour  satisfaire 
à  cette  condition,  il  faudrait  la  réalisation  d'une  certaine 
infinité  qui  nous  est  interdite.  Ainsi,  pour  que  les  poly- 
gones se  confondissent  exactement  avec  le  cercle,  il  faudrait 
que  le  nombre  des  côtés  devînt  infini...  La  condition  d'in- 
finité, mêlée  à  ces  questions  leur  enlève  toute  espèce  de 
sens,  on  doit  s'en  tenir  à  l'idée  d'une  approximation  indé- 
finie, c'est-à-dire  de  plus  en  plus  grande  à  mesure  que  le 
nombre  des  côtés  du  polygone  augmente  davantage.  » 

Sans  doute  il  faut  qu'on  s'en  tienne  à  cette  dernière  idée, 
mais  uniquement  parce  qu'elle  seule  est  comprise  dans  la 
notion  de  limite  ;  nullement  parce  que  cette  notion  exclut 
la  possibilité  que  la  variable  atteigne  sa  limite. 

D'abord,  dans  quel  sens  entend-on  que  la  variable  n'atteint 
pas  sa  limite  ?  Quelques  lignes  du  même  auteur  vont  nous 
éclairer  :  «  Le  propre  de  la  limite,  et  ce  qui  fait  que  la 
variable  ne  l'atteint  jamais  exactement,  c'est  d'avoir  une 
définition  autre  que  celle  de  la  variable,  et  la  variable  de 
son  côté,  tout  en  approchant  de  plus  en  plus  de  la  limite 
ne  doit  jamais  cesser  de  satisfaire  à  sa  définition  première. 
Cette  circonstance  capitale  de  deux  définitions  logiquement 
distinctes  et  telles  néanmoins  que  les  objets  définis  peuvent 
s'approcher  de  plus  en  plus  l'un  de  l'autre,  rend  compte  de 
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ce  que  paraît  avoir  d'étrange  l'impossibilité  de  faire  coïncider 
exactement  deux  quantités  dont  on  est  maitre  d'ailleurs  de 
diminuer  la  différence  au-delà  de  toute  expression,  a 

Sans  aucun  doute,  la  manière  dont  est  comprise  ici  la 
question  de  savoir  si  la  variable  atteint  sa  limite  revient  à  celle- 
ci  :  la  limite  est-elle  un  état  possible  pour  la  grandeur  qui 
varie?  Indépendamment  de  toute  espèce  de  variation,  existe- 
t-il  un  état  de  la  grandeur  qui  soit  précisément  celui  que 
définit  la  limite  ? 

Pour  répondre  à  cette  question,  en  même  temps  que  pour 
réfuter  l'opinion  que  nous  venons  de  citer,  il  suffit  de  se 
reporter  à  la  définition  de  la  limite. 

La  limite  A,  de  X,  est  telle  que  la  différence  A  —  X  peut 
devenir  plus  petite  que  toute  quantité  donnée  s.  Je  demande 
alors  quel  peut  être  le  sens  de  cette  différence,  si  A  et  X 
ne  désignent  pas  les  deux  états  d'une  même  grandeur. 

Il  ne  peut  intervenir  dans  un  calcul,  dans  un  raisonnement, 
dans  une  proposition  mathématique  quelconque,  que  ia  diffé- 
rence de  deux  grandeurs  de  même  espèce,  c'est-à-dire  ayant 
la  même  définition  mathématique.  Si  A  et  X  ne  sont  pas  de 
même  nature,  il  ne  saurait  plus  être  question  que  d'une 
différence  en  qualité;  —  mais  alors  comment  apprécier, 
comment  mesurer  cette  différence  ;  dans  quel  sens  entendre 
qu'elle  sera  moindre  qu'un  élément  s  ...?.. . 

A,  est  nécessairement,  en  vertu  de  la  définition  même  de 
la  limite^  un  état  particulier  de  la  grandeur  qui  varie.  Les 
objections,  que  semblent  fournir  quelques  exemples  bien 
connus,  sont  dus  uniquement  à  un  abus  de  langage  et  à  une 
confusion  d'idées. 

Ainsi,  la  circonférence  est,  dit-on,  la  limite  d'un  polygone 
dont  le  nombre  des  côtés  augmente  indéfiniment.  Quand 
on  parle  ainsi,  on  entend  évidemment  que  la  figure  formée 
par  le  polygone  ressemble  déplus  en  plus  à  la  circonférence. 
Ce  langage  est  permis,  puisqu'il  exprime  une  idée  nette  de 
l'esprit.  Mais,  ni  cette  façon  de  parler,  ni  l'idée  de  cette  res- 
semblance, ne  sont  admises  en  mathématiques.  Il  y  a  là  abus 
du  mot  limite.  Ce  qui  est  rigoureusement  mathématique, 
c'est  la  considération  de  telle  ou  telle  quantité  variable  don 
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l'existence  et  La  aature  sonl  liées  à  celles  d<>  La  courbe,  par 
exemple,  la  longueur  de  la  circonférence. 

On  appelle  ainsi  la  Limite  (dont  on  a  soin  de  démontrer 
l'existence)  du  périmètre  d'un  polygone  inscrit,  dont  If 
nombre  des  côtés  augmente  indéfiniment,  en  même  temps 
que  chacun  tend  vers  zéro.  Cet  élément  de  la  circonférence 
qu'on  nomme  sa  longueur,  est  donc  l'état  particulier  d'une 
grandeur  de  l'espèce  longueur,  tout  comme  le  périmètre  de 
chaque  polygone  inscrit.  Pour  fixer  les  idées,  supposons 
qu'on  porte  la  longueur  d'un  quelconque  des  périmètres  sur 
la  droite  ox,  à  partir  d'un  point  0. 

Soient  OA,,  0A2,     ..  0An,   ...   une  série  d'états  différents 

de  cette  variable.  On  démontre  .,■ 

-. 1 — i — i 1 

qu'elle  a  une  limite,  cela  veut  A|  A*    A«"  l' 

dire  qu'il  existe  un  point  L  sur  ox,  dont  le  point  An  s'ap- 
proche autant  qu'on  veut;  OL  représente  donc  la  limite  des 
périmètres  des  polygones  inscrits.  C'est  une  longueur,  tout 
comme  An,  une  quantité  de  môme  nature,  qui  en  diffère  de 
la  même  manière  que  deux  états  quelconques  de  la  variable 
0AP  et  0AH  diffèrent  entre  eux. 

Considérons  encore  l'aire  du  cercle.  Elle  est  égale  (ce  n'est 
plus  ici  une  définition,  mais  l'objet  d'une  démonstration)  à 
la  limite  des  aires  des  polygones  inscrits.  Chacun  des  états 
de  la  variable  est  une  surface  définie  par  le  nombre  de 
mètres  carrés  ou  de  fractions  de  mètres  carrés  qu'il  faut 
juxtaposer  pour  la  recouvrir.  En  supposant,  par  exemple, 
que  les  polygones  inscrits  restent  réguliers,  leur  surface  est 

exprimée  par  — pétant  le  périmètre,  h  l'apothème.  La  quan- 
tité ainsi  mesurée  peut  se  représenter  par  un  rectangle  dont 
l'un  des  côtés  soit  p  et  l'autre-»  Lorsque  le  nombre  des  côtés 

augmente  indéfiniment  p  a  pour  limite  la  longueur  de  la 
circonférence  (OL),  h  a  pour  limite  le  rayon  du  cercle.  Le 
rectangle  construit  sur  ces  deux  longueurs  représente  la 
limite  de  l'aire  des  polygones  inscrits.  Cette  limite,  l'aire  du 
cercle,  n'est-elle  pas  une  quantité  de  même  espèce  que  la 
variable?  n'est-elle  pas  un  état  particulier  de  cette  quantité 
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qu'on  appelle  une  aire,  et  dont  la  définition  mathématique 
ne  porte  que  sur  son  rapport  à  l'unité  de  surface,  sans  tenir 
aucun  compte  de  la  forme  du  contour? 

Sans  doute,  on  dit  couramment  en  mathématiques  qu'une 
certaine  courbe  a  pour  limite  une  courbe  d'une  autre  espèce  ; 
par  exemple,  une  ellipse  se  déformant  dans  des  conditions 
déterminées  a  pour  limite  une  parabole.  Mais  on  entend 
alors  que  l'ordonnée  d'un  point  quelconque  de  l'ellipse,  a 
pour  limite  l'ordonnée  du  point  de  la  parabole  qui  a  même 
abscisse.  La  quantité  variable  est,  ici,  cette  ordonnée  géné- 
rale d'un  point  de  la  courbe. 

En  somme  il  y  à  là  un  point  qui  touche  à  la  nature  même 
des  mathématiques  :  une  courbe  n'est  pas,  par  sa  forme,  un  être 
mathématique  —  mais  bien  par  certaines  quantités  liées  à 
son  existence.  Le  cercle  n'est  nullement  ce  rond  que  nous 
représente  notre  imagination  :  le  mathématicien  ne  connaît 
que  les  points  de  cercle,  les  extrémités  de  distances  mesurées 
par  un  nombre  fixe  et  comptées  dans  n'importe  quelle  direc- 
tion à  partir  d'un  point  fixe.  Il  se  trouve  qu'en  faisant  se 
mouvoir,  d'un  mouvement  continu,  le  point  qui  vient  d'être 
défini,  on  engendre  une  ligne  qui,  pour  notre  esprit,  est  doué 
d'une  certaine  forme  spéciale.  Cette  forme  est  une  qualité, 
résultant  nécessairement  de  la  définition  des  points  de  cercle, 
mais  qui  n'intervient  pas  dans  les  déductions  mathématiques. 

(A  suivre.) 


Rectification.  —  Ajouter  à  la  note  placée  au  bas  de  la  p.  81.  le  signa- 
lement d'une  note  publiée  par  M.  d'Ocagne  (J.  M.  E.,  1885;  p.  204.) 


Le  Directeur-Gérant, 

G.  de  LONGCHA.MPS. 


IMPRIMERIE  CENTRALE   DES  CHEMINS   DE  FER.   —  IMPRIMERIE  CHA1X, 
RLE  RERâÈRE,    <?(),    PARIS.   —    8978"7. 
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TRACÉ  PAU  POINTS 

AVEC    LA    RÈGLE    ET    l'ÉQUERRE,    DUNE    CONIQUE    DONT    ON    CONNAIT 
DEUX    SOMMETS   ET    UN    PO.'NT    DE    LA  COURBE 

Par  M.  Clément  Thiry,  étudiant  a  la  Faculté  des  Sciences  de  («and. 


M.  de  Longchamps  dans  son  Traité  de  Géométrie  analytique, 
p.  381,  ainsi  que  dans  ses  intéressants  articles  sur  la  Géomé- 
trie de  la  règle  et  de  rèquerre,  indique  un  tracé,  point  par 
point  (tracé  s'eflectuant  au  moyen  de  la  règle  et  de  l'équerrc), 
pour  une  ellipse,  dont  ou  connaît  :  un  point  quelconque  M  et 
deux  sommets  A  et  A'.  M.  de  Longchamps  fait  découler  sa 
construction  du  théorème  suivant. 

Soient  AA'  deux  sommets  et  M  un  point  quelconque  de  l'ellipse; 
la  perpendiculaire  à  AM,  en  A,  rencontre  A'M  en  un  point  1; 
Co  point  décrit  une  droite  A,  perpendiculaire  à  A  A'. 

Au  moyen  de  cette  remarque,  une  fois  que  la  droite  A  est 
tracée,  on  voit  comment  on  obtient  aisément  (avec  la  règle  et 
rèquerre  seulement)  autant  de  points  que  l'on  veut  de  l'ellipse. 

Cette  construction,   au  point  de  vue  graphique,    offre  un 
inconvénient  évident,  que  M.  de  Longchamps  nous  a  signalé 
lui-même,  si   la   forme  de  l'ellipse    diffère  peu  de  celle  du 
cercle;    c'est-à-dire,    si 
l'excentricité  de  la  coni- 
que est  petite.  Dans  ce 
cas,  on  voit  que  A   sort 
des  limites  de  l'épure. 

Voici  un  théorème, 
plus  général  que  celui 
que  nous  venons  de  rap-  A< 
peler;  il  permet  de  répon- 
dre à  la  dilliculté  prati- 
que, signalée  ici. 

Si  du  point  de  rencontre  I  de  A'M  avec  une  perpendicu- 
laire quelconque  A,  à  AA',  on  abaisse  une  perpendiculaire 
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sur  MA,  cette   perpendiculaire  passe   constamment   par    un 
point  fixe  P. 
En  effet,  l'ellipse  étant  rapportée  à  ses  axes,  soit 

y  =  m(x  H-  Cl), 
l'équation  de  A'M 
Si  m   et  m"  sont  les  coefficients  angulaires  de  AM  et  de  PI, 

b*         .    ! 


l  a 

mm  = ?    m  m  —  —  i  ; 

a 

d'où 

a2 

Soit  y  — 

h,  l'équation  de  A,  celle  de  PI  sera 

a2 
y  —  m(h  +  a)  =  m  —(x  —  h). 

En  faisant  y  ==  o,  on  trouve 

62  c2       62 

x  —  h •  (h  +  a)  —  h  — 

a2  a2        a 

Le  point  P  est  donc  fixe. 

Ce  théorème,  qui  a  lieu  également,  avec  les  modifications 
convenables,  pour  l'hyperbole  et  la  parabole,  est  encore  vrai 
pour  les  deux  autres  sommets  B  et  B'.  Appliquons-le  main- 
tenant au  tracé,  avec  la  règle  et  l'équerre,  d'une  conique 
dont  on  connaît  deux  sommets  (A  et  A'  par  exemple)  et  un 
point  M  de  la  courbe. 

Prenons  A  arbitrairement,  mais  dans  les  limites  de  V épure; 
le  point  M  nous  donnera  le  point  fixe  P. 

Cela  fait,  on  joindra  le  point  P  à  un  point  quelconque  I 
de  AK  et  la  perpendiculaire  à  PI,  menée  par  A,  rencontrera 
TA'  en  un  point  de  la  courbe. 

SUR  LES  COURBES  ALGÉBRIQUES 

DE  DEGRÉ  QUELCONQUE 
Par  M.  Maurice  d'Ocagnc. 


L'équation    de    la    courbe   algébrique    de  degré  n  la  plus 
générale  s'écrit,  en  coordonnées  polaires, 

QnP»  +  Qk-ip"-1  + +  QlP  +  Q0  =  o,         (1) 

Qi  étant  une  forme  homogène  de  degré  i  en  sin  to  et  cos  o>. 
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Coupons  cette  courbe  pur  une  droite  menée  par  L'origine  0 
(qui  est  un  point  quelconque  do  son  plan)  et  appelons  p,, 
pa,  ...,  p„  les  vecteurs  des  points  d'intersection. 

Divisant    la    somme   des    produits    n  —  i    à  n  —   i  de  ces 
vecteurs  par  leur  produit,  on  a,  en  vertu  de  l'équation  (I), 
i         (—  r)"_lQ,        A  cos  (->  -+-  B  sin  w 


Zï- 


(2) 


Pi       (-  i)nQ0  Qu 

le  signe  2  s'étendant  aux  valeurs  l,  2,  3,  . . .,  »,  de  l'indice  i. 
De  là,  cette  propriété  bien  connue  : 

Théorème  I.  —  Le  lieu  du  centre  des  moyennes  harmoniques, 
par  rapport  au  point  0,  des  points  d'intersection  d'une  droite 
pivotant  autour  de  ce  point  et  d'une  courbe  algébrique  quelconque  C 
est  vue  droite. 

Cette  droite  a,  comme  on  sait,  reçu  le  nom  d'aare  harmo- 
nique du  point  0  par  rapport  à  la  courbe  G. 

Nous  allons,  de  la  formule  (1),  tirer  d'autres  théorèmes, 
en  faisant  usage  des  formules  suivantes  (*)  où.  a*  représente 
l'angle  de  la  tangente  avec  le  rayon  vecteur,  Ni  la  normale 
limitée  à  la  perpendiculaire  au  rayon  vecteur  menée  par 
l'origine  0,  R*  le  rayon  de  courbure 

dpi  =  p*  cot  oLidfû  (3) 

*n=(g[-  i)d<o,  (4) 


Différentions  (2)  ;  il  vient 

dpi       —  A  sin  03  +  B  cos  o> 


-S 


p?  Qo 

ou,  d'après  (3) 

^-i  cot  ai       A  sin  w  —  B  cos  a> 


d 


co. 


(5) 


^u    p*  Qo 

Appelons  p't,  p'2,  p'8,  ...  les  sous-tangentes  correspondant 
à  Pu  p2?  P3>  •  •  -j  w'  l'angle  polaire  de  la  droite  sur  laquelle 
sont  comptées  ces  sous-tangentes.  Nous  avons 

p.  =  p-  tan  g  X*,         et         o>  =  — \-  0/. 

—  »» 

[*)  Voir  ma  note  sur  les  transformations  centrales  des  courbes  planes 
{Malhésis,  1884.) 
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Par  suite,  la  formule  (5)  peut  s'écrire 

Zi         A  cos  (a   +  B  sin  <-/ 

c'est-à-dire  que  : 

Théorème  II.  —  Si  une  droite  3  pivotant  autour  du  point 
0  coupe  une  courbe  algébrique  G  de  degré  n  aux  points  Mlt 
M2  . .  . ,  Mn,  et  que  les  tangentes  en  ces  points  à  la  courbe  C 
coupent  aux  points  T1?  T2,  . ..,  Tn,  la  perpendiculaire  menée 
en  0  a  la  droite  3,  le  centre  des  moyennes  harmoniques  des 
points  1\,  T2,  . ..,  Tn,  relativement  au  point  O,  se  trouve  sur 
l'axe  harmonique  de  ce  point  par   rapport  à  la  courbe  C. 

Dilïerentions  encore  la  formule  (5)  ;  il  vient 

2cot   a.i   .  v^       dy-i  ^  cos  w  +  B  sin  w 

ou,  en  tenant  compte  des  formules  (2),  (3)  et  (4), 

Zcot2  ai        ^i         i        /Nf  _      \  _  .  V1  - 
ïi        "  ^  p»  sin2  aA  pi        l)"2uçi' 

ou  encore 

S     Ni        y  -  -  y  - 
p/R;sin2  ai  +  ^  Pi"'  ^  pi' 
c'est-à-dire 


2 


Ri  sin3  a, 
d'oii  ce  théorème  : 


=  o,  (6) 


Théorème  III,  —  La  somme  des  inverses  des  produits  des 
rayons  de  courbure  aux  points  où  une  courbe  algébrique  est  coupée 
par  une  droite  quelconque,  par  les  cubes  des  sinus  des  angles  cor- 
respondants de  cette  courbe  et  de  celte  droite,  est  nulle. 

Tans  le  cas  ou  la  courbe  est  une  conique,  soient  Rt  et  R2 
les  rayons  de  courbure  en  deux  points  Mt  et  M2  ;  les  tangentes 
en  ces  points  se  coupant  au  point  T,  posons  MjT  =  tu 
M2T  =  /2.  La  formule  (G)  donne  alors 


Rt       t 


R2       l\ 
C'est  une  propriété  bien  connue.    J'en  ai  déduit    (*)    que 


(•)  Nouv.  Ann.  de  Mathém.,  3e  série,  t.  II,  p.  462. 
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si  r,  et  r,  sont  Les  projections  de  il,  el  R,  sur  La  corde  M",  M.,, 
Les  parallèles  respectivement  menées  par  r,  otr2à  MtT  etM/T 

se  coupent  sur  la  sy médiane  issue  de  T  dans  l<i  i  riangle  M,TMa. 

Une  classe  intéressante  de  courbes  algébriques*  constituant, 

à  certain  égard,  une  généralisation  du  cercle,  est  formée  par 

celles  qui  n'admettent  d'autres  directions  asymptotiques  que 

les  directions   isotropes,    et   que,    pour    ••elle    raison,    dous 
nommerons  des  courbes  isolropiques.  (*) 

L'équation  cartésienne  d'une  telle  courbe,  qui  ne  saurait 
être  que  de  degré  pair,  est  de  la  forme 

(x*  +  y*)*  +  H2/,_,  +  H2j,_2  +  . . .  +  Ht  +  H0  =  o, 
H,-,  représentant  une  forme  homogène,  de  degré  i,  en  x  et  y. 
Son  équation  polaire  sera  dès  lors 

?2P   +   p2,-lQ2/7_i  +    .  .  .    _u   pQl   +    Qo   =   o,  (7) 

Qi,  élant  une  forme  homogène,  de  degré  i,  en  sin  <o  et  cos  oj. 
Si  une  droite  menée  par  l'origine  coupe  la  courbe  en  des 
points   dont   les   vecteurs   sont  pt,   p2,   ...  p2/»>  l'équation  (7) 
montre  que 

pl?2    '   '   •    P2p   =    Q0»  (8) 

et,  comme  l'origine  est  un  point  quelconque,  on  peut  énoncer 
ce  théorème. 

Théorème  IV.  —  Le  produit  des  distances  d'un  point  O 
quelconque  aux  points  de  rencontre  d'une  courbe  isotropique  et 
d'une  droite  menée  par  le  point  O  est  constant,  quelle  que  soit  la 
direction  de  cette  droite. 

Q0  étant  la  même  chose  que  H0,  on  voit  qu'on  peut  com- 
pléter ce  théorème  (en  appelant,  comme  Laguerre,  puissance 
d'un  point  par  rapport  à  une  courbe  le  résultat  de  la  subs- 
titution des  coordonnées  du  point  dans  le  premier  membre 
de  l'équation  de  la  courbe)  de  la  manière  suivante  : 

Ce  produit  constant  est  égal  à  la  puissance  du  point  O  par 
rapport  à  la  courbe  isotropique  considérée. 

Ces  courbes  isotropiques,  abslraction  faite  du  mot  (d'ailleurs  bien 
choisi)  que  propose  ici  M.  d'Ocagne.  ont  été  considérées  déjà.  Voyez  no- 
tamment, à  propos  de  certaines  propriétés  des  Rosettes,  étendues  à  ces 
courbes,  un  article  des  Nouvelles  Annales,  1848  ;  p.  214 

G.  L. 
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Considérons  deux  courbes  isotropiques  de  même  degré 
(x2  +  i/Y  +  U  =  o, 
(x2  +  y2)p-h  V  =  o. 
Le  lieu  des   points   d'égale  puissance   par   rapport  à    ces 
deux  courbes,  qu'on  pourrait  appeler  courbe  radicale,  sera 

U  -  V  =  o, 
et,  comme  U  et  V  sont  généralement  de  degré  211  —  1,   il 
en  sera  de  même  de  la  courbe  radicale.  Prenons  une  troisième 
courbe  isotropique  de  môme  degré. 

(x2  +  y2f  +  W  —  o. 
Ses  courbes  radicales  avec  les  deux  précédentes  seront 

W  -  U  =  o 

W  -  V  =  o 

dont  les  (in  —  i)2  points  d'intersection  se  trouvent   sur  la 

courbe    radicale  des  deux  premières.   Ce   seront  les  centres 

radicaux  des  trois  courbes. 

Prenant  la  différentielle  logarithmique  de  (8),  on  a 

ou,  d'après  (3),  %    cot  a*  =  0.  (9) 

De  là,  puisque  l'origine  est  un  poiut  quelconque,  ce 
théorème  : 

Théorème  V.  —  La  somme  des  cotangentes  des  angles  sous 
lesquels  une  courbe  isotropique  est  rencontrée  par  une  droite 
quelconque  de  son  plan  est  nulle. 

Difïerentions  (9);  il  vient 

dv., 


Z 


z 


sin2  y.i 


=  0, 


ou,  d'après  (4),  £  _I_(jjj  _  ,)  =  o.  (10) 

Donc  : 

Théorème  VI.  —  Si  une  droite  quelconque  coupe  une 
courbe  isotropique  sous  les  angles  at,  a2,  a3,...  en  des  points  ou 
les  rayons  de  courbure  sont  R4,  R2,  R3,...  et  qu'une  perpendicu- 
laire quelconque  à  cette  droite  détermine  sur  les  normales  corres- 
pondantes, à  partir  de  leurs  pieds  respectifs,  les  segments  Nt, 
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N,,  N„...  on  a 

Ni 

—    I   1  O. 


^— J  si  il2  y.i\Hi 

Pour  une  autre  perpendiculaire  à  La  droite  considérée,  ou 
aurait 


2 


si n-  Xi\Bi 


7T-  !   =  °; 


V,       i  N,  -  Ni 

donc  >    -r-r —  •  — =: =  o, 

<£-i  Bina  *<  R^ 

OU  V  - — r— -  =  o. 

£-1  R;  Slll'-y.,; 

On  retombe  ainsi  sur  la  propriété  énoncée  dans  le  théo- 
rème III  pour  les  courbes  algébriques  absolument  quelconques. 
Comme  exemple  de  courbe  isotropique,  je  citerai  la  quar- 
tique  unicursale  a  laquelle  j'ai  dernièrement  consacré  une 
étude  (*).  On  voit  que  tous  les  théorèmes  contenus  dans  le 
§  7  de  cette  étude  appartiennent  soit  aux  courbes  isotropiques 
générales  coupées  par  une  droite  quelconque,  soit  môme 
aux  courbes  algébriques  absolument  quelconques.  C'est  donc 
à  tort  que  ces  théorèmes  ont  figuré  au  nombre  des  propriétés 
particulières  de  la  quartique  unicursale  en  question. 


GÉOMÉTRIE  DU  TRIANGLE 

(ÉTUDE  BIBLIOGRAPHIQUE   ET  TERMINOLOGIQUE) 
Par  M.  Emile  Vigarié. 

[Suite,  voir  p.  58). 


18.  Points  complémentaires  (M,  Mc)  et  anti-com- 
plémentaires (M,  M_c)  dans  un  système  quelconque 
de  coordonnées.  —  Etant  donné  un  point  M  dont  les 
coordonnées  dans  un  système  quelconque  par  rapport  au 
triangle  de  référence  ABC  sont  Ç,  tj,  'Ç  on  peut  toujours  lui 
faire  correspondre  un  second  point  que  nous  noterons  par 
Mf  et  qui  a  pour  coordonnées  : 

[*)  Journal  de  Mathématiques  Spéciales,  p.  79,  97  et  121, 
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vi  +  £,     Ç  H-  \,     \  +  v,  ; 
nous  dirons  que  Mc  est  le  point  complémentaire  de  M  dans  le 
système  de  coordonnées   qu'on  a  adopté  et   que  M  est  le  point 
anti-complémentaire  de  Mr  (*). 

Les  coordonnées  du  point  anti-complémentaire  de  M  que 
nous  noterons  par  (M_,.)  seront  : 

-  Ç  -KTQ  +  Ç,  J  -  7J  +  Ç,  |  +  yj  -  Ç. 

Il  est  bien  entendu  que  nous  ne  donnons  ici  que  des 
valeurs  proportionnelles  aux  coordonnées  et  non  pas  les 
coordonnées  absolues. 

Les  points  qui  coïncident  avec  leurs  complémentaires  sont 
donnés  par  les  équations  : 

S        _  vi       __        g 

Yj  ■+■  ç   "  l  +  ç   "  vj  +  5 

qui  admettent  deux  solutions 

ç  H-  Y)   +  Ç  —  O. 

La  première  donne  un  point  déterminé  L,  la  seconde  une 
droite  déterminée  À  qui  est  la  droite  harmoniquement  asso- 
ciée à  L.  Le  point  L  se  transforme  donc  en  lui-môme  et  tout 
point  de  la  droite  A  jouit  de  cette  propriété. 

Si  l'on  calcule  les  coordonnées  d'une  suite  de  points  complé- 
mentaires on  trouve  : 

5,  v!,  Ç 

t\  +  Ç,  Ç  H-  H,  Ê  -f-  yj, 

2^   +  Yj   +   Ç,  2YJ  +  Ç  +   Ç,  2^  +   £   +  7J, 


expression  que  l'on  peut  remplacer  par 

\  +  G(yi  +  C),  1  +  G(5  4-0,  ç  +  C(Ç  +  yj) 


(*)  Voir  la  note  jointe  au  §  20. 

On  peut  consulter  sur  les  points  complémentaires  et  anti-complémen- 
taires : 

E.  Hain.  —  Archiv  der  Physik  und  Malliematiks  von  Grunert,  octobre 
1885,  p.  214-217. 

G.  de  Longchamps.  —  /.  E.,  1886,  p.  131,  276.  —  A.  F.,  Nancy.  1886. 

E.  Lemoine.  —  A.  F.,  Nancy,  1886. 

J.  Neuberg.  —  /.  S,,  décembre  1886,  p.  265-269. 

E.  Vigarié.  —  M.,  1887;  la  première  partie  de  celte  note  est  résumée 
dans  le  §  18  ci-dessus. 
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C  étant  un  coefficient  variable  qui  oscille  autour  de  l'unité 
et  a  pour  Limite  i.  Doue  les  coordonnées  tendent  à  devenir 
égales.  De  là  on  conclut  que,  une  suite  de  points,  dont  chacun 
est  le  complémentaire  du  précédent,  a  pour  limite  le  point  L. 

Deux  points  complémentaire*  (M,  Mc)  sont  en  tigne  droite 
avec  le  point  L.  —  Car  tout  point  N  de  la  droite  MMC  a  des 
coordonnées  de  la  forme  (*) 

m-  -+-  n(t)  +  Ç),  m-t\  4-  n(i  4-  É),  rnX,  4-  n(\  4-  yj), 

n   ,  NM 

le  rapport  -  étant  proportionnel  à  rr^r*  Si  l'on  fait  m  ==  n 

m  N  Mc 

on  trouve  trois  quantités  égales,  c'est-à-dire  les  coordonnées 
du  point  L. 

Si  P  est  le  point  d'intersection  de  À  avec  MMC,  le  rapport 
anharmonique  : 

LM  PM 

lmT      pm7 

a  la  valeur  constante  (—  2). 

En  effet,  représentons  les  coordonnées  de  L  et  P  par 

m\  +  n(n  +  C),        mr\  +  n(£  +  £),        m£  +  »((■  4-  tj), 
m£  4-  ^(ï)  4-Ç  ),        m^  4-  n^S  4-  C),        m£  +  n^Ç  4-  r,\ 

LM  #   PM^       n  §    nt 

aiOrS  —  — —  •  _.,_     —  —  •   — 

LMC     PMC       m    mt 

Si  on  exprime  que  les  coordonnées  de  P  vérifient  l'équa- 
tion de  À,  on  trouve  : 
m{\  -h  n^ï)  4-  Ç)  4-  f»iï|  4-  r?^  +  C)  -+-  w^  -hn4(5  +  tj)  =  0. 

(*)  Les  coordonnées  normales  absolues  du  point  N  qui  divise  la  dis- 
tance des  points  M,  Mc  ayant  pour  coordonnées  absolues  (#,  y,z)[xi,yl,zl) 

.    NM  n  ma;  4-  na?,     my  -±-ny.     mz  4-  nz. 

dans  le  rapport  — — -  = sont  ,  — ,  1.  Si 

NMC  m  m  4-  n  m  4-  n  m  4-  n 

les  coordonnées  sont  prises  dans  un  autre  système,mais  sont  toujours 
absolues  (c'est-à-dire  vérifient  l'identité  fondamentale  analogue  à 
ax  4-  by  4-  cz  =  2S)  les  mêmes  formules  conviennent.  Mais  si  [x,  y,  z) 
(x'p  ylt  z^  diffèrent  des  coordonnées  absolues  par  des  facteurs  que  nous 
supposerons  être  respectivement  X  et  X,,  les  coordonnées  sont  : 
Xa.NMc  —  X^.NM        Xy.NMr  —  X,y,  -NM        Xs.NMc  —  X^.NM 

NMc  — NM        '  NMc  — NM       '  NMc  — NM        ' 

on  voit  par  là  que  les  coordonnées  de  N  sont  de  la  forme  [mx  4-  n#,), 
(wj/4-  m/,),  (mx  +  i»i) 

m  X      NMc 

n  X,       MN 

JOURNAL    DE  MATH.    SPÉC.    —  1887  6. 


130  JOURNAL    DE   MATHÉMATIQUES   SPÉCIALES 

D'oî,  5*  =  -  2. 

n± 

Et  comme  on  a  déjà  vu  que  n  —  m,  on  a  bien  : 

LM       PM         n  (    wA 

LMC  '  PMC  '  "  m  '  m\' 
De  là  on  déduit  les  propriétés  suivantes  : 

1°  Le  rapport  des  distances  du  point  limite  L  au  point 
M  et  à  son  complémentaire  Mc  dépend  de  la  position  du 
point  donné  M. 

2°  La  droite  qui  joint  un  point  a  son  complémentaire 
passe  par  le  point  limite  L. 

3°  Le  rapport  anharmonique  des  quatre  points  M,  Mc,  P,  L 
est  constant  et  égal  à  (—  2). 

Etant  donnée  une  figure  quelconque  F,  les  complémentaires 
des  différents  points  de  F  forment  une  figure  Fc  appelée 
figure  complémentaire  de  F  ;  de  môme  F  est  la  figure  anti- 
complémentaire de  Fc . 

Une  droite  cl  a  pour  figure  complémentaire  une  droite  dc  ; 
le  point  de  rencontre  de  d  avec  X  étant  son  propre  homo  - 
logue  appartient  aussi  à  la  droite  dc   donc  : 

Deux  droites  complémentaires  ou  anticomplémentaires  se 
coupent  sur  X. 

Cette  propriété,  jointe  à  celle  des  points  complémentaires, 
d'être  alignés  avec  L,  montre  que  deux  figures  complémen- 
taires ou  anticomplémentaires  sont  homologiques,  le  centre 
d'homologie  étant  L  et  l'axe  d'homologie  X. 

Soient  L',  L",  L'"  les  points  de  rencontre  de  AL,  BL,  CL 
avec  BG,  GA,  AB;  ces  points  sont  les  complémentaires  de 
A,  B,  G.  Cette  remarque  nous  conduit  à  la  construction  sui- 
vante du  point  Mc  complémentaire  d'un  point  donné  M  : 

On  joint  U  au  point  de  rencontre  de  AM  avec  X  ;  cette  droite 
coupera  LM  au  point  cherché  Mc: 

19.  Points  supplémentaires  (M,  Mff)  et  points  anti- 
supplémentaires (M,  M_ff).  —  Lorsque  les  coordonnées 
sont  normales,  le  point  M(#,  y.  z)  a  pour  complémentaire 
le  point   [y  -h  £,  z  H-  X,  X  +  y)    que    nous    noterons  par  la 
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Lettre  M,  et  que  nous  appellerons,  comme  l'a  proposé  M.  J. 
Neuberg  (./.  E.  I886,  p.  276),  point  supplémentaire  de  M.  Le 
point  antisupplémentaire  de  M  sera: 

M_,(—  x  +  y  +  z,  x  —  y  +-  s,  x  +  y  —  z). 
Le  point   Limite  L  est  Le  contre  du  cercle  inscrit  à  ABC, 
et  la  droite  X  passe  par  les  pieds  des  bissectrices  extérieures. 

20.  Points  complémentaires  (M,  M.,)  et  points 
anticomplémentaires  (M,  M_TV  (Complément aires  et  anti- 
complément  aires  banjeen  trique  s).  —  Le  cas  le  plus  simple  des 
figures  complémentaires  est  celui  où  les  coordonnées  sont 
barycontriques,  c'est  aussi  le  plus  important.  Pour  ce  motif 
nous  sous-entendrons  le  mot  barycenlriques  et  quand  nous 
dirons  simplement  points  complémentaires  ce  sera  les  points 
complémentaires   barycentriques   que   nous    aurons    en    vue. 

Dans  les  autres  cas  (sauf  celui  où  los  coordonnées  sont  nor- 
males) on  devra  expliciter  le  système  de  coordonnées  que 
l'on  emploie, 

A  un  point  douné  M  (a,  p,  y)  correspondra  un  point  com- 
plémentaire (*)  que  nous  noterons  par  la  lettre  Mv  et  un  point 
anticomplémentaire  que  nous  désignerons  par  M_Y. 


(*j  La  méthode  de  transformation  que  nous  étudions  dans  ces  para- 
graphes a  été  indiquée  pour  la  première  fois  par  N.  E.  Hain  (Archives 
de  Grunert,  1885,  p.  214).  M.  E.  Ilain  proposait  d'appeler  points  complé- 
mentaires, les  points  dont  il  a  été  question  ci-dessus,  dans  le  système  des 
coordonnées  normales.  M.  de  Lougmamps  a  généralisé  cette  idée  et  a  pro- 
posé, pour  éviter  toute  ambiguïté,  d'expliciter  le  système  de  coordonnées 
que  l'on  emploie;  il  a,  en  même  temps,  introduit  l'idée  des  points  anticom- 
plémentaires (/.  E.  1886,  p.  131)  qui  n'avait  pas  été  donnée  par  M.  Hain. 

Plus  récemment,  M.  J.  Neuberg  a  proposé  d'établir  encore  une  plus 
grande  distinction:  de  conserver  les  termes  de  points  complémentaires  et, 
anticomplé  nentaires  quand  il  s'agit  des  coordonnées  barycentriques,  et 
d'adopter  les  termes  de  points  supplémentaires  et  antisupplémentaires  quand 
on  se  sort  des  coordonnées  normales. 

On  peut  employer  indifféremment  les  termes  proposés  par  MM.  de 
Lon;.;champs  et  Neuberg  ;  néanmoins  nous  adopterons  ici  ceux  proposés 
par  M.  J.  Neuberg  qui  sont  plus  courts:  les  coordonnées  normales  et 
barycentriques  étant  généralement  les  seules  employées  (*). 

(*)  A  ces  deux  systèmes  principaux,  il  faut  pourtant  ajouter  les  coordonnées  tripo- 
laires.  Elles  <  nt  conduit  M.  Neuberg  à  la  coii^idéralion  de  points  remarquables  quil 
a  nommés  centres  isolor/iques  et  centres  isodynamiques  ;  elles  nous  paraissent  appelées 
à  jouer,  dans  cette  intéressante  géométrie  du  triangle,  un  rôle  important.  (Test  ce  que 
M.  Neuberg  ne  tardera  pas,  croyons-nous,  à  prouver,  en  publiant  dans  Mathesis  les 
remarquables  articles  dont  i!  nous  a  coiumu.iiquc  la  s  bstance.  G.  I. 
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Mv-  (P  +  Y»  Y  +  <*>  a  +  M 
M_r..  (—  a  -h  p  +  y,  a  —  f  ■+■  y,  or -h  p  -  y)' 

Le  point  limite  L  se  confond  avec  le  centre  de  gravité  du 
triangle  et  la  droite  À  est  rejetée  à  l'infini.  Dans  ce  cas  on 
voit  que  : 

Les  figures  complémentaires  sont  homothétiques,  le  centre 
d'homothétie  étant  le  centre  de  gravité  G. 

.  .    PM  .        GM 

Comme  ici  r— —  =  i, alors 7-—^  =  —  2. 

PMy  '  GMy 

D'où  la  construction  suivante  pour  déterminer  le  point  My, 
complémentaire  d'un  point  donné  M. 
On  joint  MG  et  l'on  prolonge  cette  droite  au  delà  du  point 

G  d'une  longueur  GMy  —  -MG.  Pour   le   point   anticomplé- 

mentaire,  on  prend  GMy  =  2MG  (*).  (A  suivre.) 


CORRESPONDANCE 


Extrait  d'une  lettre  de  M.  d'Ocagne. 

...  Le  mode  de  génération  des  tridents  que  vous  avez  fait 
connaître  dans  le  Journal  de  Mathématiques  Spéciales  (1886, 
p.  225),  m'a  suggéré  une  construction  excessivement  simple 
de  la  normale  à  ces  courbes. 

Soient,  en  effet,  A  et  B  deux  pôles,  U  une  courbe  quel- 
conque, M  un  point  mobile  sur  cette  courbe.  Nous  menons  BI, 
parallèle  à  AM,  et  MI,  perpendiculaire  à  AB;  le  point  I  décrit 
une  courbe  V. 

Rapportons  les  courbes  U  et  V  à  l'axe  polaire  AB  et,  res- 
pectivement, aux  pôles  A  et  B. 

Si  w  est  l'angle  que  font  AM  et  Bl  avec  AB,  on  a,  pour  les 


(*)  Voici  une  autre  construction  empruntée  à  un  exercice  proposé 
par  M.  d'Ocagne  (J.  M.  E.). 

Si  Mi,  Ma,  M3  sont  les  symétriques  de  M  par  rapport  aux  milieux  des 
côtés  de  ABC,  les  droites  AM,,  BM3,  CM3  concourent  au  complémen- 
taire de  M. 
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arcs  infiniment  petits  simultanés  décrits  par  les  points  M 

ot  I 

d(M)  =  Mm. du>         d(I)  =  =  li.dw, 

Mm   et  Ii  étant  les    ,n 

normales  aux  cour- 
bes U  et  V,  limitées 
aux  perpendiculaires 
km  et  Bt  aux  rayons 
vecteurs  AM  et  BI. 

Mais  la  droite  MI 
se  déplaçant  parallè- 
lement à  elle-même, 
on  a 

d(M) 


MT 


sin  I 


Par  suite, 


d(D         IT        Sin  M 
Mm        sin  I 


I*        sin  M 


ou 


Mm. sin  M  =  Ii.sin  1   ; 
c'est-à-dire  que  les  projections  des  normales  Mm  et  Ii  sur  MI 
sont  égales,    d'où  la    construction   immédiate   de  l'une    des 
normales  lorsque  l'on  connaît  l'autre. 

Dans  le  cas  où  la  courbe  U  est  une  parabole  dont  l'axe 
passe  en  A,  perpendiculairement  à  AB,  la  courbe  V,  ainsi 
que  vous  l'avez  remarqué,  est  un  trident  de  Newton.  On  a  donc 
ainsi  une  construction  simple  de  la  normale  à  cette  dernière 
courbe. 


Extrait  d'une  lettre  de  M.  Catalan. 

...  Voulez-vous  aussi  adresser  tous  mes  remerciements  à 
mon  jeune  Camarade,  M.  d'Ocagne.  Du  moment  qu'il  s'agit 
d'une  construction  sur  le  chantier,  je  suis  incompétent,  et 
mes  objections  ne  subsistent  plus. 
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tance qu'ont  prise,  dans  les  examens  d'admission  à  cette  école,  les 
exercices  élémentaires,  sur  ces  deux  calculs.  A  ce  point  de  vue,  tout 
au  moins,  le  livre  de  M.  Panly  nous  paraît  devoir  être  consulté  avec  uti- 
lité par  les  élèves  de  mathématiques  spéciales.  Les  principes  y  sont 
exposés  avec  clarté;  de  plus,  l'ouvrage  renferme  de  nombreuses  et  inté- 
ressantes applications  sur  les  rectifications,  les  aires,  les  volumes,  les 
centres  de  gravité,  etc.  G.  L. 


QUESTIONS  D'EXAMEN 


6.  —  Si  la  normale  5  en  un  point  M  mobile  sur  une  surface  2 
rencontre  constamment  une  droite  fixe  A,  S  est  une  surface  de 
révolution  do  it  l'axe  est  la  droite  A. 

Prenons  des  axes  rectangulaires,  A  étant  l'axe  des  z,  et 
menons  par  M  un  plan  perpendiculaire  à  A;  ce  plan  coupe  S 
suivant  une  courbe  U  qui  se  projette,  en  vraie  grandeur,  sur 
le  plan  ocoy  ;  soit  u  cette  projection.  La  tangente  8'  à  U,  au 
point  M,  et  8,  fornu-nt  un  angle  droit;  S'  étant  parallèle  à  yox 
cet  angle  se  projette  sur  ce  plan,  suivant  un  angle  droit. 

On  conclut  de  là,  et  de  ce  fait  que  o  rencontre  oz,  que  u  est 
une  courbe  telle  que  la  normale  en  un  point  pris  sur  elle, 
arbitrairement,  passe  par  un  point  fixe  O. 

Cette  remarque  prouve  que  u  est  une  circonférence. 

En  effet,  l'équation  de  la  normale  étant 
X-  x       Y  -  y 
dy  dx 

on  a,  dans  l'hypothèse  présente, 

xdx  -+-  ydy  =  o, 
ou  x2  -h  y2  =  K. 
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D'après  cela,  La  courbe  m  est  une  circonférence.  Par  suite,  la 
courbe  U  est  aussi  un  cercle  ayant  son  centre  sur  oz\  si  l'on 
observe  enfin  que  oz  est  perpendiculaire  au  plan  de  ce  cercle, 
eu  un  point  qui  coïncide  avec  son  centre,  on  voit  que  S  est 
une  surface  de  révolution. 

7.  —  Trouver  le  lieu  des  points  tels  que  la  somme  des  carrés 
de  leurs  distances  à  des  plans  fixes  soit  constante  ;  déterminer 
le  centre  0  de  la  surface  cherchée  S,  et  démontrer  que  ce  point 
est  le  centre  de  gravité  des  pieds  des  perpendiculaires  abaissées 
de  0  sur  les  plans  donnés. 

Prenons  des  axes  rectangulaires;  l'équation  delà  surface 
S  est 

(A^  +  Blt7  +  Ct5  +  D,)2 

kl  +  B?  +  Gf  "  °* 

Les  coordonnées  du  centre  (a,  p,  y)  vérifient  les  relations: 
,  A^x  +  Bl(3  +  GlT  +  D±] 


A?  4-  Bf  +  C? 


=  o, 


v  B^A.a  +  Btp  +  ClY  +  Dt) 

<  S  A»  +  BJ  +  Cf =  °' 

C^x  +  B,j3  +  ClY  n-j^) 

A?  +  B?  +  C*  ~  °* 

D'autre  part,  les  coordonnées  xu  y^  zit  du  pied  HA  de   la 

perpendiculaire  abaissée,  de  O,  sur  le  plan  P4  correspondant 

à  l'équation 

k^x  +  B^  +  G43  +  Dj  =  o, 

sont  données  par  les  formules  : 

a  -  a?i  _  P  ~  î/i  _  ï  -  Si  __  -  (Ai^  +  Bjt/!  +  C^  +  D,) 
Ai  Bt  Gt  A?  +  B?  +  Cf 

Soient  H,  tj,  Ç  les  coordonnées    du    centre    de  gravité    des 

points  H;  en    supposant   que  les   plans   donnés    soient   en 

nombre  égal  à  m,  on  a 

A1(A1#1  +  Bl*/1-+-C1z,+Dl) 
m^  —  xl  +  x2-\-...  +  xm  =  77ia  +  S  ~ — ï-4-s — ~ 1  '  ^-^i; . 

AJ  +  B\  +  Cf 
En  comparant  ce  résultat  avec  la  première  des  équations  (H; 
on  voit  que  \  =  x  ;  on  trouve  de  même  *j  =  (3  et  Ç  =  y  ;  le 
point  O  est  donc  le  centre  de  gravité  des  points  H. 
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8.  —  Soient  a,  |3,  y;  a',  p',  y'  /es  cosinus  directeurs  de  deux 
directions  principales  ;  on  sait  que 

aa'  +  pp'  +  yy   =0;  (I) 

en  déduire  que  l'équation  en  S  a  ses  racines  réelles. 

Si  l'équation  en  S  avait  une  racine  imaginaire  S',  (l'équation 
de  la  quadrique  considérée  étant,  bien  entendu,  à  coeffi- 
cients réels),  cette  équation  en  S  admettrait  aussi  une  seconde 
racine  imaginaire  conjuguée  S". 

Les  expressions  correspondantes  a,  a';  (3,  f/;  y,  y' ;  seraient, 
deux  à  deux,  imaginaires  conjuguées  et  l'on  pourrait  poser 
a  =  a  +  M,  g  =  c  +  di,  y  =  e+  />', 

a'  =  a  —  6i,         p'  —  c  —  di,         y  —  e  —  /ï. 
D'après  cela,  l'égalité  (1)  deviendrait 

a2  +  62  +  c2  +  c/2  +  e2  +  /2  =  0,   etc 

Cette  démonstration  est  due  à  M.  A.  Buchheim,  (Messenger 
of  Mathcmalics ,  1884);  nous  l'avons  empruntée  à  Mathcsis 
(n°  de  mars  1887,  p.  63). 

9.  —  Prendre   la  dérivée,  par   rapport  à  S,  de  la  fonction 

A  -  S  B"  B' 

A(S)  s       B"  A'  -  S  B 

B'  B  A"  -  S 

En  développant  A(S),  on  sait  que  l'on  a 
A(S)  se  (A  -  S)(A'  -  S)(A"  -  S)  +  2BB,B"  -  (A  -  S)B2 
-  (A'  -  S)B'2  -  (A"  -  S)B"2, 
et,  par  suite, 
A'(Sj  -:  B2  -  (A'  -  S)(A"  -  S)  +  B'2  -  (A"  -  S)(A  -  S) 

+  B"2  -  (A  -  S)(A'  -  S). 
Ce  résultat  peut  s'écrire  sous  la  forme 


A'(S)=- 


Ar-S         B 
B       A"-S 


A- S       B" 
B"       A- S 


A" -S       B' 
B'        A-S 

mais  la  question  posée  a  pour  objet  l'établissement  direct  de 
cette  égalité,  le  déterminant  A(S)  n'étant  pas  développé  en 
mineurs.  En  d'autres  termes,  on  propose,  d'une  façon  géné- 
rale, de  trouver  la  dérivée  d'un  déterminant. 

Prenons  d'abord  un  déterminant  du  second  ordre  et  soit 
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A         B 

G      D 
A,  B,  C,  D  désignant  des  fonctions  d'une  variable  x. 
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11  s 


ou 


Nous  avons 

11  =  AI)  --  BC, 

.  par  conséquent, 

U'  =:  AD'  +  DA'  - 

BC 

L 

U'ïs: 

A       B' 
C       D' 

4- 

A' 

c 

B 
D 

CB', 


La  loi  observée  ici,  sur  ce  cas  simple,  est  générale;  elle 
donne  lieu  à  l'énoncé  suivant  : 

Pour  prendre  la  dérivée  d'un  déterminant  dont  les  éléments 
sont  des  fonctions  d'une  variable  x,  on  écrit  quelle  est  égale  aune 
somme  de  déterminants  déduits,  du  déterminant  proposé,  en  pre- 
nant toutes  les  colonnes,  à  l'exception  d'une  seule  et  en  substi- 
tuant à  celle-ci  une  colonne  dont  les  éléments  sont  égaux  aux 
dérivés  des  termes  de  la  colonne  envisagée. 

En  supposant  la  loi  vraie  pour  un  déterminant  d'ordre 
(n  —  i),  on.  reconnaît,  sans  difficulté,  qu'elle  subsiste  pour 
un  déterminant  d'ordre  n;  la  loi  que  nous  venons  d'énoncer 
est  donc  générale. 


QUESTION  20 

«Solution  par  M.  X.  Barthe. 


On  considère  une  surface  fixe  du  second  degré  et  des  surfaces 
homothétiques  du  second  degré  cwconscrites  à  la  première.  Trou- 
ver le  lieu  des  sommets  des  cônes  de  révolution  circomerits  à  ces 
surfaces. 

Prenons,  par  exemple,  l'ellipsoïde  rapportée  à  ses  axes 
principaux  : 

y* 


;C 


a- 


r-1 


—  I 


O. 
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L'équation  générale  des  ellipsoïdes  homothétiques  (et  con- 
centriques) (*),  est 

x2       y2        z2 

h^H A  =  o. 

a2        b2        c2 

Le  cône  ayant  pour  sommet  le  point  (.x,  y0,  z0)  et  circonscrit 

à  ces  surfaces  aura  pour  équation 

a2  \b2        c2         1       62  \  a2         c2        J       c2  \  a2        b2 
_  2xyo\sQ  _  2XzxQyQ  _  2yzy0z0  -  ^  _ 

a262  a2c2  62<?a 

Pour  qu'il  soit  de  révolution,  il  faut  et  il  suffit  qu'on  ait 

±  /    ^  +  M  +  v  _  x\     j_  /v  _  iç!    v  _  x 

a2  V       a2         62         c2  /        ô2  \  a2         b2         c2 

c2  \  a2         62         c2 
éliminant  X  entre  ces  équations,  et  rendant  les  coordonnées 
courantes,  on  a,  pour  le  lieu, 

—  (b2  -  c')  +  |-  (c2  -  a2)  +  —  (a2  -  b'1)  =  o. 
a2  v  '        b2  v  ;        c2  v  ; 

C'est  un  cône  réel  ayant  l'origine  pour  sommet. 


QUESTION  125 

Solution*  par  M.  Ferval,  élève  au  Lycée  Henri  IV. 
(Classe  de  M.  Maoé  de  Lépinay.) 


Une  parabole  de  forme  invariable  glisse  entre  deux  droites 
rectangulaires  Ox,  Oy;  trouver  le  lieu  décrit  par  l'extrémité 
du  diamètre  qui  passe  par  l'origine. 

La  courbe  est  du  huitième  degré;  mais  elle  peut  se  mettre,  en 
coordonnées  polaires,  sous  la  forme  remarquable  : 

-  =  i  —  cos  4(o  {**). 

P 

(*)  Condition  évidemment  oubliée  dans  renoncé.  C-.-L. 

(**)  Énoncé  rectifié;  une  erreur  d'impression  avait  fait  écrire 

P 

-=  i  —  4  cosfo. 

P 
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Déduire  de  celle  équation  les  points  d'inflexion  que  présentent 
les  quatre  branches  de  la  courbe,  G.-L, 

Prenons  les  deux  droites  Ox,  Oij  pour  axes  de  coordonnées, 
L'équation  de  la  parabole  tangente  aux  deux  axes  on  leurs 

points  do  rencontre  A,  B  avec  une  droite  mobile 

li.V  +  VIJ   —    I        :   o, 

est  (ux  —  ry)2  —  z(ux  +  vy)  -+-  i     -  o. 

En  appliquant  l'égalité  bien  connue 

,  -  A 

P     '  (A  +  A.')»  ' 
qui    donne   en    axes    rectangulaires   lo   paramètre   p   d'une 
parabole,  on  a  ici  : 

4u2v2  ... 

P2  =  — ("J 

Observons  que  les  coordonnées  x,  y  de  l'extrémité  du 
diamètre  passant  par  l'origine  sont  les  moitiés  de  celles  du 
milieu  de  AB,  c'est-à-dire  : 

x  —  —       y  =  —  -  (2) 

Remplaçons  dans  (1),  qui  n'est  autre  que  l'équation  tan- 
gentielle  de  l'enveloppe  de  AB;  u  et  v  par  leurs  valeurs, 
nous  obtenons  le  lieu  cherché  : 


(a2  +  i/2)3 

Si  l'on  passe  en  polaires,  l'équation  du  lieu  devient  : 
p"1  =  64.  p2  sin4  10  cos4  (o  =  4p2  sin4  2co  =  p2(i  —  cos  4C0)2 
ou 

P  /  X 

-  =  ±  (ï   —  cos  400). 

p 

La  courbe  qui  correspond  à  cette  équation  est  constituée 
par  quatre  branches  paraboliques  doublement  infléchies. 
Les  axes  et  les  bissectrices  sont  des  axes  de  symétrie  et 
il  suffit  de  construire  la  partie  de  la  courbe  qui  correspond 

à  la  variation  de  00,  depuis  zéro  jusqu'à  —  •  Les  autres  bran- 

4 
ches  se  déduisent,  de  celle  qu'on  obtient  ainsi,  par  symétrie. 

Cherchons  les  points  d'inflexion. 
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Ils  sont  donnés  par  la  résolution  de  l'équation 

tr 


qui  donne,  ici, 


cos  403  = 


0, 


1 
i5 


On  peut  ainsi  trouver  facilement  le  plus  petit  arc  qui 
correspond  à  cette  formule  et  qui  est  voisin  de  24°.  Les 
huit  points  d'inflexion  que  l'on  peut  trouver  avec  la  règle 
et  le  compas  sont  situés    sur   un  cercle  de  centre  0   et  de 

rayon  égal  a— p. 

Nota.  —  Autres  solutions  par  MM.  Lucien  Marchis,  élève  au  lycée  de 
Rouen;  Ilugon,  à  Poligny;  Vacquant,  anciea  élève  de  mathématiques 
spéciales  à  Lille. 


QUESTION  147 


Un   quadrilatère  variable  OGHM   se   déplace   et  se  déforme 

suivant  les  conditions  suivantes: 
■1°  Le  point  0  est  fixe  ; 
2°  La  longueur  OG  est  con- 
stante ; 
3°  L'angle  G  est  droit  ; 
4°  Le  côté  HM  est  à  chaque 
instant  parallèle  à  OG 

5°   L'angle   GOM    varie   de 
grandeur  et  de  position,  mais 
il   a   toujours   même   bissectrice. 
Trouver  le  lieu  du  sommet  M. 

Prenons  le  point  0,  pour  origine  ;  la  bissectrice  fixe,  pour 
axeocc;  el,  pour  axe  0//,  une  perpendiculaire  à  ox. 

Ayant  posé: 

OM  =  p,        MOx  =  co,        OG  =  a 
en  observant  que  le  point  M;  d'après  la  construction  indiquée, 
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se  projette  au  milieu  de  OH,  on  a 

OH 

OH  —  -    -  —  p  cos  co.  1 1) 

D'ailleurs,  le  triangle  OGH  douno 

OH  -  —  ;  (2) 

COS  (-) 

ou  a  doue,  eu  comparant  (I)  et  (2), 

a 

. 

r  2  COS2    0) 

C'est  l'équation  polaire  du  lieu.  La  courbe  correspondante 
se  construit  facilement;  elle  est  constituée  par  deux,  branches 
paraboliques. 


VARIÉTÉS 


SUR  LES  FONDEMENTS  DU  CALCUL 

INFINITÉSIMAL 

Par  M.  G.  Milliatid,  professeur  de  Mathématiques  spe'ciales 
au  Lycée  du  Havre. 

(Suite,  voir  p.  91.) 


On  dit  souvent  que  Descartes  a  substitué  des  équations  à 
des  formes  de  lignes  ou  de  surfaces.  Rien  n'est  plus  faux; 
une  forme,  par  elle-même,  ne  peut  entrer  dans  les  calculs 
que  si  sa  définition  était  déjà  mathématique,  c'est  à-dire 
que  si  on  connaissait  déjà  une  propriété  de  quantité  appar- 
tenant au  point  ou  à  la  ligne  dont  le  mouvement  engendre 
la  figure.  L'ellipse  est  le  lieu  d'un  point  dont  la  somme  des 
distances  à  deux  points  fixes  est  constante.  Le  cône  de  révo- 
lution est  engendré  par  une  droite  qui  fait  un  angle  con- 
stant avec  une  droite  fixe,  qu'elle  rencontre  en  un  point  fixe. 
Il  n'est  pas  de  courbes  ou  surfaces  géométriques  définies  par 
leur  forme.  Descartes  n'a  donc  pas  eu  à  substituer  des 
équations,  à   la  forme,  soit   dans  les  définitions,  soit  dans 
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l'étude  des  êtres  géométriques,  mais  seulement  à  trouver 
une  méthode  générale  qui  permît  de  dégager  simplement  et 
de  traduire  par  des  équations  algébriques  les  propriétés  de 
quantités  qui  faisaient  des  figures  de  la  géométrie  des  êtres 
mathématiques. 

Mais  laissons-la  ces  réflexions  qui  nous  entraîneraient  trop 
loin.  Il  nous  paraît  suffisamment  établi  maintenant  que  la 
croyance  à  l'impossibilité  logique  de  faire  coïncider  la  limite 
d'une  variable,  avec  un  état  particulier  de  cette  variable,  est 
une  erreur  absolue  et  nous  pourrons  envisager  maintenant, 
sans  craindre  aucun  malentendu  sur  la  signification  du 
problème,  la  question  de  savoir  si  la  variable  atteindra  cet 
état  particulier  qui  est  la  limite.  Cette  queslion  est  absolu- 
ment étrangère  à  la  notion  mathématique.  Il  est  plus  que 
dangereux,  il  est  contraire  à  l'esprit  môme  des  raisonne- 
ments mathématiques,  d'en  faire  dépendre  la  solution  de 
l'idée  de  limite.  Et  il  faut  approuver  aussi  peu  la  tendance 
de  quelques-uns  à  parler  de  l'impossibilité  pour  la  variable 
d'atteindre  sa  limite,  que  l'idée,  plus  communément  répandue, 
suivant  laquelle  la  limite  est  le  ternie  effectif  d'une  variation. 

Il  suffira,  pour  le  montrer,  d'insister  un  peu  sur  le  sens 
de  cette  question.  On  peut  l'entendre  de  deux  façons:  ou  bien 
on  suppose  réalisée  la  variation  de  la  grandeur  étudiée,  et 
on  se  demande  s'il  arrivera  un  instant,  dans  le  temps,  où  elle 
prendra  la  valeur  particulière,  qui  est  celle  de  la  limite  ;  ou 
bien  l'esprit  cherche  à  concevoir  la  génération  même  de  la 
grandeur  limite  à  l'aide  de  la  variable  et  se  demande  s'il  peut 
reconstituer  cette  limite,  par  une  série  illimitée  d'approxima- 
tions successives. 

Voyons  la  première  de  ces  questions.  Avant  tout,  elle 
exige  pour  la  réalisation  objective  de  la  variation,  qu'on  se 
donne  un  certain  nombre  de  circonstances  précises,  dont  la 
nature  déterminera  la  solution  du  problème,  en  particulier 
une  certaine  loi  liant  au  temps  la  valeur  de  la  variable  dont 
on  dispose.  Celle-ci  devient  fonction  du  temps  et  la  question 
est  déplacée.  11  s'agit  de  savoir  si,  le  temps  s'écoulant,  elle 
parviendra  à  la  valeur  qui  fait  prendre,  à  la  première  gran- 
deur, sa  valeur  limite. 
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Exemple  :  La  variable  sera  la  longueur  OA„  portée  sur  Ox 
à  partir  du  point  0,  qui  serait  égale  à  la  somme  des  n  premiers 
termes  de  la  progression 

i  i 

I     H h h 

10  100 

On  sait  que  cette  somme  a  une  limite,  ici  égale  à  la  Trac- 
tion 10/9,  quand  n  croît  indéfiniment.  L'extrémité  A„  de  la 
longueur  0A„  a  donc  pour  limite  un  certain  point  L  situé  à 
10/9  de  mètre  de  l'origine  0.  Le  point  A„  arrivera- t-il  en  L? 
Supposons,  par  exemple,  que  la  vitesse  de  AH  change,  à 
chaque  élément  nouveau  du  chemin  qu'on  fuit  décrire,  de 
façon  qu'il  les  parcoure  tous  dans  des  temps  égaux  :  le  mobile 
An  ne  parviendra  jamais  en  L.  Au  contraire  qu'il  marche 
d'un  mouvement  uniforme  de  vitesse  1  de  façon  à  parcou- 
rir chaque  élément  nouveau  en  10  fois  moins  de  temps  que 
le  précédent:  il  est  clair  qu'il  aura  parcouru  10/9  de  mètre 
en  10/9  de  seconde. 

Ces  exemples  suffiront,  je  pense,  à  bien  établir  que  la  ques- 
de  savoir  si  la  variable  parviendra  réellement,  à  un  instant, 
plus  ou  moins  éloigné  dans  l'avenir,  au  terme  de  sa  varia- 
tion, est  absolument  distincte  du  fait  de  l'existence  de  la 
limite.  (A  suivre.) 


QUESTIONS  PROPOSÉES 


221.  —  Mener,  à  une  circonférence  fixe,  une  tangente  A 
telle  que  le  segment  AA'  intercepté  sur  cette  droite,  par 
deux  droites  fixes  D,  D',  ait  une  longueur  donnée. 

A  propos  de  ce  problème,  généralisation  de  celui  de  Pap- 
pus,  on  cherchera  le  lieu  du  point  M  obtenu  en  traçant  par 
A  une  parallèle  à  D',  et  par  A'  une  parallèle  à  D. 

Ce  lieu  est  une  quartique.  On  déterminera  les  formes  diver- 
ses affectées  par  cette  courbe. 

Enfin,  on  fera  voir  que  le  problème  proposé  se  résout  com- 
plètement par  le  tracé  d'ellipses  et  d'hyperboles. 

(Ph.  F.) 
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222.  —  On  considère  un  triangle  AOB  rectangle  en  0  ; 
par  les  points  A  et  B  on  mène  deux  droites  rectangulaires 
mobiles  qui  se  coupent  en  S  et  l'on  imagine  une  parabole  P, 
de  sommet  S,  ayant  pour  axe  SA  et  passant  par  0. 

1°  La  tangente   en  0,  à   P,   rencontre  AS  en  un  point  I  ; 
démontrer  que  le  lieu  décrit  par  I  est  une  circonférence. 
2°  L'enveloppe  des  paraboles  P  est  une  cissoïde  oblique, 

(G.L.) 

223.  —  Lieu  des  centres  des  cercles  coupant  l'ellipse  en 
quatre  points  tels  que  trois  d'entre  eux  soient  les  sommets 
d'un  triangle  équilaléral.  Ce  lieu  est  une  ellipse. 

Enveloppe  de  la  droite  qui  joint  le  centre  au  quatrième 
point,  et  lieu  du  milieu  de  cette  droite;  on  trouvera  pour 
l'enveloppe  demandée  une  développée  d'ellipse;  le  dernier  lieu 
est  une  ellipse.  (X.) 

224.  —  Étant  donnés,  dans  un  plan,  deux  droites  et  un 
point  fixe,  on  fait  tourner  une  droite  autour  de  ce  point.  Trou- 
ver le  lieu  des  points  de  contact,  situés  sur  cette  droite,  des 
circonférences  tangentes  aux  deux  droites  fixes  données  et 
à  la  droite  mobile.  (Ernest  Lebon.) 

225.  —  Soient  ¥±  et  P2  deux   points  fixes  pris   sur  une 

parabole,   P   un  point  variable   sur  la    même  courbe.    Les 

droites   PPi  et    PP2    coupent   le   diamètre    conjuguée  de  la 

corde  PtP2  en  des  points  qui  sont  symétriques  par  rapport 

au  point  ou  ce  diamètre  coupe  la  parabole. 

(D'Ocagne.) 


Le  Directeur-Gérant, 

G.  de  LONGCHAMPS. 


IMPRIMERIE   CENTRALE   DES  CHEMINS   DE    FER.   —  IMPRIMERIE  CHAIX, 
RUE  DERGERE,   ?0,   PARIS.   —   10828-7. 
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GÉOMÉTRIE  DU  TRIANGLE 


SUR  QUELQUES  CERCLES  REMARQUABLES 
(cercles  de  neuberg  et  de  m'cay). 

Par  M.  ICmile  Vigarié. 

[Suite,  voir  p.  121). 


6.  Équation  des  cercles  de  Neuberg  (*).  —  1°  Coor- 
données cartésiennes.  —  Prenons  pour  axes  des  coordonnées 
le  côté  BG  et  la  perpendiculaire  élevée  en  son  milieu  et  cher- 
chons le  lieu  d'un  point  A  tel  que  l'angle  de  Brocard  du 
triangle  ABC  ait  une  valeur  constante,  x,  y  étant  les  coor- 
données du  point  A,  on  trouve  : 


a  a 

-  +  x 


cote  G  =  -  ■»  coter  B 

y 


o 

2 


cotg  A  == 


i  —  cotg  B  cotg  G  4 


cotg  H  +  cotg  G  aij 

Substituant  ces  valeurs  dans  l'équation 

cotg  A  +  cotg  B  4-  cotg  G  =  cotg  w, 

on  trouve 

3a2 
x%  -+-  //-  —  ay  cotg  a)  h —  o . 

4 

Ge  lieu  est  donc  une  circonférence  telle  que  les  tangentes 

issues  de  Da  milieu  de  BG  et  de  B  soient  respectivement  égales 

à  la  hauteur  du  triangle  équilatéral  construit  sur  BG  et  au 

côté  BG. 

i°  Coordonnées  barycentriques.    —   L'équation    d'un   cercle 

(*)  Dans  ce  paragraphe  et  dans  quelques-uns  des  suivants,  l'article  de 
M.  Vigarié  emprunte  certaines  considérations  analytiques,  qui  ne  sont 
pas  tout  à  fait  élémentaiies  ;  mais  nous  n'aurions  pu  les  supprimer  sans 
nuire  sensiblement  à  1  ensemble  du  sujet  traité. 
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quelconque  est  : 

aa(3y  4-  &aay  4-  Caa(3  -  (Aa  4-  Bp  4-  Cy)(a  4-  6  4-  y)  =  o, 
A,  B,  C  étant  les  puissances  des  cercles  par  rapport  aux 
sommets  de  référence   (/.   8.   1886,   p    57).   Les  puissances 
de  Na  par  rapport  à  ces  somm  ts  étant  o,  a2,  a2,  les  équa- 
tions barycentriques  des  cercles  de  Neuberg  seront  : 

N„ a2gy  4-  62ay  4-  C2a(3  -  a2([i  +  y)(a  4-  S  4-  y)  =  O, 

Nb   ....    fl2{2y  4-  62ay  4-  C2aS  -  &2(y  4-  a) (a  4-  S  +  y)  =  o, 

N, a2Jsy  4-  6'ay  4-  C2aj5  -  c'(a  4-  f)(a  4-3  4-  y)  -  -  o. 

Les  axes  radicaux  de  ces  cercles  combinés  avec  le  cercle  ABC 
sont  évidemment  les  parallèles  à  a,  6,  c,  menées  par  A,  B,  G. 
L'axe  radical  des  cercles  Nj,  et  Nc  a  pour  équation  : 

62(a  4-  y)  -  C2(y.  4-43)  =  o 
Le  centre  radical  satisfait  à  : 

a2(p  4-  y)  =  62(a  4-  y)  =  C2(a  +  f&)  (f) 

On  sait  que  le  point  D  centre  d'homologie  du  triangle  ABC 
et  du  premier  triangle  de  Brocard  a  pour  coordonnées  bary- 
centriques 

i        i        i 

a*  '  ~Ul  '  c2 

Les  formules  (1)  montrent  que  le  centre  radical  des  cercles 
Na,  Nb,  Nc  est  Yanti-complémenlairc  du  point  D. 

Les  trois  triangles  NaBC,  N&0A,  NCAB  étant  isocèles  et 
semblables,  les  droites  ANa,  BNb.  CNC  se  coupent  en  un  même 
point  de  Y  hyperbole  de  Kiepert.  Ce  point  est  le  point  N  de 
Tarry  (*)  (Voir  J.  S.  1886,  p.  75)  on  a  donc  ce  théorème  : 

7.  Théorème  ÏV.  —  1°  Le  contre  radical  des  trois  cercles 
de  Neuberg  est  l anti-complémentaire  du  point  D.  °2°  Les  droites 
qui  joignent  A,  B,  C  au  c  centres  Na,  N&,  Nc  ae  ces  cercles  se 
coupent  au  point  de  Tarry. 

(*)  Voici  une  démonstration  géométrique  de  cette  partie.  Il  faut  démon- 
trer que  les  droites  ANa,  BNb  se  coupent  sur  le  cercle  ABC  ou  font  entre 
elles  un  angle  égal  à  C.  Désignons  par  Fa,  Fb,  Fc  trois  figures  sem- 
blables construites  sur  BC,  GA,  AB.  Les  centres  Na,  Nb  sont  des  points 
homologues  de  Fa,  F/>.  L'homologue  de  B  considéré  comme  faisant 
partie  de  Ft  est  dans  Fa,  le  point  A2.  Donc  BNb,  A2Na  sont  des  lignes 
homologues  de  Fb,  Fa  ;  elles  font  entre  elles  l'angle  G  ;  les  rayons 
NaA2,  NoA  du  triangle  AA:A  semblable  à  ABC  font  l'angle  2G  :  donc 
ANa,  BNb  tout  entre  elles  l'angle  C. 
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8.  Théorème  V.  —  On  const mit  sur  les  côtés  BG,  (!A.  Ali 
du  triangle  A.BG  trois  figures  semblables  Pfl,  F&,  Fc;  *otcn/ 
I,,,  I,M  I(.  irois  points  homologues.  Si  les  droites  Al„,    BI6  sont 

parallèles,  la  droite  (II,.  est  parallèle  à  la  même  direction  et  les 
points  I„,  I,„  Ir  qui  jouissent  de  cette  propriété  décrivent  les 
cercles  de  Neuberg  (**), 

En  effet,  le  point  B  considère  comme  faisant  partie  de  F&  a 
pour  homologue  A2  dans  Fa;  donc  les  BI6,  A2Ia  lignes  homo- 
logues de  F,,.  F„  font  l'angle  G;  mais  par  hypothèse  Blhy  Al, 
sont  parallèles;  donc  les  lignes  Al(MA2Iafont  entre  elles  L'angle 
G.  L'angle  AA^j  est  aussi  égal  à  G.  De  là  on  conclut  que  Ia 
appartient  au  cercle  N„.  De  môme  Ib  appartient  au  cercle  N6. 

Ce  résultat  peut  s'énoncer  ainsi  : 

Si  deux  cordes  des  cercles  N,„  Nb  menées  par  A  et  13  sont 
constamment  parallèles,  leurs  secondes  extrémités  sont  des  points 
homologues  de  Fa,  Fb.  Celte  propriété  s' étendant  aux  cercles  Na 
Nc,  on  voit  que  GIC  est  parallèle  à  ATa.  (A  suivre). 


VARIÉTÉS 


SUR    LA 

GEOMETRIE  DE  IA  RÈGLE  ET  DE  L'ÉQUERRE 

Par  M.  G.  de  liongchamps. 

[seconde  partie) 

[Suite,  voir  p.  126). 


131.  Le  cas  des  deux  obstacles.  —  On  peut  imaginer 
que  le  point  qu'il  faut  obtenir,  au  delà  d'un  obstacle  donné, 
soit  situé  dans  un  terrain  où  les  alignements  dont  nous  avons 
parlé,  dans  les  diverses  solutions  qui  précèdent,  ne  puissent 
être  exécutés.  Tel  est  le  cas  où.  un  autre  obstacle  se  trouve 

l**)  Les  n-s  8  et  9  résolvent  complètement  la  question  '/.  E.,  1882, 
p.  24.  Comparer  aussi  J .  S.  1886,  p.  In.  —  J.  Gasey.  ;1  (réalise  on  conic  sec- 
tions, pp.  2*8-253. 
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situé  dans  le  voisinage  de  celui  que  l'on  veut  franchir  et  dans 
la  partie  où  doit  pénétrer  le  prolongement  cherché. 

Nous  indiquerons  deux  cas  correspondant  à  ce  geure  de 
difficultés. 

Premier  Cas.  — Supposons  d'abord  que  l'on  puisse  jalonner, 
enlre  les  deux  obstacles,  une  ligne  droite  ne  rencontrant  ni  • 
l'un  ni  l'autre  de  ces  obstacles,  et,  néanmoins,  assez  étendue 

pour  pénétrer  dans  les 
régions  où  peuvent,sans 
difficulté,  s'effectuer  les 
alignements  nécessai- 
res, représentés  par  la 
figure  164. 

Le  théorème  de  Jean 
de  Ceva,  appliqué  au 
triangle  APQ,  donne  la 
relation 

PC       SP    AR 
QCZ"  ÂS'RQ* 
On   connaît   donc    le 
Fig.  /64  rapport    des    segments 

PC,  QC  et  leur  somme  ;  le  point  C  se  trouve  ainsi  déterminé. 
Mais  celte  solution  exige  plusieurs  chaînages. 

Si  la  droite  RS  rencontre  PQ  dans  les  limites  du  terrain 
(et  Ton  peut  toujours,  par  quelques  tâtonnements,  faire  en 
sorte  qu'il  en  soit  ainsi,  en  rapprochant  suffisamment  Q  du 
point  inconnu  C),  on  a 

2  i  i 

GQ~  (7Q  +  CT 
et   la  table  des   inverses,  dont  nous  parlerons  bientôt,  par 
un  calcul  rapide,  donne  C'C. 

Pour  prolonger  AB  au-delà  du  second  obstacle,  on  pourra 
mener,  par  les  points  P,  Q,  des  parallèles  A,  A'  à  AB,  et,  après 
avoir  jalonné  une  droite  C'QT',  on  prendra  sur  celle-ci  un 
point  C",  la  longueur  C'C  étant  calculée  au  moyen  de  l'égalité 

2  i  i 

CCf  ~  VQ'  ~*~C¥r 
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On  peut  d'ailleurs,  la  chose  csl  manifeste,  obtenir  le  pro- 
longement o  de  AB  en  considérant  les  deux  obstacles  U  et  V 
comme  constituant  un  seul  et  même  obstacle.  Alors  pour 
déterminer  de  o,  on  appliquera  l'une  des  méthodes  que  nous 
avons  indiquées  plus  haut;  ou  toute  autre,  car  elles  sont 
innombrables.  Mais  on  a  bien  compris  que  l'intérêt  de  la 
remarque  précédente  porte,  non,  sur  la  construction  de  o, 
mais  uniquement  sur  la  détermination  du  point  C,  point  situé 
entre  les  deux  obstacles  et  sur  le  prolongement  de  AB. 

Second  Cas.  —  Supposons  maintenant  que  les  obstacles  U 
et  V  soient  disposés  comme  le  montre  la  fig.  76'5;  alors 
on  ne  peut  prolonger  PQ  de  part  et  d'autre  des  obstacles, 
comme  dans  le  cas  que  nous  venons  d'examiner.  Sans  doute, 
on  pourrait  répéter  la  construction  indiquée  en  prenant  les 
points  P  et  Q  sur  une  semi-droite  partant  de  la  région  com- 
prise entre  U  et  V;  mais  nous  profiterons  de  la  disposition 
particulière  que  nous  venons  d'imaginer  pour  signaler  une 
autre  solution. 

Jalonnons  deux  alignements  AR,  AS,  et  d'un  point  M  pris 
sur  AB,  abaissons  des  perpendiculaires  MP,  MQ;  puis,  jalon- 
nons une  droite  RS  parallèle  à 
PQ  et  choisie  de  telle  sorte  que 
les  perpendiculaires  élevées  aux 
droites  A,  A'  aux  points  R,  S, 
pénètrent  dans  la  région  qui  est 
située  entre  U  et  V.  Nous  avons 
ainsi  construit  deux  fi  gures  homo- 
thétiques,  et  le  point  G,  obtenu 
par  cette  construction,  est  situé 
sur  AB.  F&  l65- 

Si  l'on  opère  avec  une  fausse  équerre,  on  remplacera  les 
angles  droits  que  nous  avons  considérés  par  des  angles  quel- 
conques, mais  égaux,  deux  à  deux;  le  principe  des  figures 
homothétiques  étant  d'ailleurs  appliqué  comme  il  vient 
d'être  dit. 


32.    Examen  du  cas   où   l'obstacle  est  inacces- 
sible. —  L'obstacle  peut   être  inaccessible  dans  plusieurs 
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conditions;  pour  chacune  d'elles  se  présentent  des  difficultés 
que  nous  allons  successivement  considérer. 

Premier  cas  particulier.  —  Supposons,  pour  donner  une 
idée  de  la  difficulté  matérielle  que  nous  abordons  ici,  que 
l'obstacle  que  nous  avons  à  considérer  soit  constitué  par  une 
île  boisée,  située  au  milieu  d'une  rivière. 

Les  solutions  que  nous  avons  données  jusqu'ici  supposent, 
toutes,  que  l'on  puisse  librement  circuler  autour  de  l'obs- 
tacle, au  moins  dans  l'une  des 
régions  qui  correspondent  à  la 
droite  que  l'on  veut  prolonger, 
de  façon  à  pouvoir  jalonner  les 
alignements  nécessaires.  Dans 
le  cas  présent,  les  jalonnements 
peuvent  bien  être  faits  succes- 
B'  sivement,  sur  une  rive,  puis  sur 

FW-  j6G-  l'autre;  mais  il  existe  entre  ces 

deux  opérations  une  discontinuité  matérielle,  causée  par  la 
présence  de  la  rivière  qui  entoure  l'obstacle.  Nous  devons 
donc  indiquer  comment  doivent  être  exécutés  les  jalonne- 
ments, ainsi  séparés  les  uns  des  autres. 

Soient  A  et  A'  deux  parallèles  tracées  sur  les  rives  opposées. 
Pour  prolonger  AB  sur  la  rive  A',  à  travers  l'obstacle  U,  on 
prendra  sur  A  un  point  arbitraire  C,  puis  CD  =  BG  et  l'on 
fixera  des  jalons  aux  points  A,  C  et  D. 

Après  avoir  franchi  la  rivière,  on  détermine  alors  sur  A', 
les  points  G'  et  D'  qui,  sur  A,  sont  en  ligne  droite  avec  :  A,  G 
d'une  part  ;  A ,  D  d'autre  part.  Enfin,  ayant  pris,  avec  le 
cordeau,  G'B'  =  D'C'  ;  le  point  B',  ainsi  trouvé,  représente  le 
point  ou  AB  prolongé  rencontre  A\  En  répétant  cette  opéra- 
tion pour  une  droite  A"  parallèle  à  A',  on  obtient  un  second 
point  B"  du  prolongement  cherché,  et  celui-ci  se  trouve, 
ainsi,  complètement  déterminé. 

Remarque.  —  Nous  avons  supposé,  dans  la  solution  précé- 
dente, que  les  rives  A,  A'  étaient  parallèles,  ou,  du  moins 
que  l'on  avait  jalonné,  de  part  et  d'autre  de  la  rivière,  deux 
alignements  parallèles.  Ges  alignements  imaginés  ici,  sont 


JOURNAL   DE   MATHÉMATIQUES    ÉLÉMENTAIRES  loi 

toujours  faciles  à  obtenir,  soit  avec  la  fausse  équerre,  soit 
avec  i'équerre  ordinaire.  Pourtant,  si  l'on  n'a  pas  cTéquerro 

à  sa  disposition,  on  peut  néanmoins  résoudre,  sans  autre 
emploi  que  les  jalonnements  et  avec  l'aide  du  cordeau,  le 
problème  précédent,  en  opérant  comme  nous  allons  l'indiquer. 

l'renons  sur  A  des  points  G,  I)  et  E,  soit  arbitrairement, 
soit,  ce  qui  est  préférable,  de  telle  sorte  que 

ED-  DG  =  BG; 
nous  adopterons  cette  seconde  hypothèse. 

La  propriété  du  rapport  anharnionique,  appliquée  aux  deux 
ponctuelles   qui  se    trouvent 
sur  A  et  sur  A',  donne 
B'C'        E'C' 


B'D'       4E'D' 

Le  point  Br  peut  être  dé- 
terminé d'après  cette  égalité; 
et.  bien  que  la  solution, 
signalée  ici,  présente,  dans 
sa  réalisation,  quelques  lon- 
gueurs; elle  offre  pourtant  lg'  if>7' 
un    intérêt   réel,    si   l'on    se    refuse   l'emploi    de   I'équerre. 

Deuxième  cas  particulier.  —  Deux  points  A  et  B  sont 
visibles,  mais  ils  sont  situés  dans  une  région  inaccessible; 
on  propose  de  jalonner,  dans  la  région  accessible,  le  prolon- 
gement de  AB,  en  supposant:  soit  que  les  points  A  et  B  soient 
séparés  par  un  obstacle  qui  ne  permet  pas  de  les  viser,  simul- 
tanément, dans  la  région  accessible;  soit  que  le  segment  AB 
rencontre,  clans  la  région  oïi  il  e  t  situé,  un  obstacle  qui  le 
masque  complètement  à  l'observateur  placé  dans  la  partie 
accessible. 

Soit  V  l'espace  inaccessible  dans  lequel  se  trouvent  deux 
points  A,  B  visibles  de  certains  points  placés  dans  la  région 
accessible  V;  mais  la  droite  AB  est  cachée  par  un  obstacle  U 
pour  un  observateur  placé  au  point  G  ou  AB  rencontre  la 
droite  A  qui  sépare  les  deux  régions  V,  V  ;  et  dans  ces  condi- 
tions, on  demande  de  déterminer  C. 

1°  Supposons  d'abord  que  les  points  A  et  B  ne  soient  pas 
très  éloignés  de  A.  Nous  pourrons,  avec  I'équerre  d'arpenteur, 
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jalonner  les  droites  aA',  6B',  qui,  dans  l'espace  V,  représen- 
tent les  perpendiculaires  abaissées  des  points  A  et  B  sur  A. 
Soit  0  le  milieu  de  AB.  Ayant  jalonné  dans  V  les  prolonge- 

ç  ments  de  AO  et  de 

BO,  nous  obtenons 
deux  points  A',  B'. 
La  droite  A'B'  ren- 
contre A  en  G'  et 
le  point  inconnu  G 
est  le  symétrique  de 
G'  par  rapport  à  0. 
2°  Gette  solution 
cesse  d'avoir  un  ca- 
a  ractère  pratique  si 

Fi9-  '**•  les   points  A  et  B 

sont  à  une  grande  distance  de  A  (*).  Voici,  dans  cette  seconde 
hypothèse,  une  solution  préférable. 

Supposons,  pour  varier  la  disposition  relative  de  l'obstacle 

V  et  des  points  A  et  B,  que 

V  soit  placé  entre  A  et  B  ;  AB 
rencontre  A  en  un  point  M 
que  nous  nous  proposons 
de  déterminer.  A  cet  effet, 
prenons  dans  la  partie  ac- 
cessible V  un  point  J  d'où 
l'on  puisse  apercevoir  simul- 
tanément A  et  B.  SoitMI  le 
prolongement    inconnu    de 

AB;  ayant  mené  la  droite  CG  parallèlement  à  A  nous  avons 

MN       CD       GE 
NP  ~~  DF  ~  KG 
GD       DF 
CE  ~  ËG* 


d'oîi 


(*)  Cette  condition  n'a  pas  été  indiquée  sur  la  figure.  Pour  plus  de 
commodité,  on  a  donné  à  celle-ci  de  petites  dimensions  ;  le  lecteur  ima- 
ginera que  l'obstacle  V,  ainsi  que  les  points  A  et  B  qui,  sur  la  figure  169. 
sont  voisins  de  A.  sont,  au  contraire,  beaucoup  plus  éloignés  de  cette 
droite. 
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Cette  relation  très  simple  permet  de  déterminer  le  point  (.Jet, 
si  l'on  observe  quo  CG  est  une  droite  quelconque,  parallèle 
a  A,  on  aura  de  la  sorte  autant  do  points  que  l'on  voudra 
du  prolongement  de  AH.  En  appliquant  la  remarque  précé- 
dente à  LI,  droite  menée  par  J  parallèlement  à  A,  on  a 

IK       KJ 

17  zr  .177' 

ou 

I  I  [ 

TT  ==  JK  ~  JL* 
En  utilisant  la  lablo  aux  inverses,  on  aura  immédiatement 
la  longueur  JI.  Si  l'un  des  points  est  visible  du  point  I  (ce 
que  nous  avons  supposé)  on  jalonnera  IM,  sans  qu'il  soit 
nécessaire  d'avoir  recours  à  la  détermination  d'un  second 
point;  sinon,  on  fixera  la  position  du  point  I  et  du  point  G, 
comme  il  vient  d'être  dit. 

Troisième  cas  particulier.  —  Enfin,  pour  amener  le  problème 
qui  nous  occupe  à  une  complication  plus  grande  encore, 
supposons  que  la  droite  inacessible  AB  soit  déterminée  par 
deux  points  qui  ne  soient  pas  visibles  à  la  fois  pour  l'obser- 
vateur se  déplaçant  dans  la  partie  accessible.  C'est  ainsi  que 
dans  la  figure  171  la  partie  accessible  est  divisée  en  trois 


1/' 

il 

'« 

17" 

jt 

U' 

\ 

A 

C 

jr 


À.' 


Fig.  l'i. 


régions  U,  U',  U";  de  U,  on  voit  A,  mais  non  B;  de  U",  on 
peut  apercevoir  B,  mais  non  A;  enfin,  de  U'  on  ne  peut 
viser  ni  A,  ni  B.  Dans  ces  conditions,  on  propose  de  jalonner, 
dans  la  partie  U",  le  prolongement  de  AB. 
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Nous  ferons  d'abord  observer  que,  un  point  A  (fig.  170)  étant 
invisible  pour  un  observateur  placé  en  I),  on  peut  néanmoins 
jalonner  la  droite  DA"  qui  représente  le  prolongement  de  DA  ; 
voici  comment  cette  détermination  peut  être  obtenue  : 

Traçons  deux  droites  parallèles  A'B'  et  CD;   nous  avons 

ArA"       CD. 
W^  ~  KG ; 

Cette  égalité  permet  de  calculer  la  longueur  A' A",  le  point  A" 
trouve  donc  déterminé. 

D'après  cela,  nous  pouvons  (fig.  171)  nous  accorder  la 
connaissance  des  droites  DA",  CB'  qui  représentent  les  pro- 
longements des  droites  DA,  CB,  bien  que,  encore  une  fois, 
ces  lignes  de  visée  ne  puissent  être  effectuées. 

Cela  posé,  considérons  le  quadrilatère  ABCD  et  la  droite  A 
qui  est  parallèle  à  CD. 

Le  triangle  A' DH  et  la  transversale  BAI  donnent 

BH    AA£   ID 

bâ/'âd'ih  ~  i; 

d'autre  part,  nous  avons 

AA"       ArA" 
AD  ~~    CD  ' 

BH        BD         CD 


BA"       BB"       B'B' 

De  ces  égalités,  nous  concluons 

m     a^a; 

ÏD  ~  B'B''  * 
Nous  aurions  de  même 

ic     a/a; 

ÏK  "  B'B'' 

et,  par  suite, 

IH       ]Ç       A/A" 

ÏD  ~~  IK  "  B'B"' 

Le  point  I  cherché  se  trouve  ainsi  déterminé;  on  observera 

que  les  points  C  et  D  sont  arbitrairement  choisis  sur  la  droite  3 

qui  sépare  la  partie  accessible  et  la  région  inaccessible;  pourvu 

que,  de  C,  on  puisse  voir  A;  et,  de  D,  l'autre  point  B.  Quant 
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aux  points  K  et   II,  ils  oui  été  obtenus  en  visant  A  et  B 
des  points   A",  B"  déterminés  comme  on  l'a  expliqué. 
La  détermination  du  point  1  exige,  comme  ou  le  voit,  un 

certain  effort  portant,  tout  «à  la  fois,  sur  les  jalonnements  des 
alignements  nécessaires  et  sur  le  nombre  des  coups  de  chaîne; 
niais  le  problème,  dans  les  conditions  imposées,  offre  d'évi- 
dentes difficultés. 

Voici  d'ailleurs,  dans  le  même  ordre  d'idées,  un  problème 
encore  plus  compliqué.  (A  suivre.) 


EXERCICES  D1VEKS 

Par  M.  Iloutiii,  professeur  au  Collège  de  Vire 
[Suite,  voir  p.  135.) 


48.  —  Quel  que  soit  x  on  a   : 

3  séc2  3x  —  2  séc2  ix  —  séc2  x  =:  2  tg  x  tg  2X  tg  3x 
(coséc  2#  -h  2  coséc  405  +  3  coséc  6x) 

49.  —  A,  B,  C   étaut  les   angles  d'un  triangle,  les  deux 
égalités 

A-B    A-C    B-G         A    B    G  .  ... 

4  cos cos cos i  =  4  cos  —  cos  —  cos  —  >  (  1  ) 

.    2  2  2  2  2  2 


SI 


ln(=-C)-ng-B)  +  -ng-A)-ng-c) 

+  sin  (-  —  A)  sin  (ï  -  B^  =  o  (2) 

établissent  une  même  relation  entre  les  angles.  11  résulte  de 
cette  relation  que  le  périmètre,  la  somme  des  hauteurs,  et  la 
somme  des  distances  de  l'orthocentre  aux  trois  sommets  sont 
trois  quantités  en  progression  arithmétique. 

L'égalité  (1)  équivaut  à 

cos  (B  —  C)  +  cos  (A  —  C) 
H-  cos  i  A.  —  B)  =  sin  A  -+-  sin  B  +  sin  G.  (3) 

L'égalité  (2)  peut  s'éciire  en  transformant  chaque  produit  de  sinus  en 
une  différence  de  cosinus: 

cos  (B  —  Cj  —  sin  (B  -h  C)  -h  cos  (A  —  Cj  —  sin  (A  +  C) . 
-f-  cos  (A  —  B)  —  sin  (A  -+-  B)  =  o 
ce  qui  revient  à  (3) 
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Enfin,  (3)  donne  : 

2  (sin  B  sin  C  4-  sin  A  sin  G  +  sin  A  sin  Bj  = 
=  sin  A  4-  sin  B  4-  sin  G  4-  cos  A  +  cos  B  4-  cos  G. 
Multipliant  les  deux  membres  par  2R,  R  étant  le  rayon  du  cercle  cir- 
conscrit au  triangle  ABC,  et  remarquant  que,  II  désignant  l'orthocenlre  : 

h  =  2R  sinB  sin  G 
a  =  2R  sin  A,        AU  =  2R  cos  A 
il  vient 

2(/i  4-  h'  4-  h")  =  ip  4-  (AH  4-  BII  4-  GH). 

C.   Q.   F.    D. 

50.  —  Ou  considère  un  triangle  quelconque  ABC,  une 
droite  MN  parallèle  à  BC  et  telle  que  la  circonférence  décrite 
sur  MN  comme  diamètre  soit  tangente  en  Ar  à  BG;  une 
seconde  droite  M'N'  extérieure  au  triangle,  parallèle  à  BG  et 
telle  aussi  qus  la  circonférence  décrite  sur  M'N'  comme  dia- 
mètre soit  également  tangente  en  A"  à  BC.  Soient  B',  G',  B", 
G"  les  points  analogues  sur  les  autres  côtés.  Démontrer  : 

1°  Les  trois  droites  AA',  BB',  CG'  sont  concourantes. 

2°  Les  trois  droites  AA",  BB",  CC"  sont  concourantes. 

3°  Les  trois  premières  passent  respectivement  par  les 
centres  des  carrés  construits  extérieurement  sur  les  côtés  du 
triangle  ABC. 

4°  Les  trois  secondes  passent  respectivement  par  les 
centres  des  carrés  construits  intérieurement  sur  les  côtés  du 
triangle  ABC. 

5°  BC  est  la  moyenne  harmonique  des  longueurs  MN,  M'N'. 

Soit  x  la  dislance  de  MN  à  BC,  on  a  : 

BAr  =  ^(1  4-cotgB) 
CA'  —  x(i  +  eotgC) 

d'où 

BV  _     1  +  cotgB 

CA         1  +  cotgC 
de  môme 

CB'        1  4-  cotg  C  AC  _    1  4-  colg  A 

AB'  ==  1  4-  cotg  A?  BCT  ""   1  4-  coi-  B 

d'où 

BA'.CBf.AC' 

CA'.AB'.BC  ~ 

2°  Même  démonstration;  seulement  les  droites  M'N' peuvent  se  trouver 
dans  l'angle  opposé  par  le  sommet  à  A. 

3°  Si  on  cherche  le  point  où  la  droite  AE,  qui  passe  par  le  centre  du 
carré  construit  extérieurement  sur  BC,  coupe  BC,  on  trouve  que  ce  point 
partage  BG  dans  le  môme  rapport  que  A'.  Donc  ces  points  se  confondent. 
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4°  Même  démonstration. 

6°  Les  triangles  semblables  donnent 

MN      -  2S!L         M'N-         1"'' 


a  H-    ■//  2h  —  a 


d'où 


a      mn      M'N'  (A  suivre.) 


CORRESPONDANCE 


1°A  propos  de  l'article  que  nous  avons  consacré  à  un  opus- 
cule de  M.  Thiry  (*),  M.  l'abbé  Reboul  appelle  notre  atten- 
tion sur  un  traité  de  géométrie  qu'il  a  récemment  publié  (**). 
Cet  ouvrage,  auquel  nous  nous  sommes  reporté,  sur  l'indi- 
cation qui  nous  était  donnée,  est  composé  avec  beaucoup 
d'ordre  et  de  méthode;  nous  le  signalons  bien  volontiers  à 
l'attention  de  nos  lecteurs.  Sous  une  forme  très  claire,  et 
pourtant  très  condensée,  il  renferme  tous  les  matériaux  néces- 
saires à  la  préparation  aux  baccalauréats,  et  même  à  celle 
des  examens  d'entrée  à  l'école  de  Saint- Cyr.  Nous  y  avons 
remarqué  la  démonstration  du  théorème  qui  donne  la  longueur 
de  la  bissectrice,  démonstration  basée  sur  le  théorème  de 
Slewart  que  l'auteur  ne  connaissait  probablement  pas  (car  il 
n'en  cite  pas  le  nom)  et  qu'il  a  sans  doute  inventé,  pour  le 
plus  grand  bien  de  certaines  démonstrations. 

La  théorie  des  sections  coniques  est  aussi,  dans  l'ouvrage 
en  question,  fort  bien  exposée.  La  propriété  fondamentale  de 
la  tangente  aux  coniques  y  est  établie  en  prenant  pour  base, 
comme  l'ont  fait  quelques  auteurs  (***),  cette  proposition, 
facile  à  démontrer:  une  droite  A  ne  rencontre  une  ellipse  (ou 
une  hyperbole)  quen  deux  points  M,  M';  de  plus,  si  l'on  joint 


[*)  Journal,  1887,  p.  45. 

(•*)  Éléments  de  Géométrie,  par  l'abbé  Reydellct;  7e  édition,  entièrement 
refondue  et  mise  en  harmonie  avec  les  programmes  ofriiciels,  etc.,  par 
l'abbô  Reboul,  licencié  es  sciences,  mathématiques  etc.  (Delagrave, 
1885;  prix  4  fr.  50  c. 

(***  Combette,  Géométrie,  p.  546.  Vacquant,  Géométrie,  p.  594. 


158  JOURNAL   DE   MATHÉMATIQUES   ÉLÉMENTAIRES 

l'un  des  foyers  F',  au  point  F15  symétrique  de  F  par  rapport  à 
A,  F'Ft  rencontre  A  sur  le  segment  MM'. 

Cette  démonstration  (*)  convenablement  modifiée,  s'ap- 
plique aussi  à  la  parabole.  Elle  nous  paraît  très  appropriée  à 
l'enseignement  élémentaire,  parce  qu'elle  évite,  autant  qu'il 
est  possible,  toute  considération  de  géométrie  infinitésimale. 


2°  M.    Ghapron    nous    signale  les  fautes   typographiques 
suivantes  (Journal,  1886,  p.  160)  : 
Dans  la  décomposition  de 
1017-  1     lire:    5363222357, 
1033  —  1     ajouter  le  facteur  37, 
1020+  î     lire:    73.137. 
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Tables  de  logarithmes  à  cinq  décimales  des  nombres  et  des  lignes  Irigono- 
métriques,  par  J.  Bourget,  ancien  élève  de  l'École  Normale  supérieure, 
recteur  de  l'Académie  de  Glermont.  (Librairie  E.  Belin,  52,  rue  de  Vau- 
girard;  prix  2  fr  50.) 

L'innovation  heureuse,  importante,  l'idée  nouvelle  qui  a  porté 
M.  Bourget  à  entreprendre  ce  long  et  utile  travail,  c'est  la  réunion, 
dans  un  même  volume,  d'une  table  de  logarithmes  et  d'une  table  d'anti- 
logarithmes.  On  a  senti  depuis  longtemps  le  besoin  d'une  table  servant 
à  remonter  aux  nombres  aussi  facilement  que  l'on  trouve  le  logarithme 
d'un  nombre:  des  tables  d'anti-logarithmes  ont  été  publiées  en  Angle- 
terre, en  Allemagne,  il  y  a  plusieurs  années. 

Il  était  intéressant  de  réunir  dans  un  même  volume'  ces  deux  tables, 
par  la  disposition  bien  simple  que  voici  : 

Une  colonne,  nommée  colonne  des  Arguments,  renferme  tous  les 
nombres  successifs  de  1  à  10,000.  A  droite,  dans  la  colonne  Log.,  se 
trouvent  les  logarithmes  des  arguments  considérés  comme  des  nombres; 
à  gauche,  dans  la  colonne  Anlilog.,  se  trouvent  les  nombres  correspon- 
dants aux  arguments  regardés  comme  l'ensemble  des  quatre  premières 
décimales  d'un  logarithme. 

Grâce  à  cette  disposition,  les  élèves,  les  calculateurs,  trouveut  donc 
sans  peine  le  nombre,  correspondant  à  un  logarithme  donné,  par  un 
calcul  entièrement  semblable  à  celui  qui  leur  donne  le  logarithme  d'un 


(*)  Elle  est  probablement  très  ancienne. 
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nombre;  de  plus,  la  correction  de  Fantilogarithme  se  fait  par  une  petite 
multiplication  a  vue,  comme  celle  du  logarithme. 

Nous  signalerons  aussi  quelques  perfectionnements  typographiques, 
que  les  calculateurs  apprécieront. 

1°  M.  Bourget  indique  par  un  signe  (— )  les  nombres  approchés  par 
excès.  Ce  signe  très  apparent  est  préférable  à  ceux  qui  ont  été  choisis 
jusqu'ici. 

L'indication  du  sens  de  Terreur  d'un  nombre  approché  n'est  pas  tou- 
jours nécessaire;  mais  dans  certains  calculs,  elle  est  indispensable. 
D'un  autre  côté,  cette  indication  permet  d'opérer  avec  une  table  à  cinq 
décimales,  à  peu  près  aussi  exactement  qu'avec  une  table  à  six  décimales. 
En  effet,  chaque  nombre  dépourvu  de  signe  est  en  erreur,  par  défaut, 
d'une  quantité  moindre  que  la  demi-unité  du  dernier  ordre;  ajoutons- 
lui  le  quart  d'unité  du  dernier  ordre,  ou  0.25,  il  sera  en  erreur  par 
défaut  ou  par  excès  d'une  quantité  moindre  que  le  quart  d'unité  du 
dernier  ordre.  On  peut  faire  une  observation  analogue  pour  les  nombres 
suivis  du  signe  — . 

En  opérant  avec  les  nombres  approchés  ainsi  altérés,  on  aura,  à  peu 
près,  les  mêmes  résultats  que  ceux  qu'on  eut  obtenus  avec  les  tables  à 
six  décimales,  n'indiquant  pas  le  sens  de  l'erreur. 

Terquem,  dans  les  Nouvelles  Annales,  avait,  plusieurs  fois,  fait  remar- 
quer toute  l'importance  de  cette  indication. 

2°  M.  Bourget  divise  les  nombres  en  triolets.  Cette  division  est  de 
beaucoup  préférable  à  celle  qui  a  été  adoptée  généralement  (par  groupes 
de  cinq).  Il  est  impossible  à  l'œil  de  confondre  une  ligne  avec  une 
autre. 

Cette  division  permet  en  outre  d'introduire  des  blancs  nombreux, 
sans  aucun  inconvénient,  parce  que  les  parties  supprimées,  sont  tou- 
jours dans  le  champ  de  l'œil.  Tous  les  calculateurs  savent  les  inconvé- 
nients des  suppressions,  qui  obligent  à  regarder,  loin  du  point  où  l'on 
se  trouve,  les  chiffres  qu'il  faut  restituer. 

3°  Le  choix  des  caractères,  chose  particulièrement  importante  dans 
un  ouvrage  de  ce  genre,  a  été  l'objet  d'une  attention  minutieuse.  Le 
papier  est  légèrement  teinté  de  jaune,  et,  de  la  sorte,  les  chiffres  se 
lisent  sans  fatigue.  Les  tables  trigonométriques  sont  séparées  des  tables 
de  logarithmes  des  nombres,  par  quelques  pages  destinées  à  en  expli- 
quer l'usage, 

Tel  est  ce  livre  qui  se  recommande,  à  tant  de  titres,  à  l'attention  des 
professeurs.  L'usage  des  tables  à  sept  décimales  nous  paraît  d'ailleurs 
appelé  à  disparaître  bientôt.  L'approximation  qu'elles  donnent  dépasse 
toujours  les  besoins  des  services;  pourquoi  donc  s'obstiner  à  maintenir 
ces  tables  dans  les  épreuves  des  examens,  pour  l'entrée  aux  Écoles? 
Dans  tous  les  cas,  l'enseignement  spécial,  qui  échappe  aux  programmes 
auxquels  nous  venons  de  faire  allusion,  peut  adopter  avec  confiance  les 
tables  de  M.  Bourget;  car  cet  ouvrage  s'adresse  tout  particulièrement 
aux  classes  de  cet  enseignement. 

G.  L. 
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FACULTÉ  DE  LILLE 

SESSION  DE  NOVEMBRE  1886  (*) 

lre  série.  —  Maximum  du  produit  d'un  nombre  quelconque  de  fac- 
teurs positifs  variables  dont  la  somme  est  constante,  dans  l'hypothèse 
où  ces  facteurs  ne  sont  soumis  à  aucune  condition.  Maximum  du  pro- 
duit xmyn,  quand  les  deux  facteurs  xt  y  sont  positifs  et  ont  une  somme 
constante  a. 

—  Un  rectangle  ABCD  se  meut  d'un  mouvement  de  translation  uni- 
forme avec  la  vitesse  v,  les  côtés  AB,  CD  glissant  respectivement  sur 
les  droites  indéfinies  et  parallèles  xx',  yy'.  Au  moment  où  le  rectangle 
est  dans  la  position  ABCD,  unpoiot  0,  situé  sur  la  droite  CB  prolongée, 
est  lance  avec  une  vitesse  V  suivant  la  direction  OB.  On  demande  : 
1°  de  déterminer  à  quelles  époques  et  en  quels  points  F,  G,  le  mobile 
rencontrera  les  côtés  AB,  CD  ;  2°  d'évaluer  la  distance  FG  et  l'angle  de 
cette  droite  avec  la  droite  BG.  —  On  donne  les  distances  0B  =  fr,  BC  =  a. 

Application  :  v  =  3om  ;    V  =  2  \o'n  ;    a  —  3,n, 5  ;     b  =  5om. 

2°  série.  —  Connaissant  la  durée  A=  365  j.  256  de  l'année  sidérale, 
et  la  durée  S  =  29  j.  53o  de  la  révolution  synodique  de  la  lune,  cal- 
culer la  révolution  sidérale  de  celle-ci. 

—  Par  un  point  G  qui  divise  une  droite  AB  en  deux  segments  AC  =  m, 
BG  =  n,  on  mène  une  droite  GD  =  p  faisant  avec  AB  l'angle  DGB  =y; 
puis  on  tire  AD,  BD.  1°  Déterminer  a  =  ADG  et  (3  =  BDC;  2°  trouver 
la  valeur  que  doit  avoir  y,  pour  que  l'angle  en  D  soit  droit. 

3e  série.  —  Mener,  par  un  point  A  d'un  cercle,  une  sécante  telle  que 
la  différence  entre  la  corde  interceptée  et  la  projection  de  cette  corde 
sur  le  diamètre  qui  passe  au  point  A  ait  une  valeur  déterminée  /.  Dis- 
cuter. 

4e  série.  —  Soit  RO  une  ligne  verticale  sur  laquelle  on  a  pris  un 
point  M,  distant  du  point  K  d'une  longueur  l.  Soit  P  un  point  pris  dans 
le  plan  horizontal  passant  par  le  point  0.  Du  point  P,  à  l'aide  d'un  gra- 
phomètre  convenablement  disposé,  on  mesure  les  angles  OPM  =  a, 
OPK=  P.  Connaissant  l,  a,  (3,  calculer  KO  et  OP. 

Application  :  1=  1 5om  ;     a  =  200  ;     (3  =  55°. 

—  Bascule  du  commerce  ou  de  Quintenz. 

5e  série.  —  Quand  on  sait  que  la  projection  horizontale  d'une  droite 
est  perpendiculaire  sur  la  trace  horizontale  d'un  plan,  que  peut-on  con- 
clure sur  la  situation  respective  de  la  droite  et  du  plan? 

—  Considérant  une  tige  homogène  pesante  BAC,  recourbée  à  angle 

(*)  Énoncés  communiqués  par  M.  Richard,  professeur  à  Condé-sur- 
Escaut. 
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droit  en  A  et  dont  les  deux  parties  \M,  A<;  ont  pour  Longueurs  c  et  &• 
respectivement,  on  propose  de  déterminer  la  position  de  son  centre  de' 

gravité  el  Celle  du  point  0  qu'il  faudrait  fixer  sur  le  côté  le  plus  lar^o 
\C.  pour  que,  lors  de  la  position  d'équilibre  que  la  tige  prendrait  dans 
un  plan  vertical,  B  et  ()  soient  dans  un  môme  plan  horizontal. 

6"  série.  —  Déterminer  le  coefficient  inconnu  À  de  telle  sorte  que  la 

3    —   2X  I 

fraction  — — r ait  pour  valeur  maxima-.  étudier  les  variations  de 

<rs  -h  Xv  +  7  2 

la  fraction  ainsi  déterminée,  X  variant  de  —  oo  à  +  oo. 

7e  série.  —  Calculer  le  -  angle  à  la  base  d'un  cône  droit,  sachant  que 
le  rapport  de  sa  surface  latérale  à  la  surface  de  la  sphère  inscrite  est  égal 

rr 

à  un  nombre  donné  — .  Discuter, 
4 

8e  série.  —  Trouver  deux  nombres  connaissant  leur  différence  cl  et  la 
différence  de  leurs  cubes  K3. 

—  Expliquer  comment  on  peut  trouver  le  centre  de  gravité  de  la  sur- 
face d'un  quadrilatère  homogène  pesant.  Donner  une  construction  géo- 
métrique du  résultat. 


SOLUTION  DE  LA  QUESTION  150  (*) 


Un  angle  constant  tourne  autour  d'un  point  fixe  A,  pris  sur 
un  cercle,  et  les  côtés  rencontrent  le  cercle  en  B  et  G.  Soient  M, 
N,  P  les  pieds  des  hauteurs  du  tri- 
angle ABC  démontrer  que  deux  des 
côtés  du  triangleMN'P  sont  tangents 
à  des  cercles  fixes,  et  que  le  troisiè- 
me se  déplace  parallèlement  à  lui- 
même.  (Weill.) 

1°  Ou  voit  d'abord  que  NP  est 
uue  droite  perpeudiculaireau  dia- 
mètre AOA'.  Eu  effet,  le  quadrila- 
tère inscriptible  PBNC  douue 
AP.AG  =  AB.AM. 

Ou  peut  doue  considérer  la  droite 
NP  comme  la  transformée  du  cer- 
cle par  rayons  vecteurs  réciproques.  Ou  sait  que  cette  trans 
formée  est  uue  droite,  perpendiculaire  à  AA'. 


Fig.  /. 
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2°  Pour  trouver  l'enveloppe  de  la  droite  MP,  considérons  deux 
positions  infiniment  voisines  de  l'angle  BAC  ;  la  droite  BC  enve- 
loppe un  cercle  à',  concentrique  à  A.  Soient  R'M,  R'M'  deux  tan- 
gentes, infiniment  voisines,  àA';  projetons  le  point  fixe  A  sur 
ces  tangentes  en  N  et  en  M/.  Le  quadrilatère  ABPM  (fig.  î) 
étant  inscriptible  MP  fait  avec  MBG  un  angle  égal  à  l'angle 
donné  a.  Par  suite,  la  droile  MP  et  la  droite  correspondante, 
infiniment  voisine,  M'P'  seront  représentées  (fig.  2)  par  les 


Fig.  2. 


Fig. 


droites  MPa/,  MTV  inclinées  de  l'angle  a,  respectivement 
sur  MR'  et  sur  M'R'.  On  conclut  de  là  que  le  point  tû'  appar- 
tient au  cercle  décrit  sur  AR'  comme  diamètre. 

Gela  posé,  passons  à  la  limite  et  supposons  que  les  deux 
points  M,  M'  viennent  se  confondre;  le  point  o>'  a  pour  posi- 
tion limite  (fig.  3)  un  point  w  situé  à  l'intersection  du  cercle 
décrit  sur  OR  comme  diamètre  avec  une  droite,  partant  de  M 
et  faisant  avec  MR  l'angle  donné  a. 

Le  triangle  OooR,  qui  est  rectangle,  reste  donc  semblable 
à  lui-même;  dans  ces  conditions,  on  sait  que  si  R  décrit  une 
certaine  courbe  U,  le  sommet  w  décrit  une  autre  courbe  sem- 
blable à  celle-ci.  Concluons  donc  que  le  lieu  de  <o,  c'est-à- 
dire  l'enveloppe  de  la  droite  MP  est  un  cercle. 

Le  même  raisonnement  s'applique  à  la  droite  MN  qui, 
elle  aussi,  enveloppe  un  cercle,  distinct  de  celui  qui  corres- 
pond à  la  droite  MP. 

Nota.  —  Nous  avons  reçu,  la  rédaction  précédente  étant  déjà  impri- 
mée, une  solution  de  cette  question  par  M.  Cnapron.  Cette  solution  est 
plus  courte  que  celle  qu'on  vient  de  lire;  mais  elle  est  synthétique. 

M-  Cnapron  observe,  et  la  remarque  a  son  intérêt,  qu'en  prenant  à 
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partir  de  A,  de  part  et  d'autre,  des  arcs  AI!  AS  (4j  tellement  choisis 
que  RS  soit  le  supplément  de  l'arc  BC.  l'un  des  cercles  cherches  est 
tangent:  à  la  corde  RS,  à  la  tangente  en  A,  et  à  la  tangente  en  S; 
l'autre,  à  la  corde  RS,  à  la  tangente  6D  A  et  à  la  tangente  en  T. 

G.  L. 


QUESTION  151 

Solution  par  AI.  J.  Ciiaproin. 


Les  extrémités  ÀdB  d'une  droite  AB  de  longueur  constante, 
glissent  sur  deux  droites  fixes  OA,  OB.  Trouver  le  lieu  du  centre 
du  cercle  des  neuf  points  du  triangle  AOB.  (Weill.) 

Soient  M,  N,  P  les  milieux  des  côtés  du  triangle  AOB  ;  on 
veut  trouver  le  lieu  décrit  par  le  point  I  centre  du  cercle  cir- 
conscrit au  triangle 
MNP.  L'angle  NIM 
est  le  double  de 
NPM,  ou  le  double 
de  AOB,  si  Ton  pré- 
fère.  L'angle  NIM 


étant   constant,    le 


/ 


triangle  NIM  étant 


isocèle  et  MN 


AB 


étant  constant,  le  lieu  du  point  I  peut  être  consdéré  comme 
celui  qui  est  décrit  par  le  sommet  d'un  triangle  de  grandeur 
invariable  dont  les  deux  autres  sommets  se  meuvent  sur 
des  droites  fixes.  On  sait  (mais  le  théorème  n'est  peut-être 
pas  très  connu  en  mathématiques  élémentaires)  que  le  lieu 
décrit  par  un  point  mobile  dans  les  conditions  que  nous 
venons  de  préciser,  est  une  ellipse  (V.  Briot  et  Bouquet  ; 
Géom.  an.  ;  p.  d56) 


[*)  Le  lecteur  est  prié  de  faire  la  figure. 
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QUESTION  162. 

Solution  par  M.  A.  Fitz-Patrick,  élève  de  mathématiques  élémentaires 

au  Lycée  de  Poitiers. 


Une  droite  AD  représente,  en  grandeur  et  en  situation,  la 
bissectrice  d'un  triangle  ABC;  on  suppose  en  outre  que  le 
rapport  de  AB  à  AG  conserve  une  valeur  constante,  et  l'on 
demande  le  lieu  décrit  par  le  point  B  et  par  le  point  C.  On 
trouvera  que  ce  lieu  est  constitué  par  deux  droites  perpendiculaires 
à  AB,  et  la  partagent  harmoniquement.  Déduire  de  cette  remarque 
des  applications  diverses,  Exemple  :  Construire  un  triangle  con- 
naissant :  4°  la  bissectrice;  2°  le  rapport  des  deux  côtés  qui  la 
comprennent  ;  3°  une  troisième  condition  qui  peut  être  tantôt  une 
hauteur,  tantôt  une  médiane,  etc.  (G.  L.) 

Soit  B'AC   un   second    triangle   dont   les   côtés  AB'?  AC 


sont  dans  le  rapport  de  AB  à  AG  et  et  ayant  AD  pour  bis- 
sectrice de  l'angle  A.  Menons  les  droites  BB',  CG'  qui  coupent 
AD  en  F  et  E.  Par  hypothèse 

AB       AB'  ir~^       ^T7r, 

—  =  -—   et    BAB'   =  GAG  . 
AG       AG 
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les   deux    triangles  BAB',  CA.G'  sont  donc  semblabes,  et    il 

en  résulte  que  l'on  a 

ACC'  =  AÏÏB7. 
Les  doux  triangles  DBB'  DCC  sont   également  semblables 
puisque 

BBfr-CRP  et  ™     ±°  =  **  =  ?*, 

DC       AC       AC       DC 

par  suite 

CCD  =  DBB', 

et  les  deux  droites   CCr,  BB'  sont  parallèles.  Si  donc,    l'on 
prolonge  CC  jusqu'à  sa  rencontre  en  G  avec  AB,  on  aura 

FBA  =  CGA  =  SGÀ, 
c'est-à-dire  que  le  triangle  AGC  est  isocèle. 

La  bissectrice  AD  de  l'angle  A  est  donc  perpendiculaire 
sur  GC  et  BF.  D'ailleurs 

DF       BD       AB       AF 
DE  "*"  DC  "  ÂC  "  AË  ' 
ce  qui  montre  bien  que  les  deux  points  E,  F  sont  conjugués 
harmoniques  sur  AD. 
La  réciproque  est  vraie  et  se  démontre  facilement. 

APPLICATIONS 

I.  —  Construire  un  triangle,  connaissant  la  bissectrice  AD,  le 
"apoort  des  deux  côtés  AB,  AC  qui  la  comprennent,  et  une  hauteur. 

Nous  distinguerons  deux  cas,  suivant  que  la  hauteur  est 
issue,  comme  la  bissectrice,  du  sommet  A;  ou  d'un  des  som- 
mets B  ou  C. 

Si  la  hauteur  AH  est  issue  du  sommet  A,  il  suffira  de 
décrire  une  circonférence  du  point  A  comme  centre  et  avec 
cette  hauteur  pour  rayon.  En  menant  alors  par  le  point  D  la 
tangente  DH  à  cette  circonférence,  on  détermine  les  deux 
sommets  B  et  C  sur  les  deux  perpendiculaires  Fy,  E#  tra- 
cées préalablement. 

La  seconde  tangente  DH'  à  la  circonférence  décrite  du  point 
H  comme  centre  avec  AH  pour  rayon,  détermine  le  triangle 
AC1B1  symétrique  de  ACB  par  rapport  à  AD. 
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Supposons,  en  second  lieu,  que   la    hauteur   donnée    soit 


issue  d'un  des  sommets  B  ou  G,  du  sommet  G  par  exemple. 
Menons  DK  perpendiculaire  surAB. 

DK        BD 

CH7  ~  UC  ' 

DK  BD 

ou 


On  a 


d'oïi 


CH' 
DK 


DK  "     DCÎ  ' 
CH' 


BD 

DC 


+  i 


La  perpendiculaire  DK  étant  connue,  on  pourra  décrire  une 
circonférence  du  point  D  comme  centre  avec  DK  pour  rayon 
et  les  tangentes  à  cette  courbe  menées  par  A  déterminent 
les  deux  triangles  ABC,  AB^  symétriques  par  rapport  à  AD. 

IL  —  Construire  un  triangle  connaissant  la  bissectrice  AD,  le 
rapport  des  deux  côtés  AB,  AC  qui  la  comprennent  et  une  médiane. 

Gomme  précédemment  nous  distinguerons  deux  cas,  sui- 
vant que  la  médiane  est  issue  du  sommet  A,  ou  d'un  des 
deux  autres  sommets. 

Si  la  médiane  est  issue  du  sommet  A,  un  premier  lieu  géo- 
métrique du  point  M  sera  la  perpendiculaire  PQ  élevée  sur 
le  milieu  de  EF,  et  un  second  lieu,  la  circonférence  décrite 
du  point  A  comme  centre  avec  AM  pour  rayon.  Le  point  M 
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une  fois  obtenu  par  la  rencontre  do  ces  deux  lieux,  la  cons- 
truction du  triangle  s'achbvc  facilement. 

Examinons  maintenant  le  cas  oîi  la  médiane  BM'  est  issue 


du  sommet  B.  D'abord,  le  point  M' est  sur  la  perpendiculaire 
NP  élevée  sur  le  milieu  de  AE. 

Mais  si  l'on  mène  DM"  parallèle  à  BM',  on  a 

DM"       DC 
BM7  ~~  BÏ)' 
DM"  DC 

BM'  -  DM"  ~  BD; 


ou 


d'où 


DM"  = 


BM' 


DÛ 


-h  î 


la  longueur  DM"  peut  donc  se  construire  et  le  point  M"  se 

trouve  sur  la  circonférence  décrite  du  point  D  comme  centre 

avec  DM"  pour  rayon. 

D'ailleurs 

M'M"       BD 

M"C   ~  DC' 
le  point  M'  est  donc  encore  sur  la  perpendiculaire  élevée  à  AD 
au    point  G  qui  partage  le  segment  NE  dans  le  rapport  de 
AB  à  AG, 

Nota.  —  Autres  solutions  par  MM.  J.  Chapron  ;  P.  Lamaire,  au  lycée 
Charlemagne. 
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QUESTIONS  PROPOSEES 


253.  —  Dans  une  circonférence  on  mène  une  corde  DB,  et 
l'on  prend  deux  points  A  et  G,  sur  cette  circonférence  ;  on 
divise  AG  en  E  en  deux  parties  telles  que  AE  :  EG::  m:n  et 
par  E  on  mène  les  droites  EF,  EG  parallèles  respectivement 
aux  droites  BA,  BG.  Si  F  et  G  sont  les  points  de  rencontre 
des  parallèles  sus-mentionnées  avec  les  droites  AD,  DC; 
démontrer  que  l'on  a  : 

m.  EG  x  BC  ±  n  EF  x  BA  = AG" , 

m  ■+■  n 

en  adoptant  le  signe  -h  ou  le  signe  —  suivant  que  les  points 
A  et  G  sont  pris  de  part  et  d'autre  ou  du  même  côté  de  BD. 

Nota.  —  Celte  question  n'est  autre  chose  que  ta  question  226,  généralisée. 

(G.  Russo.) 

254.  —  Soit  ABGD  quatre  points  situés  sur  un  cercle;  deD, 
on  abaisse  une  perpendiculaire  A  sur  AG;  de  A,  on  abaisse 
une  perpendiculaire  A'  sur  BD. 

A  rencontre  AB  en  B';  A'  rencontre  CD  en  G'.  On  propose 
de  démontrer  que  B'C'  est  parallèle  à  BG.         ( Mannheim.) 


Le  Directeur-Gérant, 

G.  de  LONGGHAMPS. 


IMPRIMERIE   CENTRALE   DKS   CHRMINS   DE   FER.   —   IMPRIMERIE  CHA1X. 
RUE   UGRGÈRK    20.    PARIS.    —    13928-7. 


JOUANAL  DE  matiikma  i  ini  tis  M'i;t;i  u.ks  Ml'j 

SUR  LA   CUBIQUE 

Al  \    PIEDS  DES    NORMALES    ISSUES    d'un    POINT 
A  UNE  QUADRIQ1  E 

L'.u.i.  A  ubr y,  élève  au  l.yc(;cLouis-lc-(''rand(classedeM.Niewenglo\vslvi). 


1.  —  Ou  sait  que,  dans  le  plan,  l'hyperbole  d'Apollonius 
est  1<>  lieu  des  points  M  tels  que,  si  on  les  joint  au  point  P, 
la  droite  MP  est  normale  à  la  polaire  du  point  M,  relativement 
à  la  conique  considérée  T;  de  plus,  la  polaire  réciproque  de 
l'hyperbole  par  rapport  à  E  est  une  parabole,  qui  est  la  même 
pour  toutes  les  coniques  homofocales  à  F. 

Le  but  de  celte  note  est  de  montrer  que  l'on  peut  étendre 
quelques-unes  des  propriétés  de  cette  hyperbole  à  la  cubique 
gauche  que  l'on  rencontre,  dans  la  géométrie  à  trois  dimen- 
sions, quand  on  veut  mener,  d'un  point  donné,  des  normales 
à  une  surface  du  second  degré  (*). 

2.  —  Considérons  une  quadrique  E,  à  centre  unique  0,  et 
un  point  P;  cherchons  le  lieu  C  des  points  M  dont  les  plans 
polaires  sont  perpendiculaires  aux  droites  qui  les  joignent  au 
point  P.  Le  point  P  appartient  à  ce  lieu,  car,  lorsque  M  vient 
se  confondre  avec  P,  MP  prend  une  direction  indéterminée, 
que  l'on  peut  par  suite  regarder  comme  perpendiculaire  au 
plan  polaire  du  plan  P;  le  plan  polaire  du  point  0  étant  le 
plan  de  l'infini,  et  ce  plan  ayant  une  direction  indéterminée, 
on  peut  le  considérer  comme  perpendiculaire  à  PO.  Les  points 
P  et  0  font  donc  partie  de  C.  Coupons  dès  lors  la  surface  par 
un  plan  t.  qui  contient  la  droite  PO;  la  section  <p  est  une 
conique  qui  a  son  centre  en  0.  Soit  M  un  point  de  C  situé 
dans  le  plan  tt;  le  point  M  se  trouve  sur  l'hyperbole  d'Apol- 
lonius, relative  au  point  P  et  à  la  conique  <p,  ou,  ce  qui  revient 
au  môme,  la  polaire  \j.  (trace  du  plan  polaire  du  point  M  par 
rapport  à  E)  du  point  M,  relativement  à  <p,  est  tangente  à  une 


Le  lecteur  est  prié  cte  faire  la  figure. 
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certaine  parabole  ■};  le  plan  polaire  du  point  M,  qui  est  dans 
le  plan  diamétral  tz,  est  parallèle  au  diamètre  Oo,  conjugué  à 
ce  plan;  il  est  aussi  parallèle  à  la  perpendiculaire  Os  à  -  : 
la  droite  [j.  est  donc  parallèle  à  l'intersection  des  plans  -k  et  oOs, 
Or,  il  n'existe  qu'une  tangente  à  la  parabole  <{/  parallèle  à  une 
direction  donnée;  il  y  a  donc,  dans  le  plan  tt,  un  seul  point  du 
lieu,  différent  de  P  et  0.  C'est  donc  une  cubique  gauche,  qui 
passe  évidemment  par  les  pieds  des  normales  à  la  surface 
issues  du  point  P.  Soient  OA,  OB  et  OC  les  axes  de  E;  le  plan 
polaire  du  pointas,  situé  à  l'infini  sur  OA,  est  le  plan  BOC,  qui 
est  perpendiculaire  à  Vx;  le  point  x  appartient  donc  à  C, 
et,  de  même,  les  points  à  l'infini  sur  OB  et  OC.  Ceci  montre 
que  Ox,  O/y,  0*  sont  les  directions  asympto  tiques  de  C.  Sup- 
posons que  le  point  M  se  rapproche  indéfiniment  du  point  P; 
la  droite  PM  tend  à  devenir  perpendiculaire  au  pian  polaire 
du  point  P;  la  tangente  à  C,  au  point  P,  est  donc  perpendicu- 
laire au  plan  polaire  du  point  P.  Si,  au  contraire,  M  se  rap- 
proche de  0,  PM  tend  vers  PO  ;  le  plan  polaire  du  point  M  tend 
à  devenir  perpendiculaire  à  OP  et  disparait  à  l'infini;  la 
tangente  en  0  est  donc  le  diamètre  conjugué  aux  plans  per- 
pendiculaires à  OP,  attendu  que  OM  est  le  diamètre  conjugué 
des  plans  parallèles  au  plan  polaire  du  point  M.  Remarquons 
enfin  que  la  cubique  C  demeure  la  même,  quand  on  considère 
les  surfaces  homothétiques  et  concentriques  à  E,  puisque  les 
plans  polaires  d'un  même  point  par  rapport  à  toutes  ces 
surfaces  sont  parallèles. 

En  résumé,  le  lieu  des  points  M  dont  les  plans  polaires  boni 
perpendiculaires  aux  droites  qui  les  joignent  au  point  P  est  une 
cubique  gauche  C  qui  passe  par  les  points  P  et  0,  par  les  pieds 
des  normales  issues  du  point  P  à  la  qualrique  E,  et  par  les  points 
à  l'infini  sur  les  axes  de  cette  quadrique. 

Cette  cubique  C  est  aussi  le  lieu  des  pieds  de*  normales  issues 
du  point  P  aux  surfaces  homothétiques  et  concentriques  à  E. 
Car,  soit  E'  Tune  de  ces  surfaces,  M  un  point  commun  à  E' 
et  à  C;  PM  est  normale  au  plan  polaire  du  point  M  par  rap- 
port à  Er,  c'est-à-dire  normale  à  E'. 

3.  —   Avant  de   chercher  les  projections  de  la  courbe  C 
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sur  les  plans  principaux   de  E,  établissons   la   proposition 

suivante  : 

Soient  M  un  point  quelconque,  m  sa  projection  sur  un  plan 
diamétral  Q  d'une  quadrique  donnée,  projection  faite  parallè- 
lement au  diamètre  D  conjugué  au  plan  Q;  la  polaire  du  point  m 
par  rapport  à  la  section  <p  faite  dans  la  quadrique  par  le  plan  Q 
est  la  trace  sur  ce  plan  du  plan  polaire  du  point  M. 

Effectivement,  désignons  par  s  et  t  les  points  où  Je  plan 
polaire  du  point  M  rencontre  <p;  M/  est  une  tangente  à  la 
surface  et  le  plan  tangent  en  t,  qui  passe  par  M/,  est  parallèle 
au  diamètre  D;  la  droite  M/  se  projette  donc  parallèlement 


à  D,  suivant  la  tangente  mt  à  tp.  De  même,  la  tangeute  à  cp  eus 
passe  par  le  point  m,  qui  est,  en  conséquence,  le  pôle  de  ts 
par  rapport  à  <p. 

Gela  étant,  supposons  que  le  plan  Q  soit  un  plan  principal 
de  la  surface  E  et  soit  p  la  projection  d'un  point  P  sur  ce 
plan.  Si  PM  est  perpendiculaire  au  plan  polaire  du  point  M, 
sa  projection  pm  est  perpendiculaire  à  la  trace  ts.  de  ce  plan 
sur  le  plan  Q,  c'est-à-dire  perpendiculaire  à  la  polaire  du 
point  m  par  rapport  à  9.  Ainsi,  quand  le  point  M  décrit  la 
cubique  C.  sa  projection  m  décrit  l'hyperbole  d'Apollonius  c, 
qui  correspond  au  point  p  et  à  la  conique  ip. 
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Théorème.  —  La  cubique  G  se  projette,  sur  un  plan  pria- 
cipal  de  la  surface  E  selon  l'hyperbole  d'Apollonius  relative  à  la 
section  de   E  par  ce  plan  et  à  la  projection  du  point  P  sur  ce 

même  plan. 

(A  suivre.) 


NOTE  SUR  L'HYPOGYCLOIDE 

A  QUATRE  REBROUSSEMENTS 

(Suite  et  fin). 

Par  M.  J.  Kat,  élève  à  l'École  Polytechnique. 


3.  —  Une  tangente  à  l'hypocycloïde  à  quatre  rehausse- 
ments la  rencontre,  indépendamment  du  point  de  contact, 
en  quatre  autres  points.  Cherchons  les  valeurs  de  t  coires- 
pondant  à  ces  points. 

Soit  /0  la  valeur  de  t  relative  au  point  de  contact  de  la 
tangente.  L'équation  de  cette  tangente  est  : 

Y  +  /0  X  -      °—  =  o. 

R  Rïà 

Soient         x  —  3  ?         2/  — a-  » 

(1  +f*)*  (1  +ra)2 

les  coordonnées  d'un  des  points  où  la  tangente  rencontre 
l'hypocycloïde.  Exprimons  que  la  tangente  considérée  passe 
par  ce  point.  Nous  aurons  ainsi,  en  faisant  disparaître  les 
radicaux,  l'équation  : 

T    RU'G  R'V  2RH'H0  1        1>f    , 

ou       /'G  -  3«0*r*  +  2*0(1  +■  VK"  -  3/o2^2  +  «•*  -  o, 
ou  encore 

(/'    -   /o)2[^'4   +   2'</:î   +   »*</   +   V]   =   O. 

Si  l'on  supprime  la  solution  double  t'  =  t0,  qui  correspond 
au  point  de  contact  de  la  tangente,  on  a  l'équation  cherchée  : 

r«  +  2f0ra  +  2/0r  +  *02  =  o.  (2) 

Cette  équation  a  deux  racines  réelles,  et  deux  seulement, 
pour  toute  valeur  non  nulle  de  /0.  Nous  laissons  au  lecteur 
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le  soin  de  démontrer  cette  propriété.  Il  en  résulte  qu'une 
tangente  à  la  courbe  ne  la  rencontre,  indépendamment  du 
point  de  contact,  qu'en  deux  points  réels. 

Mais  la  propriété  la  plus  remarquable  de  cette  équation  (2), 
c'est  qu'on  peut  l'identifier  avec  l'équation  (1)  qui  donne  les 
valeurs  de  /  correspondant  aux  tangentes  menées  à  la  courbe, 
par  un  point  (x,  y)  du  plan. 

Supposons  que  le  point  (œ,  y)  soit  sur  le  cercle,  qui  passe 
par  les  points  de  rebroussement  de  la  courbe,  On  a  alors  : 

x2  +  if  —  R2  ==  o. 

L'équation  (1)  peut  alors  s'écrire: 


ou.  en  posant 


*'   -h   2/3-    +2/^   -h^-rzr  o, 


X 
t*  +  2tQt*  +  2t,t  +  /02  =  O. 

Cette  relation  exprime  que  les  points  de  contact  des  tan- 
gentes issues  du  point  [x,  y)  sont  sur  l'une  des  deux  tangentes 

y 

à  la  courbe,  dont  le  coefficient  angulaire  est  —  /0  =  —  —  • 
On  a  donc  le  théorème  suivant  : 

Théorème.  —  Les  tangentes  aux  points  où  une  tangente  à 
l'hypocycloide  à  quatre  rehaussements  la  rencontre,  indépendam- 
ment du  point  de  contact  M,  concourent  en  N  sur  le  cercle  C  qui 
passe  par  les  points  de  rebroussement  de  la  courbe.  La  tangente 
en  M  à  Vhypocyclo'ide  et  la  normale  en  N  au  cercle  G  sont  égale- 
ment inclinées  sur  les  tangentes  de  rebroussement. 

Par  tout  point  du  cercle 

X2  +  Y2  -  R*  =  o, 
on  voit  facilement  qu'on  ne  peut  mener  à  la  courbe  que  deux 
tangentes  réelles.  On  peut  donc  aussi  énoncer  le  théorème 
précédent  de  la  façon  suivante: 

Par  tout  point  du  cercle  qui  passe  par  les  points  de  rebrousse- 
ment de  Vhypocyclo'ide,  on  peut  mener  à  cette  courbe  deux  tangentes 
réelles.  L'enveloppe  de  la  droite  qui  joint  frs  points  de  contact  de 
ce$  deux  tangentes  est  Vhypocyclo'ide  elle-même. 
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D'ailleurs,  il  est  facile  de  démontrer  que  la  projection  de 
l'hypocycloïde  sur  un  plan  passant  par  l'une  des  tangentes 
de  rebroussement  est  la  développée  d'une  ellipse.  On  peut 
donc  étendre  à  la  développée  de  l'ellipse  le  théorème  du  §  3, 
et  Ton  peut  dire  : 

Les  tangentes  aux  points  où  une  tangente  à  la  développée  d'une 
ellipse  rencontre  cette  développée,  indépendamment  du  point  de 
contact  M,  concourent  en  N  sur  l'ellipse  E  qui  a  pour  sommets 
les  points  de  rebroussement  de  la  développée. 

4.  Théorème.  —  Si,  autour  du  centre  de  la  courbe,  on  fait 
pivoter  un  angle  dreit  AOB,  dont  les  côtés  rencontrent  la  courbe 
en  A  et  en  B,  les  tangentes  en  ces  points  sont  rectangulaires. 

En  effet,  soient  les  coordonnées  du  point  A  : 

R  R/3 

X,    =  j  ,  1/i    =  3  ' 

(i    +    Ê2)2  (i    +    /2)2 

Celles  du  point   B    où  la   tangente   est  perpendiculaire  à 

AO  sonl  : 

R*'  -  R 

œ2    —  3"  '  2/2    —  3^  " 

(l     +    *2/2  (I     +    ï*f 

et  l'on  a  : 

xtxt  +  y±y2  =  o. 

5.  —  L'équation  d'une  normale  à  la  courbe  au  point  carac- 
térisé par  le  paramètre  /  est  : 

y  _Ix+fc=o. 
t 

Si  l'on  exprime  qu'elle  passe  au  point  : 

R                       R/3 
x=  — j,   t/  = §5 


nous  aurons 


d'où 


(i-M")*  (l+/2)^ 

R/3  1         R 


3  +  k  =  o, 

(i   +/2)2"  (i    +/2p 

h=-       R(/'""    0 

t\/l    +t% 
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L'équatioD  de  la  normale  au  point  (&,  y)  est  donc  : 

Y-iX-R(^       o, 

i 
ou,  en  posanl  6, 

K(02  -  i) 
^  -  OX  -h  -         =J-        o. 

\/  i  +  O2 
L'équation  aux  coefficients  angulaires  des  normales  menées 
d'un  point  (%,}))  à  la  courbe  est  donc: 

(y  -  G#)2(i  H-  O2)  -  R2(02  -  i  )2  =  o, 
ou  (.x--  -  R2)0'  -  2$*xy  -h  02(a2  +  y*  +  2R2)  -  20a;//  +  //2  -  R2  =  o. 
La  forme  de  cette  équation   met  en  évidence  le  théorème 
suivant  : 

Théorème.  —  Les  quatre  normales  que  l'on  peut  mener 
d'un  point  à  I  hypocycloide  font  avec  Vune  quelconque  des  tan- 
gentes de  rebrou<sement  des  angles  dont  la  somme  est  un  multiple 
de  7T. 


GÉOMÉTRIE  DU  TRIANGLE 

(ÉTUDE  BIBLIOGRAPHIQUE  ET  TERMINOLOGIQUE ) 
Par  M.  Emile  Vigarié. 

[Suite,  voir  p.  148). 


24.  Point  associé  à  l'infini  (M,  M^).  —  A  un  point  M 
(a,  (3,  y)  associons  un  second  point  dont  les  coordonnées 
soient  : 

S  —  y         y  —  a         7-  —  P« 

Ce  point,  qui  est  situé  à  l'infini  puisque  la  somme  de  ses  coor- 
données est  nulle,  est  appelée  point  de  l'infini  associé  à  M, 
ou,  plus  brièvement,  on  dit  qu'il  est  Y  associé  à  V infini  :  nous 
noterons  un  tel  point  par  la  lettre  M<»  (*). 


(*)  Consulter  à  ce  sujet:  G.  de  Longchamps.  ./.  /?.,  1886,  pp.  132,  154- 
158,  -232. 
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Le  point  M^  est  le  point  harmoniquement  associé  à  la 
transversale  réciproque  (*)  de  la  droite  qui  joint  le  point  M 
au  centre  de  gravité  G  du  triangle.  Réciproquement  :  Étant 
donné  un  point  M.x  à  l'infini,  si  l'on  prend  la  droite  [j.  harmo- 
niquement associée  à  ce  point,  puis  la  transversale  réci- 
proque [j.0  :  tout  point  pris  sur  \j.  admet  le  point  M^  pour 
associé  à  l'infini.  Le  point  M»,  associé  à  l'infini  au  point  M", 
se  construira  donc  de  la  manière  suivante  : 

On  joint  MG,  cette  droite  coupe  BC  en  D",  on  prend  le 
point  D'isotomique  de  D"  et  le  point  D  conjugué  harmonique 
de  D\  La  droite  AD  et  les  deux  droites  analogues,  obtenues 
par  une  construction  semblable,  elles  sont  parallèles;  con- 
courent à  l'infini  au  point  M^. 

La  construction  de  l'associé  à  l'infini  peut  encore  se  faire 
simplement  par  la  considération  des  points  isobariques  : 

En  effet,  au  point  M  (A,  B,  G)  (voir  §  23),  correspondent 
deux  points  isobariques  M*  (B,  C,  A)  et  M?  (C,  A,  B).  La 
droite  M?M-  qui  a  pour  équation  : 

£a(BC  -  A2)  =  o 
passe  par  le  point  M,*,  en  vertu  de  l'identité  évidente 
£(B-C)(BC-  A2)  =  o. 

25.  Associations  irrationnelles.  —  Cette  transfor- 
mation est  celle  dans  laquelle  on  associe,  à  des  nombres 
donnés,  d'autres  nombres  liés  à  ceux-ci  par  des  formules 
renfermant  des  symboles  irrationnels.  Considérons  les  élé- 
ments Ar,  B';  G'  associés  aux  quantités  A,  B,  C  au  moyen  des 
formules 

m         B'         a 

±\/Â"  ±\/B  ""  ±\/G 
Cette  association  signalée  par  M.  de  Longchamps  (**)  n'est 
pas  uniforme  comme  celles  que  nous  avons  étudiées  précé- 
demment; elle  est  complexe,  si  par  là  nous  voulons  exprimer 
qu'à  un  point  donné  correspondent  plusieurs  points. 

(*)  Cette  droite  est  étudiée  au  §  31. 

(**)  Voir  sur  les  associations  irrationnelles  et  le  demi-potentiel,  G.  de  Long- 
champs.  —  J.  E.  1886,  pp.  273-276. 
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Étant  donné  un  point  M  (A,  B,  C)  dans  l'intérieur  du  triangle 
de  référence,  voici  comment  on  peut  déterminer  les  pointa 
(A',  B',  C').  Soit  [x  la  droite  harmoniquement  associée  au 
point  M;  elle  coupe  les  côtés  du  triangle  en  P,  Q,  R.  Le 
point  P  étant  sur  BC,  on  prend  le  point  Pr  tel  que 

PP'2  =  PB.PC. 
Soient  Q',  Rr  les  poinls  analogues  à  P\  Les  trois  droites  AP', 
BQ',  CRr  concourent  en  un  même  point  M'  dont  les  coordon- 
nées sont  : 

V/A,     y/1*,     •C 
Les  radicaux  étant  pris  avec  le  signe  -+-  ;  les  trois  autres 
points  qui  correspondent  à  M  sont  les  points  algébriquement 
associés  à  M'. 

26.  Le  demi-potentiel.  —  Le  demi-potentiel  est  le  point 
remarquable  P  qui,  dans  le  triangle  ABC,  a  pour  coordonnées 

\/a,     v/o,     \/c 
ce  point  se  construit  de  la  manière  suivante  : 

Par  les  pieds  L,  M,  N  des  bissectrices  extérieures,  on  mène 
les  tangentes  Ll,  Mm,  N?i  au  cercle  circonscrit,  et  l'on  rabat 
L/  sur  LBG  en  LL';  les  droites  AL',  BM',  CN'  concourent  au 
point  P. 

(A  suivre,) 


PROBLEME  DE   GEOMETRIE   DESCRIPTIVE 

DONNÉ  A  L'ÉCOLE  POLYTECHNIQUE  (1887) 

Solution  géométrique  par  M.  Malloizel,  professeur  à  l'École 
préparatoire  de  Sainte-Barbe. 


D'un  quart  de  tore  supposé  plein  on  enlève  la  portion  comprise 
à  l'intérieur  d'un  cône  donné:  représenter  par  ses  projections  le 
solide  obtenu.  L'axe  du  tore  est  vertical;  le  planée  front  et  le 
plan  de  profil  de  cet  axe  limitent  le  quart  de  tore,  lequel  est 
situé  en  avant  du  premier  plan  et  à  droite  du  second.  Le  cône  a 
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son  sommet  sur  l'axe  du  tore.  Pour  déterminer  sa  directrice,  on 
imagine  la  sphère  dont  un  grand  cercle  coïncide  avec  le  cercle  de 
front  qui  limite  le  quart  de  tore.  Prenons,  par  rapport  à  cette 
sphère,  le  plan  polaire  du  sommet  du  cône,  enfin  menons  à  égale 
distance  de  ce  plan  et  du  sommet  du  cône,  un  second  plan  paral- 
lèle au  premier.  Ce  second  plan  coupera  le  quart  de  tore  suivant 
la  directrice  qu'il  s'agissait  d'indiquer.  Le  rayon  du  cercle  géné- 
rateur du  tore  sera  de  8cm.  La  distance  du  centre  de  ce  cercle  à 
l'axe  sera  de  17cm.  La  hauteur  du  sommet  du  cône  au-dessus  du 
centre  du  tore  sera  de  4cm.  La  projection  horizontale  du  centre 
du  tore  sera  à  4cm  au-dessous  et  la  projection  verticale  à  13cm  au- 
dessus  du  centre  du  cadre,  sur  la  parallèle  au  grand  côté  situé 
à  12cm  à  gauche  de  ce  point. 

On  obtient  simultanément  les  points  appartenant  à  la 
directrice  du  cône  et  la  seconde  courbe  d'intersection  du 
cône  et  du  tore  par  la  construction  suivante  : 

Tout  plan  mené  par  l'axe  coupe  le  plan  P  suivant  une 
droite  qui  passe  par  le  point  fixe  ww',  trace  de  l'axe  sur  le 
plan  et  qui  ramenée  dans  le  plan  de  front  de  cet  axe 
devient  w>'e\d\.  S'c'.,,  S'd\  sont  les  génératrices  correspon- 
dantes du  cône  et  par  suite  m\,  n\  les  points  de  la  courbe 
cherchée  après  la  rotation.  Je  dis  que  m\n\  est  parallèle 
à  S'io'.  En  effet,  m\n\  et  e\d' \  se  coupent  en  e\  sur  la  po- 
laire a'br  de  S'  par  rapport  au  cercle  générateur  du  tore, 
donc  e\c\d\  —  e\b'a'  —  e\m\n\  —  e\Sr  forment  un  fais- 
ceau harmonique.  D'autre  part,  et  d'après  les  données,  a/  est 
le  milieu  de  S'K'  et  par  suite  le  rayon  e\m\n\  du  faisceau 
précédent  est  parallèle  à  S'a/.  D'ailleurs,  la  longueur  e\ë  est 
une  constante;  les  points  m^ n\  se  ramènent  donc  en  m\n\ 
sur  la  ligne  de  rappel  de  ë  et  la  projection  verticale  est  le 
cercle  générateur  du  tore  transporté  parallèlement  à  xy  de  e'e\. 
De  là  résulte  que  les  points  de  la  courbe  sont  deux  à  deux 
sur  une  même  verticale  et  que,  par  suite,  en  projection 
horizontale  tous  les  points  sont  doubles.  Cette  projection 
est  une  parabole  : 

Menons  vvr  parallèle  à  S'a/  à  gauche  de  cette  droite  et  à  une 
distance  égale  à  la  longueur  constante  ëe\.  On  voit  de  suite 
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que  (m,  n)  étant  la  projection  horizontale  commune  des  deux 
points  on  a  : 

mo  —  om{  =  (fm\  —  mV  =  mv. 


A  .. 


y*-'- :V 


La  parabole  a  donc  o  pour  foyer  et  w'  pour  directrice. 
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On  a  en  (dt  d')  les  projections  d'un  point  quelconque  de  la 
directrice  du  cône. 

Remarque.  —  La  démonstration  est  indépendante  de  la 
cote  du  sommet;  elle  ne  tient  compte  que  de  cette  condition 
que  le  plan  P  est  équidistant  du  plan  polaire  et  du  sommet 
du  cône. 


QUESTIONS  D'EXAMEN 


13.  —  Discuter  la  courbe  U  qui  correspond  aux  équations 

x  =  at2  +  bt    -+-  c  , 

y=  a't2  +  b't  +  c', 

z  =  a"t2  +  b't  4-  c"; 

dans  lesquelles  t  désigne  un  paramètre  variable 

1°  En  cherchant  le  nombre  de  points  communs  à  U  et  à  un 
plan,  on  voit  que  l'on  est  conduit  à  une  équation  du  second 
degré  en  t)  donc  U  est  une  conique. 

2°  Pour  avoir  le  genre  de  la  conique,  on  peut  chercher  la 
nature  de  ses  directions  asymptotiques.  Or,  un  point  M  de  U 
ne  peut  être  situé  à  l'infini  que  si  t  est  égal  à  ±  oo  .  Dans 
cette  hypothèse,  on  trouve  que  le  point  est  rejeté  à  l'infini, 
dans  une  direction  unique  (a,  [3,  y), 

t    =    L    :=    I   . 

a       a'       a 
Ainsi  U  est  une  parabole,  et  la  direction  des  diamètres  est 
celle  de  la  droite  A  : 

ï  „  t.  =  i. 

a       d       a" 

On  arrive  aussi  à  ce  résultat,  en  considérant  les  projections 
de  U  sur  les  plans  de  coordonnées. 

3°  Si  l'on  veut  déterminer  le  sommet  de  la  parabole,  on 
observera  qu'en  ce  point,  la  tangente  est  perpendiculaire  à 
A.  Or,  pour  les  courbes  unicursales,  les  équations  de  la  tan- 
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gente  au  point  x,  //,  %  sont 

X  -  x       Y  -  y       Z  -  s 


dx 

dt 

dy 
dt 

~       dz      ' 
dt 

ou. 

dans 

lo 

cas  présent, 
X  -  x 

Y 

-  y 

Z  -  z 

al,  4-6       a't  4-  6'       a7  4-  6" 
On  a  donc,  pour  déterminer  le  paramètre  t  qui  correspond 
au  sommet  de  U,  l'égalité 

t{a7-  -h  a"2-  4-  a'*)  4-  ab  4-  a'6'  4-  a"6"  =  0,     etc. 

14.  —  Combien  y  a-t-il  de  paraboloïdes  passant  par  la  courbe 
commune  à  deux  quadriques?  De  quelle  nature  sont-Us? 

Soient 

LT  =  o,  V  =  o, 

les  équations  des  deux  quadriques  données;  posons 

U  s  y(x,  y,  s)  4-  . . .  V  =  4#(a5,  y,  2)  4-  .    .  ; 

9,  'I  désignant  des  formes  homogènes  du  second  degré. 

Alors,  U  4-  XV  =  o  représente  l'équation  générale  des  qua- 
driques Q,  passant  par  les  points  communs  à  U  et  à  V. 

D'après  cela,  Q  sera  un  paraboloïde  si  l'on  prend  pour  X  une 
des  racines  de  l'équation  R(X)  =  o  obtenue  en  égalant  à  zéro 
le  discriminant  A  de  la  forme  quadratique 

<p(a\  y,  z)  4-  Xtyx,  y,  z).  (1) 

Ce  discriminant  A  est  une  fonction  du  troisième  degré 
en  X  que  l'on  a  rencontrée  quand  on  a  traité,  dans  la  géomé- 
trie à  deux  dimensions,  l'intersection  des  deux  coniques 
?  =  o,    4,  =  o  (*). 

En  nous  reportant  à  cette  discussion,  nous  voyons  que  trois 
cas  sont  à  distinguer;  à  chacun  d'eux  correspond,  pour  la 
forme  (i),  une  décomposition  en  une  somme  ou  une  différence 
de  deux  carrés  et,  par  suite,  un  paraboloïde  elliptique  ou 
hyperbolique. 

Ces  trois  cas  sont 

(*)  On  voit  ici,  et  dans  beaucoup  d'autres  questions,  l'avantage  d'adopter, 
pour  la  forme  quadratique  ternaire  une  môme  notation,  dans  la  géo- 
métrie plane  et  dans  la  géométrie  à  trois  dimensions. 


m 
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1°  Trois  paraboloïcles  hyperboliques; 

2°  Deux  paraboloïcles  elliptiques  imaginaires  et  un  para- 
boloïde  hyperbolique; 

3°  Deux  paraboloïcles  elliptiques  réels  et  un  paraboloïde 
hyperbolique. 

En  résumé;  il  y  a  toujours  un  ou  trois  paraboloïcles  hyper- 
boliques passant  par  la  courbe  commune  à  deux  quadriques. 


(i) 


15.  —  Y  a-t-il  des  solutions  réelles  à  V équation 
x  —  \ogx  =o,        (a  >  i), 
a  désignant  la  base  du  système  de  logarithmes? 

En  appliquant  le  théorème   de  Rolle   à  l'équation  (1)    on 
trouve  qu'il  y  a  deux  racines  réelles  lorsque  la  condition 

loge  —  log loge  <  o,  (2) 

est  vérifiée;  les  racines  sont  imaginaires,  dans  l'autre  hypo- 
thèse. 

L'inégalité  (2)  peut  s'écrire 

e    \ 
Jog  ej 

ou,  puisqu'on  suppose  a  >  i , 

c 


loi 


Mais  on  sait  que 
on  a  donc 
ou  enfin 


log  e 


<  i. 


logfte.logca  =  i  ; 

elogea<  i, 

î 
a  <  e"c. 


C'est  la  coudition  cherchée;  elle  est  compatible  avec  l'hypo- 
thèse que  nous  avons  faite  (a  >  i  ).  Pour  conclure,  nous 
voyons  donc  que  dans  les  systèmes  de  logarithmes  dont  la 

base  est  choisie  entre  l'unité  et  le  nombre  transcendante"*, 
il  y  aura,  dans  la  table  correspondante,  deux  nombres  ayant 
la  même  valeur  que  leurs  logarithmes. 

16.  —  Quel  est  le  nombre  de  conditions  auxquelles  on  assu- 
jettit une  courbe  U,  quand  on  donne  un  point  multiple  A,  d'ordre  j. 

En  transportant  les  axes  parallèlement  à  eux-mêmes  en  ce 
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point,  tous  les  termes  de  l'équation,  jusques  et  y  compris 
ceux  de  l'ordre  y  —  i  doivent  disparaître.  Or  les  termes  du 
degré  (j  —  i)  sont  représentés  symboliquement  par 


i 


(xf+yf+  */)<M>. 


Le  nombre  de  ces  termes,  par  une  formule  connue  (C.  M.  S; 
Alg.,  p.  34),  est 

JU+  0. 

D'ailleurs,  si  toutes  les  dérivées  d'ordre  (j  —  i)sont  nulles, 
toutes  celles  d'un  ordre  inférieur  sont  nulles;  ainsi  la  connais- 
sance d'un  point  multiple  d'ordre  /,  quand  ce  point  est  donné, 

équivaut  a  —  conditions  simples. 

2 

17.  —  Appliquer  le  théorème  de  Sturm  à  l 'équation 
x       x2  x2P+l 

V  =    I   H h  —  +-...+   ~ • 

I  2!  (2/3  +  1)! 

On  sait  (C.  M.  S.,  t.  I,  §479)  comment,  par  une  application 

très  simple  du  théorème  de  Rolle,  on  démontre  qu'une  pareille 

équation  n'a  qu'une  racine  réelle.  On  peut  aussi  établir  ce 

fait,  au  moyen  du  théorème  de  Sturm,  de  la  manière  suivante: 

On  a  d'abord 

dV  x  x2p 

dx  1  ip  I 

Divisons  V  par  Yi  ;  les  polynômes  V  et  Yt  étant  ordonnés 
par  rapport  aux  puissances  croissantes  de  x;  nous  avons 

(2p  -+■    l)\ 

En  posant: 

_  x2p+1 

a  "       {2P  +  1)! 
on  a 

v = vt  -  va 

et  l'on  peut  appliquer  le  théorème  de  Sturm  aux  trois  fonctions 

v,    v1(    v„ 

En  désignant  par  £  une  quantité  positive,  infiniment  petite, 
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on  forme  alors  le  tableau  suivant  : 

—  00  -h  -+- 

—  e 
4-  £ 
+  oo 

D'où  Ton  conclut  que  l'équation  V  =  o,  admet  une  seule 
racine  réelle,  comprise  entre  zéro  et  —  oo  . 


QUESTION  122 

Solution  par  M.  Rat  (*),  élève  de  mathématiques  spéciales  au  lycée 
Saint-Louis  (classe  de  M.  Piéron). 


On  considère  une  ellipse  r  rapportée  à  ses  axes.  Désignons  par 
P  et  Q  les  extrémités  du  grand  axe,  et  imaginons  sur  r  un  point 
mobile  M.  Les  droites  PM  et  QM  rencontrent  le  cercle  A,  décrit 
sur  PQ  comme  diamètre,  en  des  points  k  et  B. 

1°  Trouver  le  lieu  décrit  par  le  pôle  G  de  la  droite  AB  par  rap- 
port à  A.  Ce  lieu  est  l'ellipse  qui  correspond  à  ï équation 


x2  y2 


2        /a2  +  bV 


ï . 


2b 

2°  Démontrer  qu'en  désignant  par  <?  l'angle  d'anomalie  du  point 
M,  l'équation  du  cercle  AMB  est 

a2  +  b2 

x  +  y2  -  2ax  cos  ? r — y  sm  <p  +  &a  —  °- 

3°  Lieu  des  points  de  contact  des  tangentes  menées  de  l'origine 
aux  cercles  AMB.  Ce  lieu  est  le  cercle  A  lui-même, 

4°  Enveloppe  des  cercles  AMB.  On  trouve  deux  cercles,  corres- 
pondant aux  équations 

c2y  c2y 

xa  +  y2  +  -r-  -  a2  =  o,         x2  -h  y2 ~  -  a2  =  o. 

J  b  J  b 

5°  Lieu  des  centres  de  similitude  du  cercle  principal  A  et  du 

cercle  mobile  AMB. 

(G.  L.) 

(*)  Aujourd'hui,  élève  à  l'école  Polytechnique. 


JOURNAL  DE   MATHÉMATIQUES  SPÉCIALES  18*> 

1°  Soient  a  cos  pet  h  sin  -p  Les  coordonnées  d'un  point  M  de 
l'ellipse. Les  équations  des  droites  PM  etQMsont  respectivement 

a  (y  —  b  sin  <p)(i  —  cos  9)  -h  h  sin  -;(.£  —  a  cos  9)  =  o, 
et   a  (y  —  b  sin  cp)(i  -h  cos  9)  —  b  sin  y(x  —  a  cos  cp)  =  o, 
cl  l'équation  quadratique  du  système  de  ces  droites  se  met, 
après  réductions,  sous  la  forme  : 
a  '  sin"  ji;/  —  bs'm  cp)2  -h  2«6sin  9  cos  cp(.x  —  a  cos^)(î/  —  A  sin  cp) 

—  62sinacp(ic  —  a  cos  o)2  =  o, 
égalité  qu'on  peut  écrire 

(a%y%  —  b*x%  H-  a2b2)  sin  9  4-  labxy  cos  cp  —  itfby  =  o.     (1) 
L'équation  du  cercle  principal  A  est  d'ailleurs 

x2  -h  y*  -  a2  —  o.  (2) 

Si  nous  multiplions  l'équation  (2)  par  62  et  si  nous  ajou- 
tons ce  résultat  à  l'équation  (1)  nous  avons  : 

y[(a-  -+-  ft%  sin  cp  +  2abx  cos  9  —  2«26]  =  o, 
qui  représente  deux  droites,  passant  par  les  points  communs 
aux  cercles  A  et  aux   droites  PM  et  QM.  L'une  des  droites 
obtenues  est  la  droite  PQ;  donc  l'autre  est  la  droite  AB,  dont 
l'équation  est  : 

(a2  -+-  62) 
2ax  cos  cp  h- y  sin  cp  —  2a2  =  o.  (3) 

Soient  «  et  6  les   coordonnées  du   pôle    de  la  droite   AB 

v.x  +  J5y  —  a2  =  o.  (4) 

Si  l'on  identifie  (3)  et  (4),  on  a  les  relations  : 

sin  cp         26  cos  cp 


2b. 


oc 


a2  -h  6a  a 

On  tire  de  là  sin  9  et  cos  9,  et,   en  utilisant  la  relation 
sin2  9  +  cos2  cp  =  t  , 
on  a  l'équation  du  lieu  du  pôle  de  la  droite  AB,  qui  est  (en 
remplaçant  oc  et  p  par  x  et  y)  : 

</2 


a1        /a2  +  62y 

v    26    ; 


=  t  . 


2°  L'équation  générale  des  cercles  passant  par  les  points 

d'intersection  A  et  B  de  la  droite  AB  avec  le  cercle  A  est  : 

a2  4-  b* 
}Jœ2  h-  112  —  a2)  4-  2ax  cos  ©  h y  sincp  —  2a2  =  o. 
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Si  on  détermine  A  de  façon  que  le  cercle  représenté  par 
l'équation  précédente  passe  en  M,  on  trouve  X  =  —  i. 
L'équation  du  cercle  circonscrit  au  triangle  AMB  est  donc  : 

«2  +  h<l    • 

x%  +  \f-  —  iax  cos  9 — —  sin  ©  +  a2  =  o.     (4) 

3°  Pour  avoir  l'équation  du  lieu  des  points  de  contact 
des  tangentes  menées  de  l'origine  aux  cercles  AMB,  il  faut 
éliminer  le  paramètre  variable  9  entre  l'équation  du  cercle 
AMB  et  l'équation  de  la  polaire  de  l'origine  par  rapport  au 

cercle  AMB  : 

a2  +  /;2 

lax  cos  o  H ; 11  sm  ©  —  2a2  =  o; 

b  r 

ce  qui  donne,  en  ajoutant  ces  équations  membre  à  membre 

x%  -+-  y1  —  a2  =  o. 

ce  lieu  est  donc  le  cercle  A  lui-même. 

4°  Pour  avoir  l'enveloppe  des  cercles  AMB,  il  faut  éliminer 

le  paramètre  variable  9  entre  l'équation  (4)  et  la  dérivée  du 

premier  membre  de  cette  équation  (4),  prise  par  rapport  à  9, 

a%    +    b%  /KX 

lax  sm  9 — y  cos  ©  =  o.  (o) 

Des  équations  (4)  et  (5)  on  tire 

a2  +  62 

sin  9  =  — j 

x*  -h  y*  -h  az 

et 

2a# 


cos  9 


x*  +  î/2  +  a2 

Portant  ces  valeurs   de   sin   9   et   cos  9  dans  la  relation 
sin2  9  -+-  cos2  9  =  1,  on  a  l'équation  du  lieu  : 

(.x'2  +  ?/2  +  o2)2  -  ( 7 — )  if  -  4«2a?2  =  o, 

qui  peut  s'écrire  : 

/c2\2 
(x*  +  ?/2)2  -  2a2(a?2  +  2/2)  +  r/4  -  (  -  j  /y2  =  o. 

en  posant 

c2  =  a2  -  62, 
ou  encore 


/C2\2 

(œ2  +  î/2  -  a2)2  -  (  y  j  ?/2  =  o, 
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On  voit  donc  qu'on  a,  comme  lieu,  les  deux  cercles  repré- 
sentés par  les  équations  : 


el 


./-    i-  y'1    -    r  il  —  or       o, 


X1      +     yl     _|_  f. 

0  ' 


Ces  deux  cercles  sont  symétriquement  p'acés  par  rapport 
à  L'axe  des  ce  et  ils  passent  par  les  points  P  et  (,). 

o°  Pour  trouver  le  lieu  des  centres  de  similitude  du  cercle 
A  et  du  cercle  mobile  AMB,  nous  chercherons  le  Heu  des 
points  de  rencontre  des  tangentes  communes  aux  deux  cercles 
avec  la  ligne  des  centres. 

L'équation  du  cercle  A  peut  s'écrire 

d*   -f_  })?■  /  c2  \2 

(x  —  a  cos  o)2  -h  (u ; —  sin  o)2  —  (  — -  )   sin2  9  =  o. 

20  '  \ibj 

L'équation  d'une  tangente  commune  aux  cercles  A  et  AMB 

est  donc 

qV.  _j_  q2  (.2 

(x  —  acos«p)coso)  -h  (y — sin  cp)  sin  <o -sin<p  =  o,     (G) 

avec  la  relation  : 

a*  +  68    .         .  c2     . 

a  cos  cp  cos  to  h ; —  sin  cp  sin  «  h sincp  =  ±  a.  (  1) 

qui  exprime  que  la  droite  (6)  est  à  une  distance  du  centre  du 
cercle  A,  égale  au  rayon  de  ce  cercle. 

D'autre  part,  l'équation  de  la  ligne  des  centres  des  deux 
cercles  considérés  est  : 

x  y 


a  cos  cp       a1  -h  b2    . 
sin 


(8) 


ib 

On  auia  donc  le  lieu  des  centres  de  similitude  des  cercles 
AMB  et  A,  en  éliminant  les  paramètres  variables  cp  et  w  entre 
les  équations  (6),  (7)  et  (8). 
Or,  de  l'équation  (8)  on  tire  : 

x  y  x  cos  a)  +  y  sin  w 

a  cos  ©  ~~  a2  ■+■  b2   .  a2  -+-  b2 


sin  cp      a  cos  cp  cos  co  h —  sin  cp  sin  co 


2b  26 
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d'où  l'on  tire  en  tenant  compte  des  équations  (6)  et  (7)  : 
x  y  ±  a 


a  cos  ©       a2  •+-  b2    .  c2    . 

; —  sm  ©       ±.  a sm  © 

20  20  ' 

Si  on  tire  sin  ©  et  cos©  de  ces  deux  dernières  équations 
et  qu'on  porte  ces  valeurs  dans  la  relation  sin2© -h  cos2©  =i, 
on  a  l'équation  du  lieu  des  centres  de  similitude  des  deux 
cercles  A  et  AMB.  On  trouve  ainsi  : 

^a2b2y2  -h  (a2  +  b2)2x2  -  [c*y  ±  a{a2  +  o2)]2  =  o. 
ou 

(a2  h-  62)2#2  +  (4a262  -  c')y2  —  2ac2(a2  +  b2)y  -  a2(a2  -4-  b2)2  =  o, 
et 
(a2  +  b2)2x2  -h  (4a2b2  -  c*)y2  -r  20c2(a2  +  o2)?/  -  a2(a2  +  b2)2  =  o. 
On  a  donc  pour  le  lieu  cherché  un  système  de  deux  coniques, 
symétriques  par  rapport  à  l'axe  des  y,  et   symétriquement 
placées  par  rapport  à  l'axe  des  x.  Ces  deux  coniques  passent 
aux  points  P  et  Q. 

Ces  deux  coniques  seront  des  ellipses,  si  l'on  a  : 

^a2b2  —  c  >  o, 
ou  (2ab  +  c2)(2ab  —  c2)  >  o, 

ou  2ab  -  (a2  -  b2)  >  o, 

ou  [b  -+-  a\\J  2  4-  ij][6  —  a  (y/ 2  —  i)]  >  o, 

ou  enfin  b  >  a  (y/ 2  —  1). 

Si  b  <  «(y/2  —  1),  les  coniques  précédentes  sont  des 
hyperboles. 

Si,  en  particulier,  b  —  «(y/ 2  —  1),  ces  deux  coniques 
sont  des  paraboles. 

Nota.  —  Solutions  analogues  par  MM.  Aug.  Blanc,  élève  au  lycée  de 
Marseille;  Amouroux,  lycée  de  Grenoble  ;  Giat,  lycée  Saint-Louis  (classe 
de  M.  Ed.  Lucas)  ;  Vacquant,  ancien  élève  de  mathématiques  spéciales 
aulyc^e  de  Lille;  Hugon,  à  Poligny;  Valabrègue,  au  lycée  de  Montpel- 
lier; Taratte,  élève  de  mathématiques  spéciales  au  lycée  Saint- Louis; 
Marzarit,  au  lycée  d'Angoulême;  E.  Simonot,  élève  de  mathématiques 
spéciales  à  la  faculté  libre  de  Lyon;  Séquestre,  au  lycée  d'Angoulême  ; 
F.  Michel,  élève  de  mathématiques  spéciales  au  lycée  de  Montpellier; 
Charles  Martin,  lycée  Condorcet;  Grolleau,  maître  auxiliaire  au  lycée  de 
Marseille. 
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VARIÉTÉS 


SUR  LES  FONDEMENTS  DU  CALCUL 

INFINITÉSIMAL 

Par  .M.  i».  illilliuiiri,  professeur  de  Mathématiques  spéciales 
au  Lycée  du  Havre. 

(Suite  et  fin,  voir  p.  141.) 


Arrivons  maintenant  à  la  deuxième  interprétation  du  pro- 
blème; elle  porte  au  foud  sur  l'impossibilité  pour  l'esprit  de 
reconstituer  un  élément  quelconque  déterminé  à  l'aide  de  la 
série  illimitée  de  parties  en  lesquelles  la  pensée  peut  logi- 
quement le  subdiviser.  Ainsi  reprenons  l'exemple  de  la 
progression  géométrique.  L'extrémité  A„  de  la  longueur  va- 
riable décrit  successivement,  à  partir  de  sa  position  initiale 

Ai,  les  chemins  —  » . .  . ,  et  par  conséquent  a,  pour  position 

limite,  un  certain  point  L  situé  à  une  distance  —  du  point  0, 

9 

Que  l'on  compose,  par  la  pensée,  le  total  i  h \-  . . .  -\ , 

i  o  io" 

quel  que  soit  le  terme  où  Ton  s'arrête,  la  somme  est  moindre 
([lie  OL,  et  si  on  essaie  de  parvenir  ainsi  à  la  formation  de 
OL.  on  se  heurte  à  un  obstacle  insurmontable,  parce  que  le 
procédé  logique  qu'emploie  l'esprit  est  inépuisable.  Le  mobile 
auquel  on  aurait  donné  par  exemple  un  mouvement  uni- 
forme arrivera  jusqu'en  L;  l'esprit  ne  peut  l'y  suivre,  s'il 
s'assujettit  à  décomposer  le  chemin  en  parties  dont  le  nombre 
est  illimité.  Il  y  a  là  une  question  des  plus  intéressantes 
pour  les  philosophes,  mais  elle  n'a  aucun  rapport  avec  le 
fait  mathématique  que  le  mobile  AH  de  notre  exemple  a 
pour  position  limite  le  point  L. 

Tout  le  monde  connaît  le  fameux  problème  d'Achille  et  de 
la  tortue.  Achille  va  dix  fois  plus  vite  que  la  tortue,  la  dis- 
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lance  qui  les  sépare  à  l'instant  du  départ  est,  pour  fixer  les 
idées,  de  10  mètres.  Quand  Achille  aura  parcouru  ces  10 
mètres,  disait  Zenon,  la  tortue  aura  parcouru  1  mètre,  la  dis- 
tance qui   les  sépare  sera  devenue  1    mètre;  quand  Achille 

l'aura  parcourue,  la  tortue  se  sera  avancée  de  —  »   et  ainsi  do 

10 

suite;  la  distance  deviendra  après  chaque  instant  le  dixième 
de  ce  qu'elle  était  a  l'instant  précédent,  elle  ne  sera  donc  ja- 
mais nulle. 

Les  idées   se   suivent   logiquement  jusqu'à  la  conclusion 
exclusivement.  Que  fait  en  effet  l'esprit  qui  ajoute  les  petits 

chemins  i,  —  •  •  •  Nous  l'avons  vu,  il  construit  une  longueur 
io 

qui  reste  inférieure  à  —  de  mètre.  Il  n'explore  que  la  portion 

de  droite  en  deçà  du  point  L  situé  à  cette  distance  du  peint 
de  départ  de  la  tortue.  En  supposant  que  le  mouvement  soit 
uniforme  et  de  vitesse   i,  on  voit  également  que  l'esprit  en 

ajoutant  i  sec,    — de  s, de   s...    forme    une   durée   qui 

0  10  100 

reste  inférieure  à  —  de  s.  11  n'a  cherché  l'instant  de  la  ren- 
9 

contre  que  dans  un  intervalle  de  temps  limité  à  —  de  seconde 

9 
En  procédant  ainsi,  il  n'arrive  pas  à  engendrer  toute  la  portion 

de  droite  se  terminant  en  L,  ou  toute  la  durée  se  terminant 
à  cet  instant.  Mais  la  conclusion  logique  doit  être  alors  :  qu'en 
deçà  d'un  certain  point  sur  la  droite,  et  d'un  certain  instant 
dans  le  temps,  la  rencontre  n'aura  pas  lieu.  Le  mot  jamais 
qui  intervient  dans  la  conclusion  du  sophisme,  et  auquel  on 
voudrait  faire,  signifier  «  si  loin  qu'on  se  place  dans  le  temps 
—  dans  l'avenir  »  empêche  la  conclusion  d'être  logique.  Que  si 
le  mot  jamais  n'implique  pas  l'idée  du  temps  illimité  qui  va 
s'écouler  à  partir  de  l'instant  présent,  s'il  est  dépouillé  de  ce 
sens  objectif,  pour  désigner  une  impossibilité  logique  pour 
l'esprit  d'apercevoir  le  point  ou  l'instant  de  la  rencontre, 
quand  il  se  place  pour  le  chercher  dans  une  position  particu- 
lière, à  laquelle  est  due  cette  impossibilité,  il  est  bien  évident 
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que  toul  Bophisme  a  disparu,  Le  raisounemenl  esl  absolument 
rigoureux  el  La  conclusion  ue  fait  que  sit^nn  1er  une  difficulté 

que  nous   reconnaissons   tous. 

Il  est  inutile  d'insister  davantage  sur  celle  difficulté  méta- 
physique. Mais  il    faut  bien  constater  en  quel  point  de  nos 

recherches  nous  l'avons  rencontrée.  Nous  sommes  bien  loin 
de   la  notion   mathématique  de  limite,   dont  la  définition  si 

simple  et  si  claire  peut  sans  soulever  plus  de  difficultés  être 
placée  ù  côté  des  définitions  de  géométrie  ou  d'algèbre  élé- 
menlaire.  Nous  avons  étudié,  en  dehors  de  la  compréhension 
de  cette  idée  de  limite,  une  question  qui  n'intervient  jamais 
dans  les  raisonnements  mathématiques  :  la,  variable  peut- 
elle  atteindre  sa  limite?  —  Et  c'est  enfin  en  nous  plaçant  à  un 
point  de  vue  tout  spécial  dans  ce  dernier  problème,  que  nous 
avons  rencontré  une  vraie  difficulté  métaphysique  :  elle  existe, 
elle  est  intéressante,  mais  nos  raisonnements  fondés  sur  la 
notion  de  limite  en  sont  absolument  indépendants. 


IV 


La  notion  de  continuité  est  également  fondamentale  en 
analyse.  Mais  ici  encore  il  sera  aisé  de  séparer  l'élément 
nouveau  purement  analytique  de  celui  dont  la  nature  échappe 
à  tout  examen.  Ce  dernier  est  le  concept  du  continu,  dont 
on  peut  discuter  et  étudier  indéfiniment  la  signification  ou 
l'origine  :  on  n'arrivera  certainement  pas  à  le  comprendre, 
c'est-à-dire  à  le  ramener  à  des  concepts  plus  simples.  C'est 
une  de  ces  notions  premières  comparables  aux  idées  d'espace 
et  de  temps,  et  d'ailleurs  impliquées  par  celles-ci,  qui  ne 
répond  peut-être  à  aucune  réalité  objective  et  pourrait  bien 
n'être  qu'une  loi  formelle  de  notre  esprit.  Quoi  qu'il  en  soit, 
la  géométrie  suppose  cette  notion  dès  le  début.  Que  devien- 
drait sans  elle  l'idée  delà  ligne  la  plus  simple?  L'arithmé- 
tique la  trouve  dans  ses  fondements  même,  lorsqu'elle  crée 
des  symboles  pour  représenter  tous  les  états  des  grandeurs. 
Plus  généralement,  elle  intervient  en  analyse  clans  ce  prin- 
cipe si  fréquemment  appliqué,  —  toute  quantité  seulement 
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croissante  ou  seulement  décroissante  a  une  limite  si  elle  ne 
croît  pas  ou  ne  décroît  pas  indéfiniment.  C'est  là  un  postulat 
impliqué  dans  notre  notion  du  continu  (*).  M.  Tannery,  dans 
son  introduction  à  la  théorie  des  fonctions  d'une  variable,  a 
montré  qu'en  se  plaçant  à  un  point  de  vue  purement  abstrait, 
en  laissant  de  côté  la  considération  des  quantités  concrètes, 
on  peut  se  passer  de  ce  principe.  Mais,  en  tous  cas,  que  le 
postulat  soit  laissé  dans  l'analyse  pure,  au  lieu  d'être  reculé 
jusqu'aux  applications,  il  est  loin  d'être  introduit  par  le  haut 
calcul,  puisqu'il  est  déjà  indispensable  à  la  définition  d'un 
nombre  tel  que  \J i  par  exemple.  L'élément  nouveau  qui 
intervient  dans  l'analyse  supérieure,  c'est  la  continuité  d'une 
fonction,  une  continuité  relative,  si  l'on  veut,  dont  la  défini- 
tion, donnée  dans  tous  les  cours  d'algèbre,  se  ramène  immé- 
diatement à  celle  de  la  limite,  et  se  trouve  être  aussi  rigou- 
reuse que  n'importe  quelle  définition  élémentaire. 

Ainsi,  le  calcul  infinitésimal,  de  quelque  façon  qu'il  ait  été 
d'abord  compris  par  ses  inventeurs  eux-mêmes,  et  toute 
théorie  construite  logiquement  sur  la  notion  de  limite,  n'est 
qu'un  développement  naturel  et  logique  des  principes  posés  dès 
les  premiers  pas  des  sciences  mathématiques,  sans  interven- 
tion d'aucune  difficulté  nouvelle. 

C'est  la  conclusion  que  nous  avions  en  vue. 


(*)  Voir  sur  ce  sujet  notre  préface  delà  traduction  delà  Théorie  géné- 
rale des  Fonctions,  de  Paul  du  Bois-Reymond,  chez  llermann,  rue  de 
la  Sorbonne,  Paris. 


Le  Directeur  Gérant, 

G.  de  LONGGHAMPS. 


IMPRIMERIE  CENTRALE  DES  CHEMINS   DE   FER.   —  IMPRIMERIE  CHAIX, 
RIE  BERGÈRE,   20,   PARIS.   —    !  5122-7- 
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SUR  QUELQUES  CERCLES  REMARQUABLES 
(cercles  de  neuberg  et  de  m'cay). 

Par  M.  Hmita  Vigarié. 

{Suite,  voir  p.  109). 


II 
CERCLES   DE   M'CAY 

10.  Définition.  —  Si  l'on  construit,  sur  les  trois  côtés 
BC,  CA,  AB  d'un  triangle  ABC  comme  segments  homologues, 
des  figures  semblables  F„,  Fb,  Fc  il  existe  une  infinité  de 
systèmes  de  trois  points  en  ligne  droite;  ces  points  décrivent 
trois  circonférences  Ma,  Mb,  Mc  qui  ont  reçu  la  dénomina- 
tion de  cercles  de  M'Cay. 

Ces  cercles  remarquables  que  nous  allons  faire  connaître 
ont  été  étudiés  particulièrement  par  M.  M'Cay  (Transactions 
of  Ihe  Royal  Irish  Academy,  vol.  XVIII,  pp.  453-470)  et  dans 
une  lettre  adressée  à  M.  Casey,  M.  Neuberg  qui  les  avait 
déjà  signalés  dans  Mathesis  (t.  I,  p.  76],  a  proposé  de  les 
appeler  Cercles  de  M'Cay  (J.  Casey,  A  Treatise...,  p.  253). 

11.  Lemme  I.  —  Si  l'on  construit  trois  triangles  sem- 
blables BCJa,  CAJ5,  ABJC,  le  centre  de  gravité  du  triangle  J„J^Jr 
coïncide  avec  celui  de  ABC  (*). 


(*)  Ce  théorème  généralisé  par  M.  Laisant  (A.  F.  Congrès  du  Havre, 
1877)  et  par  M.  Neuberg  (Nouvelle  Correspondance,  t.  VI,  p.  475)  peut 
s'énoncer  ainsi  :  (voir  Mathesis,  t.  I,  p.  167;  t.  II,  pp.  59,  76). 

Si,  sur  les  côtés  d'un  polygone  plan  AjA2  ...  A„A.,  on  construit  des  triangles 
semblables  A,B,A2,  A382A3  ...  AnBnA|,  les  deux  systèmes  de  joints  (A,,  A, 
...  An),  (B,,  B,  ...  B,iï  ont  même  centre  des  moyennes  distances. 

M.  Laisaut  a  ensuite  communiqué  à  M.  Neuberg  (voir  Mathesis,  t.  II 
lsw2,  p.  5(J)  la  généralisation  suivante: 

On  fait  tourner  les  côtés  d'un  polygone  gauche  A,A2  ...  AHA,,  d'un  même 
angle  *  et  dans  le  même  sens,  autour  des  axes  parallèles  A.TJ,,  A2U.  ...  A„LV, 
sur  les  nouvelles  positions  A, A',,  A.A'.,  ...  A„A',    de  ces  côtés,' oïi  prend  les 
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Ce  théorème,  dans  lo  cas  particulier  ou  les  points  Ja,  Ji, 
Jc  divisent  les  côiés  du  triangle  dans  le  même  rapport,  se 
rencontre  déjà  dans  les  Collections  mathématiques  de  Pappus 
(voir  l'Aperçu  historique  de  Chasles,  p.  44).  Le  cas  général 
a  été  signalé  par  M.  Laisant  au  congrès  du  Havre  (Associai, 
française,  4877)  et  par  M.  J.  Neuberg  dans  la  Nouvelle  cor- 
respondance mathématique  de  M.  Catalan  (1880,  pp.  475  et  512). 
M.  Neuberg  nous  en  communique  la  démonstration  suivante: 

Soient  G  le  centre  de  gravité  de  ABC,  m  le  milieu  de  BC. 
Si  on  imprime  au  sommet  A  le  déplacement  kkl  le  centre 
de  gravité  a  du  triangle  AiBC  sera  sur  une  parallèle  Gx  à 

AAt  et  Ga  =  -  AAt.  Autrement  dit;  quand  un  sommet  subit 
3 

un  déplacement  AAl5  le  centre  de  gravité  subit,  dans  une 
direction  parallèle,  un  déplacement  trois  fois  moindre.  Sup- 
posons que  les  trois  sommets  éprouvent  des  déplacements 
AA1?  BBt,  CCi-  Pour  avoir  le  centre  de  gravité  du  triangle 
AjB^i  il  suffit  de  mener 

Ga  parallèle  à  AAX  et  égale  à  -  AAt, 

3 

a|3  parallèle  à  BBt  et  égale  à  -  BB1? 

pY  parallèle  à  CCj  et  égale  à  -CCj_. 

3 

Si  les  trois  triangles  ABAt,  BCBt,  CAC^  sont  semblables, 
les  droites  AA1?  BBX,  CCX  sont  proportionnelles  à  AB,  BC,  CA 
et  forment  entre  elles  des  angles  égaux  aux  angles  B,  C,  A 
du  triangle  ABC.  Donc  la  ligne  Gafty  se  ferme  d'elle-même  et 
y  corne  de  avec  G. 

La  même  démonstration  s'étend  à  un  polygone. 

12.  Lemme  II.  —  Deux  figures  semblables  et  semblablement 
disposées  peuvent  toujours  être  rendues  homothéliques  par  une 
rotation  autour  d'un,  point  de  son  plan.  Ce  point  est  appelé  centre 
de  similitude  ou  point  double. 


longueurs  A,Bn  A3B2  ...  AaB,i  proportionnelles  à  A,A2,  A2A3.  ...  A»AP  Les 
deux  systèmes  de  points  (A,,  Aa,  A3  ...  A,,],  (B,,  B,,  B3  ...  B,.)  ont  même 
centre  des  moyennes  distances. 


K, 


B" 
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ËStant  donné  un  système  quelconque  points  A,  B,  G  ...  si 
sur  les  rayons  vecteurs  SA,  SB,  SC...,  on  détermine  los  points 
\\  ir,  G'...  tels  que 

SA'       SB'       SC' 

Si  =    "SB  =     SC 
on  a  deux  systèmes  homothétiques ;  les  droites  qui  joignent 
deuxcouples  de  points         s^ iC* 

homologues  tels  que 
AB,  A'B'  sont  paral- 
lèles et  dans  le  rapport 
i  :  K.  Si  on  fait  tour- 
ner le  second  système 
A'B'C  autour  de  S,  il 
vient  se  placer  par 
exemple  en  A"B"C".  Les 
systèmes  ABC,  A'B'C 
sont  simplement  sem- 
bla blés,  par  consé- 
quent ils  se  correspon- 
dent points  par  points 
de  manière  que  les 
segments  homologues  ^ 
A"B"  et  AB  sont  dans  le  rapport  constant  K  et  font  entre 
eux  l'angle  a. 

Réciproquement,  si  deux  systèmes  A"B"C"...  et  ABC... 
jouissent  de  cette  propriété,  on  peut  trouver  un  point  S  tel 
qu'une  rotation  autour  de  ce  point  rend  les  systèmes  homo- 
thétiques ;  ce  point  se  trouve  à  l'intersection  des  circonférences 
mA'B",  mB'B". 

Lorsqu'on  connaît  le  point  double  S  et  la  figure  ABC...  on 
passe  à  la  figure  semblable  A"B"C"...  en  faisant  tourner  les 
rayons  vecteurs  SA;  SB,  SC...  d'un  angle  constant  a,  et  en  mo- 
difiant les  longueurs  de  ces  rayons  dans  le  rapport  constant  K. 
Construisons  un  angle  aSa'  égal  à  l'angle  de  rotation  a 
et  prenons  les  côtés  Sa,  Sa"  dans  le  rapport  K  :  i .  Tous  les 
triangles  SAA",  SiiB"  seront  semblables  à  Eaa'.  Ce  triangle 
Saa"  indique  donc  la  déformation  qu'il  faut  faire  subir  à  la 
figure  ABC...  pour  passer  a  la  figure  A'B'C...  un  tel  triangle 
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peut  être  appelé  triangle  modulaire  de  Fa  et  Fb.  parce  qu'il 
ludique  le  mode  de  déformation. 

Soieut  maiiiteuaut  Fa,  Fb,  Fc  trois  ligures  semblables,  S„  le 
point  double  de  Fb  et  F  ,  Sb  celui  de  Ffl  et  Fc,  Sc  celui  de 
F.  et  F,. 

Une  rotation  de Ftt autour  de  Sc  rond  Fa  hoinothétique  à  F/,; 

-  F6        -        Sa    -    F6  Fc; 

-  Fc        -        S,    -    F,  -  F„. 
Ces  trois  rotations  combinées  avec  les  modifications  des 

ravons  vecteurs  clans  les  rapports  -,->-.  où  a,  b,  c,  sont 

b    c    a 

trois  segments  homologues  de  Fa,  Fb,  Fc  changent  Fa  en  F&, 

F6  en  Fc,  Fc  en  F«  c'est-à-dire    reproduisent  la    première 

ligure;  il  en  résulte  que  le  triangle  modulaire  correspondant 

à  Fa  et  Fb  étant  aS[3,  celui  de  Fb  et  Fc  étant  pSy,  celui  de 

F„  et  Fc  est  nécessairement  ySa- 

Si  donc  J((,  Jb,  J,  sont  trois  points  homologues  de  Fa,  Fb,  F, , 

les  triangles  J„J/,SC,  J[,JcSa,  JcJaSb  seront  semblables  à  aSS, 

fiyS,  yaS.  (A  suivre.) 

VARIÉTÉS 


SUR   LA 

GÉOMÉTRIE  DE  LA  RÈGLE  ET  DE  L'ÉQUERRE 

Par  M.  G.  de  Loiigcliamps. 

(seconde  partie) 

[Suite,  voir  p.  171). 


CHAPITRE  IV 

LA   DISTANCE    AU    POINT    INACCESSIBLE 

Nous  abordons  maintenant  les  différents  problèmes  qui 
concernent  un  point  supposé  inaccessible.  Parmi  ces  pro- 
blèmes, le  plus  connu,  et  aussi  le  plus  intéressant,  est  celui 
qui  se  propose  de  mesurer  la  distance  d'un  point  donné, 
accessibles  à  un  autre  point  inaccessible. 
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Nous  avons  déjà,  au  chapitre  II,  à  propos  du  problème  do 
la  largeur  de  La  rivière,  examiné  ce  problème,  pour  lequel 
nous  avons  indiqué  diverses  solutions.  Mais  nous  reprenons 
ici  cette  intéressante  question  pour  la  traiter  par  dos  procédés 
variés  el  avec  Les  développements  qu'elle  comporte. 

37.  Les  solutions  par  la  fausse  équerre. —  Première 
Solution.  Soit  G  le  point  situé  dans  la  partie  inaccessible  U;  on 
propose  de  déterminer  la  distanco  dupointdonnéO,  àce  pointC. 

Dans  la  partie  accessible  V,  traçons  un  jalonnement  A 13 
et  prolongeons,  suivant  OD,  la  ligne  OC.  Plaçons  ensuite 
la    fausse    équerre    en    un    point  _..-,«  c 

arbitraire  A  et  jalonnons  la  direc-  .-•''  /'/ 

tion    AD    donnée    par    l'une    des  ,.  -  '         /   / 

branches  .    l'autre    branche    étant    ,,,,,,s"'''  ,,  ,       /     i 
dirigée  suivant  AG.  Sans  toucher    a*\^ —  âM^ 

aux  branches  ([ui  indiquent  alors 
l'angle   DAC,    on   détermine,    par  (J'  1/8' 

tâtonnements,  un  point  B  de  A,  duquel  on  voit  les  points  C 
et  D  sous  un  angle  supplémentaire  de  DAC.  Nous  disons 
qu'il  ne  faut  pas,  pour  l'opération  que  nous  décrivons, 
modifier  la  position  des  branches  de  la  fausse  équerre; 
car,  suivant  qu'on  vise  deux  directions  des  branches,  ou,  au 
contraire,  l'une  d'elles  et  la  direction  opposée  de  l'autre,  on 
obtient  évidemment  deux  angles  supplémentaires. En  un  mot, 
la  fausse  équerre  donne,  en  même  temps,  unangle  0  et  langiez  —  8  . 

Ayant  mesuré,  avec  le  ruban  divisé,  les  longueurs  OA, 
013,  OD  le  théorème  de  Ptolémée  donne 

oc-  0A0B- 

Deuxième  Solution.  —  Traçons,  dans  la  région  du  terrain 
sur  laquelle  on  peut  opérer,  une  base  OA  et  jalonnons  les 
parties  accessibles  OE  et  AG  desdroites  MO  et  MA. 

Si  nous  effectuons  le  tracé  qu'indique  la  figure,  dans 
laquelle  CD  et  AB  sont  parallèles  à  OE,  une  propriété  connue 
du  ii  ne 

i  i  i 

ÔM==  CD  ""  15' 


i  M 
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Cette  égalité    permet  de  calculer  OM,  quand  on  a  mesuré 

CD  et  AB  ;  ce  calcul  se  trouve  d'ail- 
leurs immédiatement  fait  quand  on 
possède  une  table  des  inverses  des 
nombres  entiers.  Nous  avons  déjà, 
précédemment,  et  à  plusieurs  repri- 
ses, fait  allusion  à  celle-ci;  et  nous 
aurons  encore,  dans  la  suite,  plus 
d'une  occasion  de  préconiser  son 
emploi  dans  les  opérations  d'arpen- 
tage. Nous  allons,  dans  le  paragra- 
phe suivant,  faire  connaître,  à  propos 
du  problème  qui  nous  occupe,  la 
pratique  de  cette  table. 
Fi9'  l79'  Mais  avant  d'aborder  cette  expo- 

sition, nous  indiquerons  encore  deux  solutions,  presque  aussi 
simples  que  la  précédente  et  qui  s'appliqueraient  au  cas  où, 
pour  de  certains  motifs,  les  chaînages  ne  pourraient  être  faits 
que  sur  la  droite  allant  du  point  donné  au  point  inaccessible. 

Troisième  Solution.  —  Prenons,  sur  la  partie  accessible  de 

OM,  un  point  arbitraire  Q  pour 
/  le  joindre  à  un  autre  point  A, 

pris  en  dehors  de  OM,  mais, 
bien  entendu,  dans  la  partie 
accessible.  Menons  alors  CB 
parallèlement  à  OQ;  soit  D  le 
pointde  concours  des  lignes  OC, 
BM;  AD  coupe  OM  en  un 
point  P. 

Nous  allons  montrer  que 
i  i  i 

ÔM  r"  ÔP  ~  ÔQ* 
En  effet,  le  triangle  AOP  et 
la  transversale  BDM  donnent 
BA 

(1) 


M  > 


Fig.  180. 


I. 


MO  DP 
MP' DA'BO 
On  a,  de   même,    en   considérant   le   triangle   APQ  et  la 
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transversale  c.DO 

OQ  DP   c\  K) 

Multiplions  (I)  et  (2);  en  observant  que  CB  étant  parallèle 

à  OM,  l<is  rapports     '   <     —  sont  égaux,  il  vient, 

MO.OP  =.  MP.OQ, 


on 

ou  onlin 


OM.OP  =  (OM  -  OP)OQ 

OM       OP       OQ     w 

On  pont  alors,  comme  dans  la  solution  précédente,  pour 
calculer  rapidement  OM,  utiliser  la  table  aux  inversos;  on 
observera,  et  la  figure  a  été  faite  pour  montrer  l'utilité  de 
cette  remarque,  comment  la  construction  précédente  s'appli- 
que à  la  mesure  de  grandes  distances  Le  triangle  OAQ,  qui 
sert  de  base  aux  opérations,  peut  être  tracé  dans  un  espace 
de  terrain  aussi  restreint  qu'on  voudra;  seulement,  dans  le 
cas  ou  le  point  M  est  très  éloigné  de  0,  les  droites  AP,  AQ 
sont  très  voisines  l'une  de  l'autre.  En  effet,  si  PQ  tend  vers 
zéro,  OM  croît  indéfiniment. 

Quatrième  Solution.  —  Pour  obtenir  la  distance  du  point 
0  au  point  inaccessible  A,  on  choisit  un  point  0'  dans  la 
partie  accessible  et, 
avec  la  fausse  équerre, 
on  relève  l'angle  OO'A. 
On  peut  alors  jalonner 
une  droite  O'B  dirigée 

de  telle  façon  que  OO'B        G^—       »>^  y.y(/.  ,Si, 

soit     précisément     le 

supplément  de  l'angle  OO'A,  chose  bien  facile  puisque  la 
fausse  équerre  donne  tout  à  la  fois  un  angle  et  son  supplé- 
ment. La  perpendiculaire  élevée  au  point  0'  à  la  droite  00' 


-»A. 


(*)  Cette  propriété  remarquable,  sous  une  forme  dille'rente,  fait  partie 
des  trente-huit  Jcmmes  de  Pappus  sur  les  Porismes  d'Euclide  (Chasles, 
les  trois  livres  des  Porismes,  p.  89;  lemme  VII). 
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rencontre  OA  en  un  certain  point  G;  la  ponctuelle  OBGÀ  est 
harmonique  et  l'on  a 

i  2  i 

ÔÂ  =  ÔC  ~  OB' 


Imaginons  le  tableau 


38.  La  table  des  inverses. 

suivant  dans  lequel  la  colonne  désignée  par  N  renferme  la  suite 
naturelle  des  nombres  entiers,  tandis  que  en  regard  de  ces 
nombres,  et  dans  la  colonne  I,  sont  écrits  leurs  inverses. 


N 

I 

N 

I 

N 

I 

2 

o,5 

68 

0,01470 

o 

o,3* 

69 

0,01449 

4 

0,25 

• 

5 

0,2 

. 

6 

0,l6* 

• 

/ 

0, 14285 

/  / 

0,012987 

227 

0 , 00440 

• 

• 

• 

328 

0.00438 

33 

o,o3 

93 

0,010752 

34 

1 

0,02941 

. 

35 

0,02857 

. 

36 

0,027* 

. 

. 

. 

97 

o,oio3 1 

396 

0,  ioi5 

. 

. 

98 

0,01020 

. 

• 

99 

0,01 

66 

o,oi5 

100 

0,01 

67 

0,01492 

• 

(*)  Nous  avons,  comme  on  le  voit,  fait  figurer  dans  ce  tableau,  quel- 
ques nombres  seulement,  pour  donner  une  idée  de  sa  composition. 

L'astérisque  placée  à  côté  d'un  chiffre  veut  dire  qu'il  doit  être 
indéfiniment  répété.  Ainsi  nous  écrivons  o,3*  au  lieu  de  o, 333. . .  pour 

représenter  -.  De  même,  0,027*  est  écrit  h  la  place  de  0.02777.  •  • 
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Voici  l'usage  qu'on  peut  faire  de  cette  table.  Supposons 
connus  les  nombres  a,  b  et  admetions  d'abord  que  l'on  con- 
sidère seulement  des  nombre^  entiers.  Dans  la  tab  e,  en 
regard  des  nombres  a  et  b  se  trouvent  écrits  deux  nombres, 
dans  la  colonne  I;  on  en  fait  la  différence  8.  Avec  un  peu 
d'habitude,  cette  différence  peut  se  faire  de  tête;  puis,  on 
cherche,  dans  la  colonne  I,  le  nombre  8.  Si  o  se  trouve 
écrit  dans  cette  colonne;  en  regard,  on  pourra  lire  la  dis- 
tance cherchée.  Si  non,  on  trouvera  que  8  est  compris  entre 
deux  nombres  consécutifs  8',  8"  de  la  colonne  I;  en  prenant 
pour  x  le  nombre  entier  écrit  en  regard  de  8',  ou  celui  qui 
est  placé  en  face  de  8",  on  aura,  à  une  unité  près,  par  défaut 
ou  par  excès,  la  longueur  inconnue. 

Ainsi.  &  dwples  lecture*  permettent  de  trouver  la  longueur 
de  x  et  cette  observation  s'applique  à  toutes  les  formules 
dans  lesquell  s  entrent  uniquement  l'inverse  des  quantités 
données  et  l'inverse  de  l'inconnue,   sous  une  forme  linéai  e. 

Appliquons  ceci  à  quelques  exemples  numériques. 

1°  En  cherchant  la  distance  d'un  point  à  un  point  inac- 
cessible (ji(f.  479)  on  a  relevé  CD  =  33  et  AB  =  36.  En  face 
de  ces  nombres,  on  lit  dans  la  table  :  o,o3  et  0,027*.  La 
différence  est  0,002 5.  On  cherche  ce  nombre  dans  la  colonne  I 
et,  en  regard,  on  lit  396;  le  point  inaccessible  est  donc  à  396 
mètres  du    point  011  l'on  se  trouve  placé. 

2°  Prenons  un  autre  exemple,  et  supposons  que  les  opérations 
du  chaînage  fournissent  les  nombres  suivants  : 
AB  =  93,        CD  =  77. 


qui  représenta  — .  Lorsqu'une  barre  est  placée  au-dessus  de  plusieurs 

chi lires  consécutifs,  ce  signe  indique  que  la  partie  formée  par  l'ensemble 
de  ces  chiffres  doit  èire  mdétinimeui  reprodui  e. 

D'aprè-.cela,  o,o3  veut  dire  o,o3o3o3.  .  nombre  égal  à  r^;demêmeo,of5 

=    0,0l5i  5l5...    =    -r-.' 

66 
Dans  la  pratique,  il  suffirait,  pour  le  plus  grand  nombre  de  cas,  d'avoir 
uue  table  s'étendent  aux  nombres  de  1  a  1000,  les  inverses  étant  calculés 
avec  5  ou  6  décimales. 
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La  table  donne  pour  les  nombres  inverses  correspondants  : 
0,010752,         et        0,012987, 
dont  la  différence  est 

0,002235. 

On  cherche  ce  dernier  nombre  dans  la  colonne  I  et  l'on  trouve, 
en  regard  de 448,  le  nombre  0,002232;  et,  0,002237,  en  face 
de  447.  La  distance  demandée  est  donc  447™,  par  défaut;  et 
448™,  par  excès. 

En  effectuant  directement  le  calcul,  on  (rouve  que  la  dis- 
tance exacte  est  : 

447,5625. 

Mais,  dans  la  pratique,  et  pour  de  telles  distances,  il  suffit 
de  connaître,  à  un  mètre  près,  la  longueur  inconnue  ; 
d'ailleurs,  les  erreurs  qui  s'attachent  nécessairement  aux  opé- 
rations pratiques  déterminant  les  longueurs  des  segments 
accessibles,  ne  permettent  pas,  évidemment,  de  compter  sur 
une  approximation  plus  forte. 

3°  Choisissons  un  dernier  cas,  dans  lequel  les  longueurs 
considérées  sont  plus  petites  que  celles  que  nous  avons  envi- 
sagées dans  les  exemples  précédents.  Il  faut  alors,  bien 
entendu,  que  les  mesures  soient  prises  avec  plus  d'approxi- 
mation et  tout  au  moins,  à  un  décimètre  près. 

Imaginons  donc  que  nous  ayions  trouvé 

AB  —  9m,90,        et        CD  ==  6m,9o. 

En  observant  que  la  formule  que  nous  employons  : 

i  1  1 

x  ^  CD  ~~  ÂB  ' 
peut  s'écrire,  quel  que  soit  >, 

1  1  1 

Xâ^A.CD"  a.AB* 
on  \  oit  qu'on  pourra  toujours,  par  l'application  de  cette 
remarque,  se  débarrasser  des  décimales  pouvant  entrer  dans 
l'évaluation  des  nombres  qui  représ  ntent  les  longueurs  AB, 
CL);  il  suffira  de  les  multiplier  par  une  certaine  puissance  de 
10  et.  après  avoir  fait  le  calcul  avec  les  nouveaux  nombres, 
on  divisera  le  résultat  obtenu  par  une  puissance  de  10,  égale 
à  celle  que  l'on  a  introduite. 

Ainsi,   dans  l'exemple  numérique  que  nous  considérons, 
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nous  prendrons,  dans  la  tablo.  les  nombres 

0,01449,     0,01010 
qui  correspondent  à  69  et  à  99;  la  différence  doane 

0,00439. 
Nous   reportant  alors  à  la  table,   nous   trouvons    que    les 
nombres 

227      et        228 
correspondent,  respectivement,  à 

0,00440        et        0,00438. 
D'après  cela  la  distance  cherchée  est  comprise  entre 

22m.70  et  22m,80. 

Le  calcul  direct  donne  22^,77  ;  mais,  encore  une  fois  ces 
opérations  effectuées  sur  le  terrain  ne  composent  pas  assez 
de  certitude  pour  qu'il  y  ait  lieu  de  rechercher  quelques  cen- 
timètres, en  plus  ou  en  moins,  sur  une  pareille  longueur. 
La  to'êranc*',  c'est-à-dire  la  différence  qu'on  peut  accorder 
entre  les  résulîats  obtenus  et  les  résultats  vrais,  ne  comporte 
pas  des  approximations  aussi  grandes  ;  el'es  ne  doivent  donc 
pas  être  recherchées. 

Ainsi,  la  table  des  inverses,  dont  nous  venons  d'indiquer 
le  maniement,  fournit  toute  l'approximation  désirable,  toute 
celle  du  moins  qui  est  compatible  avec  les  erreurs  inévitables 
des  mesures  que  Ton  doit  effectuer  pour  la  recherche  de  la 
longueur  inconnue. 

On  observera  que  la  construction  indiquée  par  la  fig.  179 

peut  être  réalisée  en  prenant,  pour  base  des  opérations,  un 

terrain  aussi  limité  que  l'on  voudra  et  que  les  points  0,  D,  A 

qui   servent  de  base   à  la  construction  sont  arbitrairement 

choisis.  Dans  ces  conditions,  et  av^c  le  secours  de  la  table 

aux  inverses,  on  voit  que  la  solution  que  nous  venons   de 

proposer  a  bien,  au  plus  haut  degrj,  le  caractère  pratique  si 

désirable  pour  le  problème  que  nous  venons  de  traiter,  l'un 

des  plus  importants  dans  l'art  de  la  guerre. 

(A  suivre.) 
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EXEHCICES  DIVERS 

Par  M.  Boutin,  professeur  au  Collège  de  Vire 
[Suite,  voir  p.  179) 


55.  —  Trouver  la  somme  des  n  premiers  termes  de  la  suite 
s  _  i ,  i  i 


i  \J 2  -h  2  y/  i     2\/3-t-3v/2  n\/n -+- 1 -f-(n-r- i)y/n 

On  a,  en  transformant, 


n\]n  -j-  i  -+-  (n  -+- 1  )  \Jn      \Jn      sjn  +  i 
d'où  s=i  — -=L=.« 

Pour  n  ==  oo ,    S  =  i . 

56.  —  x  étant  <  i  ;  p,  q,  r  étant  trois  nombres  premiers 
entre  eux.  Calculer  les  sommes  de  la  suite  : 

S  =  Y        anœn 

sachant  que  les  coefficients  an  ont  la  valeur  o,  1,2,  ou  3,  sui- 
vant que  n  n'est  divisible  par  aucun  des  nombres  p,  q,  r; 
ou  est  divisible  par  l'un  d'entre  eux  ;  ou  par  deux  d'entre 
eux,  ou  par  tous  les  trois. 

Cette  suite  se  somme  immédiatement  en  observant  qu'on  peut  la 
considérer  comme  résultant  de  l'addition  des  progressions  géomé- 
triques décroissantes 

x»  |  xW+jcP  +  ... 

»*  +  *?«  -+-z3î-f  .   • 

+  x^  -h  x5r  +  .  .  . 
On  voit,  en  effet,  qu'une  pareille  somme  remplit  toutes  les  conditions 
données;  donc 

xP  x«  œr 

S  = -H + 


S  = 


i—(rV       1  —  xi        1  —  xr 
XP  _+_  xq  _}_  xr  _  yf^+gH-  a;P+»-  +  xi+r)  -h  3œP+«+ r 


(1  —  xP)(i  —x'i){\—xr) 
On  pourrait  généraliser. 

57..  —  p,  q.  r. . .  £  étant  des  nombres  premiers  distincts 
trouver  la  somme  des  inverses  de  tous  les  nombres  entiers 
qui  n'admettent  pas  d'autres  diviseurs  premiers  que  ceux  qui 
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figurent  dans  le  groupe  considéré.  On  ilémontrera,  que  les  in- 
verses des  nombres  entiers  consécutifs  ont  une  somme  qui 
croit  au-delà  de  toute  limite.  De  la  comparaison  de  ce  résultat 
avec  le  précédent,  on  déduira  que  la  suite  des  nombres 
premiers  est  illimitée  (*). 

On  peut  voir  que,  en  appelant  S  la  somme  des  inverses  des  nombres 
considérés,  S  -4-  1  est  le  produit  des  progressions  géométriques  décrois- 
santes : 


I 

1 

-h- 
p 

-v 

-h  ... 

] 

-h- 

9 

I 

4-  ... 

I 

i 

+  7 

i 
-\ 

P 

-h  .    • 

pqr 

...  t 

Donc  S  -f-  i 

(p-  i)(9—  i)..  (t  -  i) 

Si  le  nombre  des  nombres  premiers  était  limité,  quelque  grand  qu'on 

le  suppose  la  suite  S  -+-  i,  comprendrait,  eu  embrassant  tous  les  nombres 

premiers,  les  inverses  de  tous  les  nombres  entiers;  S  +  i  se  confondrait 

avec  la  série   haruonique;  mais   cet  e  dermèie   est  divergente;   donc 

l'nypo  hèse  en  question  est  fausse,  et  la  suite  des  nombres  premiers  est 

illimitée. 

58.  —  D'un  point  quelconque  M  de  la  médiane  OC  d'un 

triangle  rectangle  ABC,  on  abaisse  des  perpendiculaires  MI, 

MQ  sur  les  côtés  OA  OB  de  l'angle  droit.  Trouver  le  lieu 

du  point  de  rencontre  des  droites  BP,  AQ. 

La  considération  de  triangles  semblables  montre  que  le  lieu  en  ques- 
tion est  la  médime  OC. 
On  peut  généraliser,  par  projection,  pour  un  triangle  quelconque. 


UN    ERRATUM 

Par  M.  «I.  Cliaproii. 


Dans  son  article  (**)  sur  le  produit  des  termes  d'une  pro- 
gression arithmétique,  M.  Gh.  Guyesse  ramène  la  question  à 
trouver  la  somme  des  produits  p  à  p  des  n  premiers  nombres; 

(*)  On  pourra  consulter,  à  propos  de  cet  exercice,  V Arithmétique  de 
M.  Amigues.  L'ingénieuse  démonstration,  ici  indiquée,  est  due  à  Euler. 

G.  L. 
(•*)  Voir  Journal,  1886,  p.   176. 
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mais  la   première  formule   qu'il  donne    pour  cet  objet  est 
inexacte. 

Soient  n  quantité^  a,  6,  c...,  S*  la  somme  de  leurs  produits 
k  à  k;  S'*  la  somme  de  leurs  k'nes  puissances.  Cherchons 
le  total  des  produits  5  à  5  :  le  raisonnement  sera  général. 
Calculons  a'Ehcdc;  si  l'on  considère  a  comme  fixe,  bcde 
prendra  toutes  les  valeurs  dont  le  total  constitue  S4,  sauf 
celles  contenant  a;  si  donc,  pour  la  valeur  de  l'expression, 
a%bcde,  nous  avions  écrit  aS4,  il  eût  fallu  retrancher,  de  oS4, 
tous  les  produits  434  contenant  a  ou  a23±bcd;  si  l'on  avait 
retranché  a2S3.  Ton  aurait  retranché  en  trop  les  produits 
3  à  3  contenant  a  et  par  suite  l'on  devrait  ajouter  azHhc,  etc. 
Après  ces  corrections  successives,  on  aura  donc  : 

aUbcde  -  aSu  —  a2S3  +  a3S2  —  aiS1  •+-  os 
de  même 

bïacde  =  6S,  -  62S3  +  63Sa  -  6'St  -h  6S 


Ajouions  ces  égalités: 

Dans  le  premier  membre,  un  produit  quelconque  abcde  se 
trouvera  répété  cinq  fois;  on  a  donc: 

5S5  =  S4S't  -  S.S2  +  SaS3  -  SiSi  4-  Sg. 

En  général, 

pSp  —  Si,_iSJ  —  $P-2$i  ■+-  SP_3S3  —  .    .  (A) 

On  peut,  du  reste,  le  voir  autrement  : 

Regardons  a,  fc,  c,  d...  comme  les  racines  d'une  équation 
algébrique;  en  lui  appliquant  les  formules  de  Newton  ser- 
vant à  calculer  la  somme  des  puissances  semblables  des 
racines,  on  trouvera,  pour  la  pme  relation,  la  formule  (A). 

En  se  bornant  à  la  première  marche  on  observera  qu'on 
trouve  ainsi  une  démonstration  indépendante  de  l'identité  de 
la  division  et  de  la  théorie  des  dérivées,  employées  ordinai- 
rement dans  les  traités  d'algèbre  pour  établir  les  formules 
de  Newton. 

En  particulier,  si  a,  b,  c,  d...  sont  les  nombres  de  la  suite 
naturelle,  cette  relation  de  récurrence  donnera  successivement: 

n(n  +  \)(n  —  0(3 n  4-  2)  n*(n-\-  i)*(n-  \Yn  —  2^ 

*•»  =  -  TA  '    S'=  4s 


JOURNAL  DE    MATHÉMATIQUES    ÉLÉMENTAIRES  2()7 


s,     ,  » '" 

c        n"(n  -+-  i  >*(n  — 

I  O  .  2  4a 

i)(n  —  2)(a  —  3)(n  - 

5 

-  4)(3m2  -  n  -  b) 

20. 24a 

—  f 

BACCALAUREAT  ES  SCIENCES 

(SESSION  DE  JUILLET  1887) 


BORDEAUX 

Mathématiques. 

—  Déterminer  les  couples  de  valeurs  de  x  et  de  y  satisfaisant  aux  équatioi:  s 

x*  —  2.1  y-+-  ix  —  i  zlz  o, 
2/:  — 2.>y-|-  2y—  i  =o. 

—  Sur  un  côté  donné  BG,  on  coust  uii  un  iriangle  isocèle  BAC,  et 
des  points  B  ei  G,  on  abaisse  des  perpendiculaires  BD  el  CE  sur  les 
cotés  partant  du  point  A.  On  désigne  par  K  le  point  de  rvncontre  de  ces 
perpendiculaires,  et  par  L  le  point  de  rencontre  de  AK  et  de  BC.  Démontrer 
que  la  ligne  LE  e^t  tangente  à  la  circonférence  circon-ente  au  quadrila- 
tère AEKD. 

POITIERS 

Mathématiques. 

—  Deux  nombres  positifs  ont  pour>omme  2a\  le  quotient  de  la  somme 
de  leurs  quatrièmes  puissances  par  la  -omme  de  leurs  carrés  est  égal  à  b. 
1°  Calculer  la  différence  de  ces  deux  nombres;  2°  a  étant  donné,  entre 
quelles  limites  doit  être  compris  le  nombre  b  pour  que  le  problème  soit 
possible?  3°  Faire  le  calcul  numérique  des  formules  trouvées  en  suppo- 
sant a  =  20,  b=  [20i. 

—  On  kiit  tourner  un  triangle  quelconque  ABG  aulour  de  la  lanterne 
au  cercle  circouscrit  menée  par  le  sommet  A.  Exprimer  en  fonction  des 
côtés  a,  6,  c  du  triangle  :  1°  L'aire  engendrée  par  le  côté  a;  2°  ie  vol-  me 
engendre  par  le  iriangle.  —  Cas  particulier  où  A  —  ao°. 


CERTIFICAT   D'ÉTUDES  DE  L'ENSEIGNEMENT    SPÉCIAL 

(CHARENTE-INFÉRIEURE  -  JUILLET  1887) 


Mathématiques. 
—  Résoudre  l'équation 

x    ■   i—x      2(3  —  x) x-\-i 

•l\  20  l3  21 
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—  Dans  un  losange  ABCD  dont  les  diagonales  sont  données  :  AG  =a 
BD  =  6,  on  inscrit  un  cercle  dont,  on  dema  .de  le  rayon  en  fonction  de 
a  et  de  6.  —  Calculer  la  surface  de  ce  cercle  en  supposant  a  =  6,  6  =  4. 
(Énoncés  communiqués  par  MM.  Mons^llut  et  Galopeau.* 


BACCALAURÉAT  DE   L'ENSEIGNEMENT   SPÉCIAL 

SESSION  DE  NOVEMBRE  1886  (*). 


NANCY 


—  Établir  les  relations  fondamentales  qui  lient  le3  six  lignes  trigono- 
métriques  d'un  même  arc. 

■—  Connaissant  cotg  o,  trouver  les  cinq  autres  lignes  de  l'arc  a.  Appli- 
quer les  formules  trouvées  au  cas  particulier  a  —  3  0. 

—  Étant  donne  un  demi-cercle,  déterminer  >ur  li  direction  de  son 
diamètre  une  longueur  OP  =  x,  telle  qu'en  menant  par  P  une  tangente 
PM  au  cercle  et  en  fanant  tou-ner  la  figure  autour  de  A.P,  les  volumes 
engendrés  par  les  deux  portions  OMB  et  BMP  du  triangle  OMP  soient 
équivalentes. 

PARIS 

—  Trouver  les  côtés  d'un  triangle  rectmgle  connaissant  le  périmètre 
3a  de  ce  triangle  et  sachant  que  ses  côtés  forment  une  progression 
Arithmétique 

—  Ënon  -er  et  démontrer  le  principe  des  forces  vives  dans  le  cas  d'un 
point  matériel  libre  soumis  à  l'action  d'une  force  constante  en  grandeur 
et  eu  direction.  Vérifier  ce  principe  dans  le  mouvement  dun  corps  qui 
tombe  librement  daus  le  vide. 

MONTPELLIER 

—  Calculer  les  angles  et  les  diagonales  d'un  quadrilatère  inscriptible 
dont  les  côtés  sont  donnés. 

Remarque.  —  Après  avoir  déterminé  les  cosinus  de  l'un  des  angles,  on 
en  déduira  le  sinus,  le  cosinus,  la  tangente  de  la  moine  du  même  angle. 

—  Un  levier  horizontal  aB.  dont  le  c^ntr^  de  grav  té  <  oinoioe  avec  le 
point  d'appui  0,  est  en  équilibre  sous  l'action  de  deux  forces  de  gran- 
deur donnée  P  et  Q.  On  admet  que  la  charge  supportée  par  le  point 
d'appui  a  une  direction  vcrliciie.  Deteimi  >er  l«-s  angles  a  et  $  que  font 
avec  Ali  les  forces  P  et  U»  a.nsi  que  iiutcuaitc  de  la  cha.ge  R. 

Donnée»-  OA  =  a;     0B=zb\    P,  Q. 
Inconnues:  a,  (3,  R. 

(*i  On  touvera  des  solutions  d-  ces  questions  dans  la  publication 
(Journal  yénér  l  de  l'enseignement  secondaire  spécial  etc..)  à  laquelle  nous 
avons  emprunte  les  éuoncés  et  qui  est  éditée  par  M.  Foucart  (2d,  rue  de 
la  Sorbonne). 
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QUESTION  171 

CENTRE   DES   PARALLÈLES   ÉGALES   ET   POINTS   DE   JERABEK  (*) 
Solution  et  développements,  par  M.  E.  VlGARIÉ. 


I.  —  Centre  des  parallèles  égales.  V^ 

1.  Problème  I.  —  Trouver  dans  le  plan  du  triangle  ABC, 
un  point  P  tel  que  les  parallèles  aux  côtés,  limitées  au  périmètre 
du  triangle,  soient  égales  entre  elles  (**). 

Soient  khkn  B„B,.;  C„Cb  les  parallèles  de  longueur  l  menées, 
parP,  parallèlement  à  BC,  C.\,  AB  et  A'B'C  le  triangle  obtenu 

(*)  On  pourra  consulter  sur  ce  sujet  : 

1.  E.   Ilain.   —      A.  G.  H.  t.  57,  p.  400;  t.  61,  p.  257. 

2.  J.  Neuberg.  —  Question  20  (il/.  1881,  pp.  148,  158).  Solution  de  M.  Bro- 

card et  noies  de  M.  Neuberg.    - 

3.  J.  Neuberg  et  Jerabek.  —  Sur  un  hexagone  équilatéral  [M.  1881.  p.  191). 

4.  E.  Lcmoine.  —  A.  F.  La  Rochelle,  18S2,  pp.  126-128. 

5.  —  Exercices  divers  de  math.  élém.  (,/.  E.  1884-85,  Ex  :  19  ,33). 
fi.              —  Sur  les  points  associés  [A.  F.  Blois,  1884.  J.  S.  1885,  p.  201  ). 

7 .  —  Bulletin  de  la  Société  mathématique  de  France,  1884  (§  16). 

8.  —  N.  A.  M.  1884,  pp.  120-121.  1885,  p.  221. 

9.  G.  Boubals.  —  Question  proposée  17 1  [J.  E.  1885,  p.  71). 

10.  G.  de  Longchamps.  — Généralilés  sur  la  Géomelrid  du  triangle  J.  E.  188fi, 

p.  232). 

Pour  les  renvois  aux  mémoires  cités,  nous  indiquerons  seulement, 
dans  la  suile,  le  nom  de  l'auteur  et  le  numéro  d'ordre  de  l'article. 

(**)  La  question  171  (Boubals,  9),  est  ainsi  énoncée: 

1°  Trouver  dans  le  plan  d'un  triangle  un  point  J?t  tel  que  les  parallèles, 
menées  de  ce  point  aux  trois  côtés,  déterminent  sur  ces  côtés,  trois  segments 
égaux  entre  eux; 

2°  Trouver  dans  le  plan  d'un  triangle  un  point  P  tel  que  les  parallèles  menées 
de  ce  point  aux  trois  côtés,  et  limitées  à  ces  côtés,  soient  égales  entre  elles; 

3°  Démontrer  que  les  deux  points  P,  P,  et  le  centre  de  gravité  G  du  triangle 
sont  en  ligne  droite  et  que  PG  =  2P,G. 

Le  point  P  dont  il  est  question  est  appelé,  à  cause  de  cette  propriété, 
centre  des  parallèles  égales. 

La  question  20  (Neuberg,  2)  comprend  la  deuxième  partie  de  l'énoncé 
précédent,  et  M.  Neuberg  pose,  en  outre,  celte  question: 

2°  Démontrer  que  l'inverse  de  la  longueur  commune  de  ces  parallèles  est 
égale  à  la  demi-somme  des  inverses  des  côtés  du  triangle.  Examiner  le  nombre 
de  solutions. 

Ces  questions  sont  résolues  dans  la  présente  note. 
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eu  menant  par  À,  B,  C,  des  parallèles  aux  côtés  opposés. 
Désignons  par  8rt,  ob,  oc  les  distances  de  P  aux  côtés  et  par 
ha,  hb,  hc  les  hauteurs  de  ABC. 
Les  triangles  semblables  ABC,  AA,,A,.  donnent: 
A,,A,       ha  —  o„  2 /S 

Bt  =  —hr'     m     h"~à"  =  ^-   (,) 

Or  a{ha  —  o„)...  sont  les  coordonnées  barycentriques  de  P  par 
rapport  à  A'B'C,  comme  elles  sont  inversement  proportion- 
nelles à  «,  b,  c,  P  est  par  rapport  à  A'BrC  le  réciproque  du 
rentre  du  cercle  inscrit  à  A'B'C;  ou,  par  rapport  à  ABC,  l'anti- 
eomplémentaire  du  réciproque  I0  du  centre  du  cercle  inscrit 
à  ABC. 

Relations  métriques.  —  Coordonnée*  de  P.  On  voit  faci- 
lement qne  les  coordonnées  barycentriques  de  P  sont  pro- 
portionnelles à  : 

iii  iii  iit 

hT  +  -j       ---  +  ->       -  +  t  —  -  ; 

abc  abc  a       b       c 

on  voit  en  outre  que  P  est  extérieur  à  ABC,  lorsqu'une  hau- 
teur est  plus  grande  que  la  somme  des  deux  autres. 
Valeur  de  1.  —  De  la  formule  (1)  on  conclut: 


a(ha  —  on)  +  b(hb  —  o„)  +  c(hc  —  or)  =  S  =  2/S(  -  +  -  +  -j 

1        1  /i         1        i\ 
/        2  \a       b        c/ 


donc 


3.  Points  algébriquement  associés  à  P  dans  A'B'C. 

—  Les  points  algébriquement  associés  à  P,  dans  A'B'C,  sont 
ici  les  réciproques  des  centres  des  cercles  ex-inscrits  à  A'B'C 
Les  parallèles  menées  au  triangle  par  ces  points  P^,  P^,  P'c 
sont  égales  trois  à  trois  et  ont  respectivement  pour  longueurs  : 
lahc  2nbc  2abc 


ab  -+-  bc  +  ca  ub  —  bc  +  ca  ab  -+-  bc  —  ca 

les  quatre  longueurs  /,  ïa,  l'b,  ïc  sont  liées  par  la  relation: 

1         1         1         1 

7  =  V  +  V  ~^  V 

1  '.1  lb  lc 
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e1  l'on  a 


v.. 

a  = 


ce  qui  montre  qu'on  peut  calculer,  ou  construire,  les  trois  côtés 
de  ABC  connaissant  trois  des  longueurs  1,  1',,  1',,,  \'c_.  On  voit  alors 
que  1,  lj,  1£  Vc  sont  les  diamètres  des  cercles  inscrits  et  ex-inscrits 
à  un  triangle  ayant  a,  b,  c  pour  hauteurs  (Lcmoino  5). 

Les  points  P,  P^,  P'M  P^  peuvent  être  construits  de  la 
manière  suivante  ;  (Neuberg  2.  —  Lemoine  5)  : 

Soient  At,  Bx,  C^  les  pieds  des  bissectrices  intérieures,  A„ 
B2,  C2  les  pieds  des  bissectrices  extérieures.  Los  droites  A'At, 
B'B2,  C'Ct  concourent  au  point,  P.  Les  intersections  de 
droites  (A'A1?  B'B2,  C'C2),  (A'A2,  B'B^  C'C2),  (A'A2,  B'B2,  C'G,) 
sont  les  points  P',  Vb  P'c. 

4.  —  Les  parallèles  aux  côtés  de  ABC,  menées  par  P,  déter- 
minent, sur  les  côtés  de  A'B'C',  trois  segments  égaux. 

Soient  Aç,  A^ ;  B'n,  B'c;  Ca,  C'b;  les  points  où  ces  parallèles 
coupent  les  côtés  de  A'B'C',  on  a  : 

b;c(;  =  pa„  +  pa„  =  aa  =  i 

de  même 

A0Crt  =  /,  BrtA,,  =  /. 

En  résumé 

labc 

B' '  Ch  =  A'cC'a  =  B'C'6  =  1=  — : • 

ab  +  bc  +  ca 

Par  conséquent  : 

Si  par  le  point  I0  ( *)  complémentaire  du  centre  des  parallèles 
égales  on  mène  des  parallèles  aux  côtés,  les  segments  des  côtés 
compris  entre  ces  parallèles  sont  égaux. 

Les  points  I0  et  P  étant   complémentaires  sont  en  ligne 

droite  avec  G;  on  a  d'ailleurs  (*.*) 

2GI0  =  GP. 

(A  suivre.) 

(*)  Ce  point  a  été  étudié  par  M.  d'Ocagne,  sous  le  nom  de  Point  de 
concours  des  antibissec  rices  (7.  E.  1K80  pp.  158-164.) 

(**)  Cette  proposition  achève  de  résoudre  la  question  171  (Boubals  9). 
Le  point  \0,  dont  il  est  ici  question,  est  celui  que  M.  Boubals  a  désigné 
par  Pj. 
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QUESTION  112 

Solution,  par  .T.  Chapron,  à  Rragelogne. 


Soient  ABC  un  triangle,  0  le  centre  du  cercle  circonscrit; 
par  0  je  mène  une  droite  quelconque  qui  coupe  respectivement 
BC,  CA,  AB,  en  m,  n,  p.  Soient  m',  n',  p'  les  symétriques 
de  m,  n,  p,  par  rapport  à  0;  démontrer  que  les  droites  Ain', 
Bn',  Cp'  se  coupent  sur  le  cercle  circonscrit  à  ABC.  —  Géné- 
raliser le  théorème  par  projection  et  en  déduire  la  construction 
par  points  d'une  ellipse,  dont  on  connaît  le  centre  et  trois  points. 

(E.  Lcmoine.) 

Convenons  de  désigner  en  général  le  symétrique  d'un 
point  par  rapport  à  0.  par  la  même   lettre  qui    désigne  le 

point,  en  ayant  soin  d'ac- 
centuer cette  lettre;  de 
sorte  que  m,  B',  par  ex- 
emple, sont  les  symétri- 
ques de  m,  B. 

Les  droites  A'wi,  B'n,  Cp 
se  coupent  sur  la  circon- 
férence circonscrite;  car, 
si  l'on  désigne  par  K  le 
point  d'intersection  de  k'm 
et  de  B'n,  l'hexagone 
AA'KB'BG  étant  tel  que 
ses  côtés  opposés  AA'  et  BB',  A'K  et  CB,  KB'  et  CA  con- 
courent aux  points  0,  m  n,  situés  en  ligne  droite  et  que  cinq 
de  ses  sommets  soient  sur  la  circonférence  circonscrite,  le 
sixième  K,  y  est  aussi.  On  verrait  de  même  que  k'm  et 
Cp  se  coupent  sur  cette  circonférence  c'est-à-dire  en  K. 

Les  droites  km',  Bn,  Cp"  symétriques  de  k'm,  B'n,  Cp  se 
coupent  donc  en  un  point  K'  situé  sur  la  circonférence. 

C.    Q.    F.    D. 

La   généralisation    par    projection    du    théorème    proposé 
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n'offre  aucune  difficulté,  ei  L'on  peut  démontrer  directement, 
par  une  méthode  tout  à  fait  semblable  à  celle  que  nous 
venons  d'employer,  le  théorème  suivant,  qui  comprend  celle 
généralisation. 

Soit  ABC  un  triangle,  0  le  centre  d'une  conique  circonscrite 
à  ABC;  par  0,  je  mène  une  droite  quelcmqus  qui  coupe  respec- 
tivement BC,  CÀ,  AB  en  m,  n,  p;  soient  m',  n,  p'  les  symé- 
triques de  m,  n,  p  pir  rapport  à  0.  Les  trois  droites  Amr,  Bn', 
Cp'  se  coupent  sur  la  conique. 

Ce  théorème  permet  évidemment  de  construire  par  points, 
des  simplement,  une  conique  connaissant  le  centre  0  et 
trois  points  A.  B,  C. 


QUESTION  147 

Solution,  par  M.  Chapron. 


P"v2      i      \)\      [      p 

Étant  donnée  la  fraction  -r— — -,  on  forme  l'équation 

a  x2  -t-  h  x  +  c  Â 

Ax2  +  2Bx  +  C  —  0,  donnant  les  valeurs  de  x  pour  lesquelles  la 

fraction  est  maxima  ou  minima.  Le  polynôme  B2  —  AC  est  un 

produit  de  fonctions  rationnelles  de  a,  b,  c,  a',  b',  c'.  Trouver 

les  fadeurs  de  ce  produit  ?  .  (Weill.) 

Si  l'on  pose 

ax'2  -+-  bx  4-  c 

a'x2  +  b'x  +  c'~lJ' 
les  valeurs  limites  de  y  sont  données  par  l'équation 

if-(b'2  —  \àc)  4-  y{^ac  +  \cd  —  ibb')  4-  b2  —  \ac  —  o, 
et  les  valeurs  correspondantes  de  x  par  la  formule 

b-b'y 
2(a  -  a  tj) 
Si   l'on    élimine    y    entre    ces  deux  relations,   on  obtient 
l'équation  donnant  les  valeurs  de  x  qui  rendent  la  fraction 
maxima  ou  minima.  Cette  équation  devient, 
[aV  —  bu  )[(a  1/  —  ba')x2  4-  i(ad  —  ca)x  4-  (bc  —  cl/)]  =  o. 
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On  a  donc 
B2  -  AG  =  (aV  -  ba'Y  j  (oc  -  cd'f  -  {abr  -  ba')(bc*  -  cV)  j . 

L'expression  de  B2  —  AC  est  bien  égale  à  un  produit  de  deux 
facteurs  rationnels  des  coefficients.  On  peut  d'ailleurs  expli- 
quer la  présence  du  facteur  singulier  ab'  —  ba'. 


QUESTION  163 

Solution  par  M.  E.  Vigarié. 


Inscrire  dans  un  triangle  ABC  trois  rectangles,  reposant 
chacun  sur  un  côté,  et  tels  que  leurs  diagonales  soient  égales  et 
passent  par  un  même  point. 

Cette  question  qui  a  été  énoncée  par  plusieurs  auteurs 
(Voir  Lemoine,  A.  F.  Lyon.  1873,  §  8;  —  Lille,  1874,  §  2;  — 
A.  Morel,  J.  E.,  1883,  p.  197)  peut  se  déduire  immédiate- 
ment de  la  question  n°  8,  déjà  résolue  (*)  (J.  E.  1884,  p.  106; 
—  J.  E.  1886,  p.  180). 

Par  le  point  K  de  Lemoine  menons  AbAc,  BaBc,  QA,  anti- 
parallèles  à  BG,  CA,  AB.  On  sait  (V.  /.  E.  1883,  p.  197)  que 
ces  antiparallèles  sont  égales,  qu'elles  sont  divisées  au  point 
K  en  deux  parties  égales,  et  que  leurs  extrémités  sont  six 
points  d'une  circonférence,  de  centre  K,  appelée  Deuxième 
cercle  de  Lemoine, 

Les  deux  triangles  CaA{,Bc,  BaCbAc  satisfont  à  l'énoncé  de  la 
question  n°  5  car  ils  sont  inscrits  dans  une  même  circonfé- 
rence, ayant  pour  centre  le  point  de  Lemoine  de  ABC;  de  plus, 
leurs  côtés  sont  perpendiculaires  à  ceux  de  ABC. 

Il  est  facile  de  voir  que  les  rectangles  C5BcCuBa,  AcCaA{,C,„ 
BaAbBcAc  satisfont  à  l'énoncé  de  la  question  n°  163.  En  effet, 
chacun  d'eux  repose  sur  un  côté  de  ABC  et  leurs  diagonales 
sont  égales  puisque  ce  sont  les  antiparallèles  aux  côtés  du 
triangle  et  qu'elles  passent  par  un  même  point,  le  point  de 
Lemoine  de  ABC. 


'*)  M.  Cbapron  nous  a  fait,  de  son  côté,  la  même  observation. 

G.  L. 


JOUIINAL   DE   MATHÉMATIQUES   ÉLÉMENTAIRES 


213 


QUESTION  201 

Solution  par  M.  Louis  Prince,  élève  de  mathématiques  élémentaires 

au  lycée  de  Grcuoblc. 


Une  droite  AB  est  partagée,  par  un  point  variable  M,  en 
deux  segments  additifs  ou  soustr  actifs  ;  sur  chacun  des  seg- 
ments on  décrit  un  carré;  démontrer  que  la  droite  qui  joint  les 
centres  des  carrés  enveloppe  une  parabole.  (A.  Boutin.) 

Soient  P.  0  les  centres  des  carrés  construits  sur  les  seg- 
ments AC,  CB;  M  le  milieu  de  AB.  Prolongeons  AP,  BO  jus- 
qu'à leur  rencontre  en  D  ; 
traçons  DO  et  PO  qui  se 
coupent  en  I.  Le  lieu  de  I 
est  une  droite,  car  I  est  le 
milieu  de  CD  dans  le  rec- 
tangle CPDO.  Or  : 

PÏC  =  2  PDtJ 

et         CÏM  =  2GDM 

PÎM  =  pTlT+  CÏM  =  2  (FDM)  =  9o°. 

On  voit  que  le  lieu  des  projections  de  M  sur  les  droites  PO 
est  une  droite  ;  donc  PO  enveloppe  une  parabole,  de  foyer  M, 
et  dont  la  directrice  est  perpendiculaire  en  D  à  MD. 

La  démonstration  subsiste  pour  les  segments  soustractifs; 
mais  alors  les  carrés  considérés  doivent  être  situés  :  l'un,  au- 
dessus;  l'autre,  au-dessous  du  segment  AB. 

Nota.  —  Solutions  analogues  par  MM.  G.  Russo,  à  Catanzaro  ;  Ignacio 
Beyens,  à  Cadix;  J.-B.  Perrin,  professeur  général  à  l'Ecole  J.-B.  Say  ; 
II.  Martin  (lycée  Condorcet)  ;  J.  Pangaut  (institut  Sainte  Marie,  à  Besançon). 


QUESTIONS  PROPOSÉES 


258. —  Théorème  (*).  Elant  donné  un  quadrilatère  in- 
scriptible  ABCD,  on  en  déduit  deux  autres,  ABEF,  ABGH, 
tels  que  ADH,  AEG,  AFG,  BUG,  BFD,  BEH  soient  six  lignes 

(*)  Généralisation  de  la  Question  254,  proposée  par  M.  Mannheim. 
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droites.  Cela  posé:  1°  Si  l'un  de  ceux-ci  est  inscriptiblc, 
l'autre  l'est  également,  et  les  côtés  CD,  EF,  GH  sont  paral- 
lèles; 2°  si  l'un  des  côtés  EF,  GH,  est  parallèle  à  CD,  l'autre 
l'est  également,  et  ABEF,  ABGH  sont   inscriptibles. 

Remarque.  Dans  l'hexagone  DFECGH  :  1°  les  côtés  DF,  GC, 
et  la  diagonale  HE,  concourent  en  un  point  B  ;  2°  les  côtés 
CE,  HD,  et  la  diagonale  GF,  concourent  en  un  point  A  ; 
3°  les  côtés  EF,  GH  sont  parallèles  à  la  diagonale  CD  (*). 

(JE.  Catalan.) 

259.  —  Par  le  centre  0  d'un  cercle  C  on  fait  passer  un 
cercle  quelconque  C,  de  centre  0\  On  mène,  au  cercle  C,  une 
tangente  qui  coupe  le  cercle  C  aux  points  A  et  B.  Démontrer 
que  les  secondes  tangentes,  menées  des  points  A  et  B  au  cercle 
C,  se  coupent  sur  la  ligne  des  centres  00'.  (WOcagne.) 

260.  —  Si  les  racines  de  l'équation  du  quatrième  degré  : 

xx  +  dix*  -h  a2x*  -+-  a,x  +  #4  =  o 
sont  en  progression  arithmétique  : 

1°  La  raison  r  de  la  progression  est  donnée  par  la  formule  : 

r  =  ±  —  \/  i5a'i  —  40a». 
io 

2°  Les  deux  termes  extrêmes  sont  les  racines  de  l'équation  : 

zjo#2  +  2oalx  —  i  \a\  +  36a2  =  o. 

3°  Les  deux  termes  du  milieu  sont  les  racines  de  l'équation: 

20#2  +  loa^x  +  q\  -+-  4a2  =  o. 

(G.  Russoy  à  Catanzaro.) 

(*)  Ce  résultat  s'accorde  avec  un  théorème  connu  [Mélanges  mathéma- 
tiques, t.  II,  p.  250). 


Le  Directeur-Gérant, 

G.  de  LONGCHAMPS. 


IMPRIMERIE  CENTRALE  DES  CHEMINS  DB  FEU.  —  IMPRIMERIE  CHAH. 
HUE  BERGÈRE/  20,   PARIS.    —   10492-7. 
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GÉOMÉTRIE  DU  TRIANGLE 


SUR  QUELQUES  CERCLES  REMARQUABLES 

(cercles  de  neuberg  et  de  m'cav). 

Par  M.  Emile  Vigaric. 

[Suite,  voir  p.  193). 


13.  Théorème  VII.  —  Dans  les  figures  semblables  Fa, 
Fb,  Fr ,  construites  sur  B(J,  CA,  AB,  on  peut  trouver  une  infinité 
de  iijslèmes  de  trois  points  homologues  Ja,  Jb,  Jc  en  ligne  droite; 
ces  points  décrivent  trois  circonférences  Ma,  Mb,  Mc  ;  la  droite 
JaJhJ(>  tourne  autour  du  centre  de  gravité  G  de  ABC  (*). 

Première  Démonstration  (J.  Neuberg).  —  Soient 
Srt     le  point  double  de    ¥b,  Fc; 


S„  Fc,  F 


a  i 


Sc  F«,  F6. 

Sr,SbSc   est  le  second  triangle  de  Brocard. 

Soient  aussi  Sap,  S(2y,  Sya  les  triangles  modulaires. 

Les  triangles  JaJbJc,  JbJcJa  seront  semblables  à  a^S,  pyS; 
par  conséquent  l'angle  ScJ(,Sa  est  égal  au  —  apy.  Donc  le 
point  Jh  décrit  une  circonférence  M5  passant  par  Sa,  Sc .  De 
même  les  points  ,T„,  Jc  décrivent  des  circonférences  Ma,  Mc 
passant  par  Sb,  Sc  et  Sfl,  Sb.  Ces  circonférences  se  coupent 
en  un  point  M  parce  que  les  angles  des  segments  capables 
sont  supplémentaires  des  trois  angles  du  triangle  agy. 
L'angle  SaJbJc  étant  constant,  l'arc  qu'il  intercepte  sur  la 
circonférence  Mb  est  constant;  donc  JaJc  passe  par  un  point 
fixe  du  cercle  M&.  Cette  droite  passe  aussi  par  un  point  fixe 
des  cercles  Ma,  Mc .  Ces  trois  points  fixes  coïncident  néces- 
sairement avec  le  point  commun  aux  trois  cercles;  sans  quoi, 
la  droite  JaJ{, Jc  serait  unique,  ce  qui  est  impossible. 


[*)  A  cause  de  l'importance  de  cette  propositioD,  nous  en  donnons 
plusieurs  démonstrations  différentes,  dues  à  trois  savants  géomètres. 
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Ce  point  M,  dans  le  cas  où  Pfl,  F6,  Fc  sont  construites  sur 
ces  côtés  BC,  CA,  AB,  coïncide  avec  le  centre  de  gravité  G. 


Deuxième  Démonstration  (M'Cay).  —  Les  trois  points  homo- 
logues Ja,  Jb,  Jc  sont  situés  sur  une  même  ligne  droite  L. 
Comme  G  est  le  centre  de  gravité  de  JaJbJc,  L  passe  néces- 
sairement par  G. 
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SI  L'on  considère  L  comme  une  droite  de  Fa,  il  lui  corres- 
pond dans  I<\  une  droite  L'  passant  par  J&  et  par  G'  homo- 
logue de  G  considéré  connue  faisant  partie  deFa.  Mais  l'angle 
de  L  «M  1/  est  constant  et  égal  à  BCA,  dont  J,,  est  sur  la 
circonférence  du  segment  capable  de  l'angle  C  et  décrit 
sur  GG'. 

De  même  si  G"  et  L"  sont  dans  Fc  les  homologues  de  G  et  L 
considérés  dans  F0,  on  voit  que  Jc  est  sur  la  circonférence 
du  segment  capable  de  l'angle  A  décrit  sur  GG"  (*). 

Le  point  Sa  sera  son  propre  homologue  dans  F,,,  Fc 
et  correspondra  a  un  certain  point  S't  de  Fa.  Les  points 
S^,  S„,  Sa  forment  donc  un  système  de  points  homologues 
de  F0,  F/,,  Fc  qu'on  peut  considérer  comme  positions  parti- 
culières de  Ja,  Jb,  Jc. 

Concluons  de  là  que  les  circonférences  Ma,  M6,  Mc  lieux  des 

points  Ja,  Jb,  Jc  passent  respectivement  par 

JNJ(,    ...    G,        oa,        05,       bc, 

Mj,  ...  G,      Sa,      Sft,      Sc, 

Mc  ...  G,      Sa,      8b,       Sf. 

Les  points  Sa,  Sb,  Sc  sont  les  projections  de  0  sur  les  symé- 
dianes  de  ABC,  ce  sont  les  sommets  du  second  triangle  de  Bro- 
card, Les  points  S'a,  S6,  S'c  sont  les  sommets  du  troisième 
triangle  de  Brccard  (voir  §  16). 

Corollaire.  —  Les  axes  radicaux  du  cercle  de  Brocard  avec 
les  cercles  Ma,  Mb,  Mc  de  M'Cay  sont  les  côtés  du  second  triangle 
de  Brocard. 

Troisième  Démoisstration  (J.  Casey).  —  Soient  Ia,  Ib,  Ic 
trois  points  de  Fa,  Fb,  Fc  extrémités  de  trois  cordes  parallèles 
des  cercles  de  Neuberg  N«,  Nb,  Nc.  Soient  aussi  Da,  D(J,  Dc 
les  milieux  des  côtés  de  ABC.  Divisons  les  droites  DaTa, 
Dblb,  DCIC  aux  points  Jrt,  Jb,  Jc  dans  le  rapport  1:2.  Les 
droites  GJ„,  GJb,  GJC  seront  respectivement  parallèles  à  AIa  , 
BIb,  CIC;  donc  elles  se  confondent. 


(*)  G,  G',  G"  étant  trois  points  homologues,  G  est  leur  centre  de  gra- 
vité; donc  G'  et  G"  sont  symétriques  par  rapport  à  G, 
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14.  Équations  des  cercles  de  M'Cay.  —  /°  Coordonnées 
barycentriques.  Les  coordonnées  barycentriques  de  Ja  et  Da 
étant  respectivement 

(«,  p,  T)(o,  i,  i) 

les  coordonnées  de  Ia  sont 

(3a;     3,6-  i,     3y-  i) 
ou  bien 

(3a,      -  a  +  28  -  y,      -  a  -  [3  +  2y). 
En  portant  ces  valeurs  dans  l'équation  barycentriquc  du 
cercle  Na    de   Neuberg,  on   trouve    l'équation  du  cercle  Ma 
de  M'Cay  : 

V  a2py ^]  oc(2&C  cos  A.a  +  ft2p  +  a'y)  =  o. 

Les  équations  des  cercles  M?,,  Mc  sont  analogues. 

2°  Coordonnées  cartésiennes.  —  En  prenant  pour  axes  BG 
et  la  perpendiculaire  élevée  en  son  milieu,  on  trouve  que  le 
cercle  Ma  a  pour  équation 

awcotffw        a2 

J  3  12 

On  aurait  de  même  les  équations  des  deux  autres  cercles  de 
M'Cay. 

On  voit  immédiatement  que  : 

Les  cercles  de  Neuberg  et  de  M'Cay  ont  leurs  centres  situés 
deux  à  deux  sur  les  médiatrices  du  triangle  (perpendiculaires 
aux  milieux  des  côtés). 

15.  —  Soient  O  le  centre  du  cercle  circonscrit  à  ABC  et 
A'B'C  le  premier  triangle  de  Brocard,  on  a 

acotga>)        0A,==ojg»< 

t)  2 


a 


Donc  OM„ .  OA' 

I  2 

c'est  l'expression  de  la  puissance  du  point  O  par  rapport  à 
Ma.  Si  donc,  K  est  le  point  de  Lemoine  de  ABC,  on  voit  que 
A'K  est  la  polaire  de  Da  par  rapport  à  Ma  et  que  Ar  est  le  pôle 
de  BC  par  rapport  à  Ma ,  nous  avons  ainsi  cette  proposition  : 
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Les  sommets  du  premier  triangle  de  Brocard  sont  respective- 
ment, par  rapport  aux  cercles  de  M'Cay,  les  pôtes  des  côtés  du 
triangle  ABC. 

16.  Définition.  —  Si  A/'B"G"  est  le  second  triangle  de 
lirocard,  les  droites  A"G,  B"G,  CG  coupent  respectivement 
les  cercles  de  M'Cay  aux  points  A'",  B'",  C'"«  Le  triangle 
A"'B"'C"  dont  les  côtés  sont  doubles  de  ceux  A"B"C"  est 
appelé  par  M.  Casey  (A  Treatise...  p.  2->5)  le  troisième  triangle 
de  Brocard.  Il  est  facile  de  voir  que  les  sommets  du  troisième 
triangle  de  Brocard  sont  les  anti-complémentaires  des  sommets  du 
second  triangle  de  Brocard.  Ses  sommets  sont  les  poinls 
S'„  S'5,S'C  (voir  §  13). 

17.  —  Pour  ne  pas  allonger  démesurément  cette  note, 
nous  énoncerons  simplement,  en  terminant,  quelques  pro- 
priétés des  cercles  de  M'Cay  : 

1°  Si,  par  le  centre  de  gravité,  on  mène  une  tangente  à  Fan 
des  cercles  de  M'Cay,  les  cordes  interceptées  dans  les  deux 
autres  cercles  sont  égales. 

2°  Le  cercle  Ma  est  le  lieu  des  centres  de  gravité  de  tous 
les  triangles  décrits  sur  BC  et  ayant  même  angle  de  Brocard 
que  le  triangle  donné. 

3°  Si  la  médiane  DaA  coupe  Mft  en  L  et  le  cercle  circonscrit 
en  V,  DaL  est  égale  à  D„V  et  L  est  la  pied  de  la  perpendicu- 
laire abaissée  de  l'orthocentre  sur  la  médiane  L\A. 

4°  Les  droites  joignant  G  au  point  le  plus  bas  et  au  point 
le  plus  élevé  de  Mtt  sont  les  axes  rectangulaires  de  l'ellipse 
maximum  inscrite  dans  ABC. 

5°  Les  cercles  de  M'Cay  sont  respectivement  les  figures 
inverses  des  côtés  du  premier  triangle  de  Brocard,  par  rapport 
au  cercle  dont  le  centre  est  G  et  qui  coupe  orthogonalement 
le  cercle  de  Brocard. 

6°  Les  polaires  des  frois  points  homologues  situés  sur  les 
côtés  du  triangle  ABC,  prises  respectivement  par  rapport 
aux  cercles  de  M'Cay,  sont  trois  droites  concourantes;  le  lieu 
du  point  de  concours  est  le  cercle  de  Brocard  du  triangle. 
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NOTE  SUR  LE  QUADRILATÈRE  HARMONIQUE 

Par  M.  Clémeut  Thiry,  étudiant  à  la  Faculté  des  Sciences  de  Gand. 


Préliminaires.  —  Toutes  les  propriétés  de  la  géométrie 
du  triangle  out  été  généralisées  successivement  dans  le  qua- 
drilatère (*),  dans  l'hexagone  (**)  et  enfin  dans  les  poly- 
gones (***).  Mais  pour  que  l'analogie  avec  le  triangle  soit 
aussi  complète  que  possible,  il  faut  prendre  des  figures  rem- 
plissant des  conditions  particulières. 

Pour  le  quadrilatère  ABCD,  dont  il  est  seulement  question 

ici,  il  faut  qu'il  soit  mscripti- 
Lle  et  qu'il  existe  dans  son  plan 
un  point  K  (point  de  Lemoine  du 
quadrilatère)  tel  que  ses  distan- 
ces aux  côtés  soient  proportion- 
nelles à  ces  côtés.  Il  est  facile 
de  voir  que  pour  que  cette  con- 
dition soit  remplie  il  faut  et  il 
suffit  que  Ton  ait  : 

AB.CD  =  AD.BC. 
Le  point  K  est  alors  déterminé 
par  l'intersection  des  diagonales  et  la  figure  a  reçu  le  nom 
de  Quadrilatère  harmonique. 

Un  quadrilatère  harmonique  est  donc  un  quadrilatère 
ABGD,  inscriptible,  et  tel  que  les  rectangles  des  côtés  opposés 


(*)  Voir:  R.  Tucker.  —  Some  properties  of  a  quadrilatéral  in  a  circle,  the 
rectangles  under  whose  opposite  sicles  are  equal.  (Société  Mathématique 
de  Londres,  12  février  1883.)  A  la  fin  de  ce  mémoire,  sont  données  les 
recherches  de  M.  M'Cay. 

J.  Neuberg.  —  Sur  le  quadrilatère  harmonique.  (Mathésis  1885,  pp.  202- 
269.) 

(**}  J.  Casey.  —  On  the  harmonie  hexagon  of  a  triangle.  (Roval  Tiïsh 
Acaderny,  vol.  IV,  pp.  3'i5-356,  26  janvier  1886.) 

(**•)  G.  Tarry.  — Sur  les  figures  semblablement  associées.  (Mathésis  1886, 
pp.  97,  148,  196.) 

J.  Casey.  —  A  Sequel  to  Euclid,  1886  [Theory  of  Harmonie  Polggons, 
pp.  199-222.) 
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soient  égaux.  Le  théorème  de  Ptolémée  prouve  que  la  valeur 
commune  à  ers  rectangles  représente  la  moitié  du  rectangle 
des  diagonales  BC,  AD. 

D'après  ce  que  nous  venons  de  dire,  chaque  diagonale  est  la 
s  y  médiane  des  triangles  ayant  les  cri  remîtes  de  cette  diagonale  pour 
sommets  et  /'autre  diagonale  pour  base.  L'existence  du  point  K 
exige  (railleurs  que  les  tangentes  au  cercle  circonscrit,  menées 
aux  extrémités  d'une  diagonale  se  coupent  sur  Vautre  diagonale. 

Voici  maintenant  quelques  propriétés  que  nous  croyons 
nouvelles 

Pour  abréger  le  discours,  nous  appellerons  médianes  du 
quadrilatère  harmonique  les  quatre  droites  qui  joignent  les 
sommets  A,  B,  G,  D  aux  milieux  M  et  N  des  diagonales  BC, 
AD.  Nous  les  représenterons  par  ma,  mb,  mc,  md. 

1.  —  Le  produit  de  deux  médianes  opposées  est  égal  au  quart 
du  carré  de  l'autre  diagonale. 

Les  deux  triangles  ABN,  BDC  sont  semblables  et  donnent 

AB       BN 

BC  "  BË>' 

AB.BD 

d  ou 

de  même 


BN  = 

m    r 

CN  = 

AC.CD 
BC 

BN 

.UN  = 

abed 
BC2 

AD2. 

BC2  = 

<\abcd, 

\n  n 

^  —  m 

AU2 

,111  „    =    

d'où 
Mais 

donc 


2.  —  Le  produit  des  côtés  est  égal  à  quatre  fois  le  produit  des 

médianes. 

On  a 


mhmr 

= 

ÂD2 

4 

mamd 

=s 

BC2 
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AE  26c 


d'où 


mambmcmd  = 


A  M       62  +  c2 

AD2.ÏÏG2       abcd 


16 


3.  —  Le  carré  d'un  côté  quelconque  est  égal  au  double  rectangle 
des  médianes  issues  des  extrémités  de  ce  côté. 

Deux  triangles  semblables  donnent  immédiatement 

AB.AG  =  AD.iwfl, 

AB.BD  =  BC.m6. 
On  en  déduit 

ÂB2.AC.BD  =  AD.BG.m^, 
mais  2AG.BD  =  AD.BO, 

donc  AB2  =  2mamb. 

4.  —  La  somme  des  carres  des  côtés  est  égal  au  double  rec- 
tangle de  deux  médianes  issues  des  extrémités  d'un  côté  quel- 
conque et  terminées  au  cercle  circonscrit. 

Nous  avons 

ÂB2  =  2AM.BN,         ÂC2  =  2AM.CN, 
CD2  =  2CN.DM,        DB2  =  2DM.BN, 

d'où      a2  +  ¥  -h  c2  +  d2  =  2(AM  +  MD)  BN  +  GN). 

Mais  R  et  V  étant  les  points  où  AM  et  BN  rencontrent  le 
cercle  circonscrit,  on  sait  que     MR  =  MD,  NV  =  NC;     donc 
a2  h-  62  +  c2  +  d*  =  2AR.BV. 

Corollaire.  —  Le  rectangle  de  deux  médianes  issues  des 
extrémités  d'un  côté  quelconque  et  terminées  au  cercle  circonscrit, 
est  constant. 

5.  —  La  somme  des  inverses  des  carrés  des  côtés  est  égale 
à  deux  fois  ï  inverse  de  la  puissance  du  point  de  Le  moine  par 
rapport  au  cercle  circonscrit  ('). 

On  a  6c  =  AD.AM; 

mais,  E  étant  le  point  de  Lemoine  du  quadrilatère, 

(*)  Ce  théorème  m'a  été  communiqué  par  mon  ami,  M.  Antoine  Gob, 
élève  à  l'école  normale  des  sciences  de  Gand,  qui  le  démontre  différem- 
ment. 
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UD.AE(6«  +  c2) 

ClOllC  6C   —   ; -y 

2ÙC 


OU 


r  i 


de  même 
donc 


6»       c«      AD.AE' 

I  I  2 


I  I  2/1  I 


o"       6a       c2        ^       DAVAK        l)E/        AU.  El) 


VARIÉTÉS 


ESSAI 

SUR   LA 

GÉOMÉTRIE  DE  LA  RÈGLE  ET  DE  L'ÉQUERRE 

Par  M.  Ci.  de  JLoiigcliainps. 

(seconde  partie) 

[Suite,  voir  p.  196). 


40.  La  solution  de  Schooten  (*).  —  Les  solutions 
précédentes  nécessitent  l'emploi  de  l'équerre,  ou  tout  au 
moins  celui  de  la  fausse  équerre;  celle  que  nous  allons 
indiquer  maintenant,  d'après  Schooten,  n'exige  que  des 
alignements. 

Cette  solution  repose  sur  la  propriété  des  diagonales 
d'un    quadrilatère   complet   qui  se  coupent  en  déterminant, 

(*)  Schooten,   loc.  cit.  p.  160-1(52. 

Cette  solution  de  Schooten  a  été  retrouvée  par  Carnot  dans  son  ouvrage 
sur  la  Corrélation  des  Figures  (Duprat,  libraire  pour  les  mathématiques, 
an  IX,  §  191,  p.  135),  et  donnée,  sous  son  nom,  dans  l'ouvrage  de  Servois 
(p.  58).  Mais  elle  est,  comme  on  le  voit,  bien  antérieure  à  Carnot  et, 
probablement,  à  Schooten  lui-même. 

Je  profite  de  l'occasion  que  me  fournit  ici  le  nom  de  Carnot  pour 
réparer  l'oubli  commis  par  moi,  lorsque  j'ai  écrit  l'introduction  du  présent 
ouvrage,  en  ne  citant  pas  la  Corrélation  des  Figures,  la  Géométrie  de 
position  et  YEssai  sur  la  théorie  des  transie/ sales,  parmi  les  importantes 
publications  qui  intéressent  la  Géométrie  de  la  Règle.  On  trouvera 
d'ailleurs,  au  chapitre  suivant,  la  solution  môme  de  Carnot. 
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mutuellement,  sur  chacune   d'elles,   une  ponctuelle  harmo- 
nique. 

Ayant  effectué, 
dans  la  partie  acces- 
sible du  terrain,  la 
construction  indi- 
quée sur  la  figure, 
laquelle  ne  demande 
quel'emploi  dujalon, 
le  théorème  auquel 
nous  venons  de  faire 
allusion  donne 
i  i  2 

CM  =  CK  ~~  CÏ* 
On  utilisera  la  ta- 
ble des  inverses  pour 
le  calcul  de  la  lon- 
gueur CM  donnée  par  cette  formule.  Il  faut,  il  est  vrai, 
doubler  le  nombre  qui,  dans  la  table  en  question,  est  écrit 
en  regard  du  nombre  CI.  Mais  cette  multiplication  se  fait 
sans  effort  et  elle  ne  constitue  pas  une  dérogation  sensible 
aux  conclusions  que  nous  avons  formulées  plus  haut,  quand 
nous  avons  cherché  à  mettre  en  lumière  les  avantages  qui 
ressortent  de  l'emploi  de  la  table  aux  inverses. 

41.  La  solution  de  Mascheroni.  — Mascheroni,  dans 
ses  Problèmes  de  Géométrie  pratique  (*),  etc.,  présente  quinze 
solutions  du  problème  qu'il  énonce  dans  ces  termes  :  mesurer 
la  droite  OM  dont  on  ne  peut  approcher  qu'au  point  0;  mais, 
de  ces  solutions  diverses,  celle  qui  est  certainement  la  plus 
pratique  repose  sur  le  théorème  de  Ménélaus. 

Si  l'on  considère  le  triangle  OBC  et  la  transversale  ADM, 
on  a 

pA  PB    MC 

aîî'dc'  FÔ 


i; 


(*)  loc.  cit.;  édition  de  Bachelier,  1838:  livre  premier,  problème  II; 
p.  15. 
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d'où,  en  remplaçait  MG  ])ar  OM  —  OG; 

OM  =        °A0CDli       ■ 
OA.DB  -  AB.DC 

On  peut  simplifier  notablement 
cette  solution,  et  Mûscheroni  en  a  fait 
la  remarque,  en  supposant:  A  au  mi- 
lieu de  OB;  ou,  dans  une  autre  hypo- 
thèse, D  au  milieu  de  GB. 

Le  théorème  de  Gergonne  fournirait 
une  solution  analogue.  Gette  solution, 
et  aussi  celle  de  Mascheroni,  ne  sont 
pas  sans  intérêt,  même  au  point  de 
vue  pratique,  parce  qu'elles  n'exigent, 
comme  celle  de  Schooten,  que  des 
jalonnements  et  l'usage  d'un  simple  ruban,  divisé  en  mètres 


183. 

en 


42.  La  solution  de  l'équerre. 

jalonne  une  droite  A  dans  une  direction 
arbitraire,  mais  non  perpendiculaire 
à  OM  ;  puis,  déterminons  avec  l'équerre 
la  projection  de  M  sur  A  et,  du  point 
A,  ainsi  obtenu,  abaissons  une  perpen- 
diculaire AB  sur  OM.  Nous  avons 

et  cette  égalité  permet,  assez  commo- 
dément, le  calcul  de  OM  ;  celui-ci  n'exi- 
geant, finalement,  qu'une  multiplica- 
tion et  une  division. 

On  peut  modifier  cette  solution 
comme  l'indique  la  fig.  18o  dans  la- 
quelle le  triangle  rectangle  B'A'M' 
donne 


Imaginons  que  Ton 

.{M 


B 


Fig.   184. 


O'M'  = 


T7Â72 
O'ii' 


Dans  cette  construction,  on  sup- 
pose, bien  entendu,  O'A'  perpendicu- 
laire sur  B'M'. 


B'  A* 

Fig.  485. 
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BACCALAURÉAT  DE  L'ENSEIGNEMENT  SPÉCIAL 

(AVRIL  1887) 


POITIERS 

Mathématiques. 

Première  série.  —  Relations  fondamentales  entre  les  lignes  trigo- 
nométriques  d'un  même  arc  (énoncés  et  démonstrations). 

Application  :  on  donne  tg  x,  et  on  demande  de  calculer  sin  x,  cos  x, 
coséc  x,  céc  x  et  cotg  x. 

—  Construire  un  triangle,  connaissant  le  rayon  du  cercle  circonscrit, 
un  côté,  et  le  côté  du  carré  dont  la  surface  est  équivalente  à  la  surface 
du  triangle. 

Deuxième  série.  —  Composition  des  forces  concourantes. 

3 

—  Trouver  une  fraction  équivalente  à  -  et  dont  la  somme  des  carrés 

5 

des  termes  est  306. 

CHAMBÉRY 

Étant  donné  un  angle  droit  AOB  et  un  point  M  dont  les  distances  aux 
deux  côtés  de  l'angle  droit  sont  connues,  mener  par  le  point  M  une 
droite  qui  forme  avec  les  deux  côtés  de  l'angle  droit  un  triangle  de  sur- 
face donnée  m*. 

—  Démontrer  que  les  forces  en  nombre  quelconque  appliquées 
à  un  corps  solide  peuvent  être  réduites  à  deux  forces,  dont  Tune  passe 
par  un  point  donné. 

GRENOBLE 

—  Trouver,  en  direction  et  en  grandeur,  la  résultante  de  deux  forces 
concourantes. 

—  Étant  donnée  l'équation 

x*  -f-  2;2m  —  1]  x  +  3m2  4-  5  =  0, 
1°  Déterminer  entre  quelles  limites  doit  être  compris  m  pour  que  ses  raci- 
nes soient  réelles;  2°  Examiner  si  lenombre+  1  peut  être  compris  entre 
les  racines  de  cette  équation  ;  3°  Calculer,  en  fonction  de  m,  l'expression 

x"-       x'2 
où  xr  et  x"  représentent  les  deux  racines  de  l'équation  proposée. 

CLERMONT 

Mathématiques. 

Première  série.  —  Résoudre  le  système  d'équations: 

x  +  y  +  a  y  =  5   , 

6 
x  -+■  y  —  — . 

—  On  fait  tourner  un  carre  ABCD  autour  d'un  axe  AE  passant  par 
son  sommet  A;  —  Déterminer  l'angle  x  de  la  diagonale  AC  avec  l'axe 
AE,  de  telle  sorte  que  le  volume  engendré  par  le  carré   soit  dans  un 
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rapport  donné  m  .ivec  le  volume  qu'en gendrernit  ce  carré  tournant  au- 
tour d'un  de  SOS  cotés. 


Application:  m 


-ré- 


Deuxième  série.  —  Établir  les  conditions  d'équilibre  d'un  levier 
soumis  à  deux  forces. 

—  Dans  un  triangle  ABC  on  donne  les  deux  côtés  b.  c  et  la  médiane 
m  opposée  au  troisième  côté.  —  Déterminer  l'angle  BAC  =  A  :  1°  géo- 
métriquement, 2°  par  le  calcul. 

Application  :  b  =  20m,  c  =  15m,  m  =  12m. 


QUESTION   171    (suite) 

CENTRE   DES   PARALLÈLES    ÉGALES  ET  POINTS   DE   JERAREK 
Solution  et  développements  par  M.  E.  Vigamé. 


IL  —  Points  de  Jérabek. 

Le  problème  I  (§  1)  peut  être  interprété  différemment, 
comme  l'a  fait  M.  Jérabek,  et  l'on  peut  se  proposer  la  ques- 
tion  suivante  : 

5.  Problème  II.  —  Trouver,  dans  le  plan  du  triangle  ABC, 

un  point  J"  tel  que  si  l'on  mène 

J"Ba  parallèle  à  AG  et  limité  à  AB 
J"Cp  —        AB         —         BG 

J"AV  —        BG  —         G  A 

on  ait  :  >Ba  =  J"CP  =  J"CY  =  l" . 

Désignons  par  8'^,  8J,  o"  les  distances  de  J"  aux  côtés  de 
ABC  et  par  a",  (3",  y"  ses  coordonnées  barycentriques  on  a: 
3"  =  l"  sin  B,         S;  =  l"  sin  C,         o".;  =  l"  sin  A, 

ou     a    :  p    :  Y    =  ao„  :  bo*  :  co..  —  r;6  :  oc  :  ca  =-:-:  —  , 

r  pi  c  a    b 

ce  qui  montre   que  J"  es£  /e  deuxième  Brocardien  du  centre 
du  cercle  inscrit.  Ge  point  ayant  été  découvert  par  M.  Jéra- 
bek, nous  dirons  en  adoptant  la  terminologie  proposée  par 
M.  Lemoine  (*)  que  : 
J"  est  le  point  direct  de  Jérabek. 

[*)  A.  F.  Grenoble,  1885. 
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6.  Relations  métriques.  —  Valeur  de  V.  On  a  : 

aZl  -h  6Bp  +  cù".  —  l"(a  sin  B  -+-  b  sin  G  +  c  sin  A)  —  2S, 
ou 

2S  «6c 


l"  = 


a  sin  B  -+-  b  sin  G  +  c  sin  A       ab  -+-  bc  +  ca 
on  a  en  outre: 

1         1        1        1 

f '  = '  a^ "b* '  V 

Coordonnées  de  J".   Les  coordonnées  barycentriques  de  J" 

sont,  d'après  ce  qui  précède,  proportionnelles  à 

1        1        1 
_ ,     _ ,        . 

c       a       b 

7.  —  Il  existe  un  second  point  3'  tel  que  si  on  mène 

J'Ap  est  parallèle  à  BG  et  limité  à  AB 
J'B;  —  AG         —         BG 

J'C'K  AB         —         AG 

on  ait  :  J'Ap  =  J'Bj  =  J'C'a  =  l". 

Ce  point  dont  les  coordonnées  Larycentriques  sont  pro- 
portionnelles à 

1  1  1 

b  c  a 

est  le  premier   point  Brocardien  du  centre  du   cercle  inscrit, 
nous  dirons  donc  que  : 
y  est  le  point  rétrograde  de  Jérabek. 

8.  Construction  des  points  J'  et  J'.  —  On  peut 
employer  la  méthode  générale  qui  sert  à  construire  les  points 
Brocardiens  correspondant  à  un  point  donné  (*)  ou  employer 
le  procédé  suivant  (Neuberg  et  Jérabek,  3)  : 

Prenons  sur  les  côtés  AB,  BG,  GA  de  ABG,  les  longueurs 
égales  BM  =  GN  =  AP,  et  menons  par  M,  N,  P,  des  paral- 

(•)  E.  Lemoine.  A.  F.,  Grenoble,  1885.  —  N.  A.  M.,  1885,  p.  202.  — 
A.  F.,  La  Rochelle,  1882,  p.  12ô  ;  c'est  la  construction  indiquée  dans  ce 
dernier  mémoire  qui  a  donné  l'idée  à  M.  Lemoine  de  déduire  les  points 
de  Brocard  du  point  Lemoine  et  de  généraliser  ensuite  pour  tout  point 
du  plan,  ce  qui  a  donné  les  points  Brocardiens. 

G.  de  Longchamps.  J.  E.,  1886,  pp.  229-231. 
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lèles  à  BG,  GA,  AB;  ces  droites  forment  un  second  triangle 
a"[^"y".  Les  droites  Ax",  J3p",  Gy"  concourent  au  point  J". 

Si  par  M,  N,  P  on  mène  des  parallèles  à  CA,  AB,  BC,  on 
obtient  un  triangle  a'^'y'  tel  que  les  droites  Aa'.  Bp',  Cy'  con- 
courent au  point  J'. 

9.  Points  algébriquement  associés  à  J   et  J'.  —  Les 

points  J'^,  Jj.  J'r';  Ja,  Jp,  J.J  algébriquement  associés  à  J"  et  J' 
résolvent  le  problème  II. 

Les  longueurs  communes  /",  Ç,  l";  l[,  /'p,  /.'  des  parallèles 
menées  par  ces  points  ont  pour  valeur 

abc  „  _  abc  „  _  abc 

ab  —  ac  h-  bc     p       —ab-\-ac+cb     '•'       ab  —  bc  -h  ac* 

abc  ,  __  abc  ,  abc 

l~  —  :  :        's  —      :  :  '-,  = 


— ab-\-ac  —  bc     ?       ab  —  bc  -h-  ac     T       a£>  —  ac  4-  bc 

Donc        r  =  ç,      ep  -  /::,      /t  =  /;;. 

ce  qui  donne  la  relation  : 

i  i         i         i  i  ii 

r  +  7;  +  7;  +  J:  =  l\  +  lt  +  X 

10.  —  De  la  connaissance  des  points  de  Jérabek  on  peut 
déduire  une  construction  du  centre  des  parallèles  égales 
comme  l'a  fait  M.  Neuberg. 

En  effet,  on  voit  que  les  coordonnées  barycentriques  de  J" 
et  J'  sont  proportionnelles  à  : 

iii  iii 

c     a     b  b     c     a 

Le  point  I0  dont  les  coordonnées  sont  proportionnelles  à  : 

i      i      i 

-y  -  •>  - 
abc 

est  d'après  ce  qui  précède,  le  centre  des  parallèles  égales  du 

triangle    A^B^     dont    les   sommets  sont  les   milieux    des 

côtés  de  ABC,  donc  I0  est  le  complémentaire  de  P  (§  4)  ;  on 

aura  donc  P  en  prenant  le  symétrique  de  I0  par  rapport  au 

milieu  de  J"  J'  (*),  ou  bien  X  étant  le  milieu  de  J"  J'  en 

prolongeant  I0Gr  d'une  longueur  XP  =  3GX. 


(*)  Le  texte  de  Mathésis  (1881,  p.  192  lignes  4  et  5  en  remontant)  por- 
tait par  erreur:  Symétrique  de  G  par  rapport  au  milieu  de  J"  J'. 
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Comme  il  est  facile  de  le  voir  par  leurs  coordonnées  ba- 
rycentriques,  les  trois  points  I0,  J",  J'  forment  un  groupe 
isobariqae,  donc  : 

Les  deux  triangles  ABC,  I0J"J'  ont  même  centre  de  gravité  G. 

11.  —  Points  réciproques  de  J'  et  J'.  —  Les  points 
J"  et  J'  étant  les  Brocardiens  du  centre  du  cercle  inscrit,  les 
points  Jo  et  JJ  réciproques  de  J"  et  J'  seront  les  points  iso- 
bariques  du  centre  du  cercle  inscrit  I.  Les  coordonnées  de  I 
étant  proportionnelles  à  a,  b,  c,  celles  de  JJ  et  JJ  seront  pro 
portionnelles  à 

c,  a,  b  et  à  b,  c,  a. 

Donc 

Les  deux  triangles  ABC,  IJ",  J'0  ont  même  centre  de  gravité. 

La  droite  JJ',  J'0  qui  a  pour  équation 

Sa(6c  —  a2)  =  o 
donne  la  direction  du  point  situé  à  l'infini  associé  à  I  (de 
Longchamps,  40)  (**). 


QUESTION  146 

Solution  par  J.  Ghapron,  à  Bragelogne, 


Sur  les  côtés  d'un  triangle,  on  construit,  intérieurement  et 
extérieurement y  des  triangles  isoscèles  semblables  ayant  un  angle 
au  sommet  de  120°.  Démontrer  :  4°  que  les  sommets  des  triangles 
intérieurs  et  ceux  des  triangles  extérieurs  forment  deux  triangles 
équilatéraux  ayant  pour  centre  commun  le  point  de  concours 
des  médianes  du  triangle  donné;  2°  que  les  cercles  circonscrits 
à  ces  deux  triangles  constituent  le  lieu  des  centres  de  tous  les 
triangles  équilatéraux  circonscrits  au  triangle  donné. 

Exprimer  en  fonction  des  éléments  de  ce  dernier  triangle  les 
rayons  des  deux  cercles;  calculer  le  côté  et  la  surface  du  triangle 
équilatéral  circonscrit  maximum.  (J.  Kœhler.) 


(**)  J.  E.j  1886,  p.  132,  ligne  12  en  remontant,  il  faut  lire:  dont  les 
réciproques  ont  été  étudiées  par  M.  Jérabek. 

Nota.  —  Nous  avons  reçu,  pour  cette  question,  des  solutions  diverses 
de  MM.  Rogier,  Ghapron  et  Boutin. 
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Soient  DBF,    D'E'F   1rs   deux    triai  fermés    par   Les 

sommets  des  triangles  isocèles  extérieurs  au  triangle  donné 
ABC. 


M*  *j 


1°  Calculons  DF2  : 

W2  =  BF2  +  BDl  -  2BD.BF  cos  (A  -h  6oj 


BF  =  4=,    BD  =  A 

V/3  y/3 


/3 


cos  (B  +  60)  =  -  cos  B sin  B 


cos  B  =  ,    sinB  =  -=!— 


211c 


2  or 
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a2  +  c2  -  62  -  4Sv/3 


cos  (B  -+-  60)  - 
d'où  j>F2  =  îl 


.Sv/3 


6 

Cette  expression  est  symétrique  par  rapport  a  a,  b,  c;  on 
trouvera  donc  la  môme  valeur  pour  DE  et  EF.  Ainsi  le 
triangle  DEF  est  équilatéral. 

L'expression  de  DF'  ne  diffère  de  celle  de  DF  que  par 
le  signe  de  sin  B  ou  de  S;  par  suite  le  triangle  D'E'F'  a 
ses  côtés  égaux. 

Quel  que  soit  l'angle  au  sommet  des  triangles  isocèles 
semblables  considérés,  le  triangle  DEF  à  le  môme  centre 
de  gravité  que  ABC. 

Appelons  9  l'angle  à  la  base  de  ces  triangles;  calculons 
les  distances  des  sommets  D,  E,  F  au  côté  BC;  si  DD1?  EEl5 
FFX  sont  ces  distances,  nous  avons  : 

DD^BB.tg.^-.^, 

1    b   '  2     COS  <p 

„  b   sin  (9  +  C) 

EEX  =  CE  sin  (C  ■+■  cp)  =  -  .— ^ -, 

2         cos  9 

FF1  =  BFsm(B  +  ,)  =  g-sin(B  +  »)- 

2  COS   Z> 

^^         ^¥V        6  sin  (C  +  9)  +  c  4-  sin  (B  —  v)  —  a  sin  9 
EE,  -+-  FF!  —  DDi  = 

2  cos  9 

(6  sin  C  4-  c  sin  B)  cos  9  4-  (b  cos  C  4-  cos  B  —  a)  sin  9 

2  cos  cp 
Mais,  si  h  désigne  la  hauteur  de  ABC  issue  de  A,  on  a 
b  sin  C  =  c  sin  B  =  /?,  b  cos  C  4-  c  cos  B  =  a, 

donc  BBj  +  FF,  -  DD4  -  h. 

Ainsi,  la  somme  algébrique  de  ces  distances  égale  trois  fois 

la   distance   du   centre    de   gravité  au   côté  BC.    Un   calcul 

semblable  montrerait  que  la  somme  des  distances  de  D,  E, 

F  au  côté  AC  égale  la  hauteur  du  triangle  ABC  partant  de  B. 

..Qonc  le  centre  de  eravité  du  triangle  DEF  se  confond  avec 

1  celui  du  triangle  ABC. 

Un  calcul  analogue  établirait  la  proposition  pour  le  triangle 
D'E'F'. 
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2°  Dans  le  triangle  équilatéral  MM'  circonscrit  à  ABC, 
la  hauteur  partant  de  P  esl  bissectrice  de  l'angle  P  et  passe, 
par  conséquent,  par  F'  milieu  del'arêAF'B;  de  même,  NE' 
csi  la  hauteur  issue  de  N;  comme  ces  hauteurs  font  un  angle 
de  6o°  et  passent  par  deux  points  fixes,  le  lieu  de  leur 
point  d'intersection  esl  le  segmeni  capable  de  6o°  décrit  sur 
K'F';  ce  segment  passe  par  D';  en  considérant  la  troisième 
hauteur,  on  verrai!  que  le  segment  D'F'E'  fait  partie  du  lieu, 
qui  se  trouve  ainsi  constitué  par  la  circonférence  D'Ë'F'. 

Remarquons  que  les  arcs  ABF',  AGE',  BD'G  se  coupent  en 
un  même  point  I  d'où  l'on  voit  les  côtés  de  ABU  sous  un 
angle  de  1 200.  Or 

Ï/ÎF  =  "DIB  +  BÎF  =  BAF'  +  BCE'  =  3o°  +  3o°  =  6o°  ; 

la  rireonférence  D'E'F'  contient  le  point  I. 

Si,  pour  trouver  un  triangle  MNP  circonscrit  à  ABC,  nous 
avions  placé  les  segments  capables  de  6o°,  de  l'autre  côté 
de  AB,  BC,  GA ,  nous  eussions  obtenu  un  autre  triangle,  et, 
en  répétant  les  raisonnements  faits  plus  haut,  on  verrait  que 
le  lieu  des  centres  du  nouveau  système  de  triangles  est  la 
circonférence  DEF.  On  peut  aussi  observer  que  les  segments 
se  coupent  en  un  point  I'  d'où  Ton  voit  deux  des  côtés  de 
ABC  sous  un  angle  de  6o°  et  le  troisième  sous  un  angle  de 
1  2  0°  ;  ce  point  est  situé  sur  le  cercle  DEF. 

3°  Si  R,  r  sont  les  rayons  de  ces  cercles,  on  a 

R«  =  1  .  1  DF1  =  i  DF2, 
9      3  0 

3 
d'où,  par  application  des  formules  obtenues  plus  haut, 

R»  +  r2  =  i  (W2  +  FF72)  =  l-  (aa  -+-  62  ■+-  c2). 

Ainsi,  le  triple  de  la  somme  des  carrés  des  rayons  équivaut 
à  la  somme  des  carrés  des  côtés  de  ABC. 

Cherchons  le  maximum  de  la  sécante  FAX;  si  l'on  abaisse 
des  '-entres  EF,  les  perpendiculaires  Ee,  F/' sur  cette  sécante, 
le  segment  ef  =  Ei  en  sera  la  moitié;  or,  dans  le  triangle 
rectangle  EFi,  le  côté  Ei  est  plus  petit  que  l'hypoténuse  EF. 
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Le  maximum  a  lieu  quand  cette  sécante  est  parallèle  à  EF. 
Ainsi  le  triangle  circonscrit,  de  plus  grand  périmètre,  a  ses 
\  côtés  parallèles  à  ceux  de  DEF. 

Dans  le  second  système  de  triangles,  le  triangle  maximum 
serait  homothétique  au  triangle  D'E'F'. 

Comme  les  côtés  de  ces  triangles  maximum  sont  les  doubles 
des  longueurs  DF,  D'F'  calculés  précédemment,  on  aurait 
facilement  leur  surface. 

Remarque  I.  —  Les  droites  AD,  BE,  GF  sont  concourantes 
et,  par  suite,  les  triangles  ABC,  DEF  sont  homologiques 
(quel  que  soit  l'angle  à  la  base  des  triangles  isoscèles  sem- 
blables). 

Si  R,  S,  ï  sont  les  points  d'intersection  des  droites  AD, 
BE;    GF    avec  les    côtés    de   ABG,    il  suffit  de   vérifier   que 

nr> '  ci ' tïttt  —  —  ï.  Les  segments  RB  et  RG,  SG  et  SA,  TA 
1\L    bA    IJd 

et  TB  sont  entre  eux  comme  les  triangles  ABD  et  AGD,  BCE 

et  ABE,  AGF  et  BGF.  Mais  de  la  similitude  des  triangles 

RD        RF 
BDG,  BAF  il  résulte  que  —  =  —  ou  BA.BD  =  BG.BF  et 

BC        BA 

comme  les  angles  ABD,  CBE  sont  égaux,  il  s'ensuit  que  les 

triangles  ABD,   BGF   sont  équivalents.  Ainsi,  les  triangles 

qui  entrent  dans  la  relation  sont  équivalents  deux  à  deux, 

et  il  devient  facile  de  s'assurer  qu'elle  existe  bien. 

Par  une  démonsl ration  semblable,  on  verrait  que  les 
triangles  ABG,  D'E'F'  sont  homologiques  (quel  que  soit 
l'angle  à  la  base  des  triangles  isoscèles). 

Remarque  II.  —  A,  B,  G,  D,  E,  F  sont  donc  les  sommets 
d'un  hexagone  de  Brianchon;  de  môme  A,  B,  G,     D',E',F'. 

Enfin,  si  a,  a! ,  b  et  b' ,  c  et  c  sont  les  points  de  rencontre 
des  côtés  de  ABG  et  de  DEF.  comme  les  côtés  opposés  de 
l'hexagone  adbb'cc'  se  coupent  en  trois  points  en  ligne  droite 
(puisque  ABG  et  DEF  sont  homologiques),  cet  hexagone  est 
inscrit  dans  une  conique. 

De  même,  les  points  de  rencontre  des  côtés  de  ABG  et  D'E'F' 
sont  les  sommets  d'un  hexagone  de  Pascal. 
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QUESTION  198 

Solution  par  X. 


Si  on  considère  les  trois  ellipses  qui  ont  pour  foyers  deux  des 
sommets  d'un  triangle  et  passent  par  le  troisième  : 

1°  La  somme  des  grands  axes  est  égale  au  double  du  péri- 
mètre du  triangle. 

2°  La  sommes  des  carrés  des  demi-petits  axes  est  égale  au 
carré  du  demi-périmètre  du  triangle. 

3°  Le  produit  des  trois  demi-petits  axes  est  éjal  au  produit 
de  la  surface  du  triangle  par  son  demi-périmètre. 

4°  Si  on  ne  considère  que  les  demi-ellipses  déterminées  par 
leur  grand  axe  et  le  troisième  sommet  du  triangle  ABC,  elles 
se  coupent  en  trois  points  qui,  joints  aux  sommets  voisins  du 
triangle,  donnent  un  hexagone  tel  que  la  somme  de  trois  côtés 
non  consécutifs  est  égale  à  la  somme  des  trois  autres. 

(Boutin.) 

1°  Soient  a,  (3,  y  les  côtés  du  triangle;  a,  a',  a\  6,  b',  b"  les 
demi -axes  des  ellipses  correspondantes.  On  a 

ici  —  (3  -+-  y;         ici   =  y  +  a;         2a"  —  a  4-  S 
d'où 

2«  +  ici   -h  ia   —  2(a  +  (B  +  y) 
2°  462  =  (p  +  y)2  -  a2  ;  46'2  =  (y  +  a)2  -  fi2  ;  46"2  =  (a  +  6/  -  f 
d'où 

'y.  -h  p  H-  y\  2 


b,  +  v>  +  b-,  =  (i±±±TY 


2  2 

de  même 

yi  =  p{p  -  f)       6"2  =  p(p  -  y) 

d'où 


fcô'fc"  =  p  \/p(p  -  a)(p  -  p)(p  -  Y). 
4°  Soit  M  le  point  d'intersection  des  demi-ellipses  qui  ont 
leurs  axes  suivant  AB  et  BG 

MG  +  MB  =  p  +  Y;  MA  +  MB  =  p  -h  a 
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d'où  MA  -  MG  =  a  -  y 

N  et  P  étant  les  deux  autres  points  d'intersection  considérés, 

on  a  NG  -  NB  =  y  -  (3, 

PB  -  PA  =  (3  -  a, 
d'où  MA  +  NG  +  PB  =  MG  +  NB  +  PA. 

Autres  solutions  par  MM.  Osmin  Pommés,  élève  de  5e  année  au  col- 
lège de  Condom;  Achille  Ménétrier,  élève  au  collège  de  Châlons-s-S.; 
Louis  Prince,  élève  au  lycée  de  Grenoble;  G.  Bourdier,  id.;  A.  Rodri- 
gue/, élève  de  mathématiques  spéciales  du  professeur  Ignacio  Beyens; 
J.  Ghapron;  Henri  Martin,  élève  au  lycée  Gondorcet;  Paul  Bourgarel, 
à  Antibes. 

M.  L.  Prince  observe  que  les  hyperboles  qui  ont  pour  foyers  deux  des 
sommets  du  triangle  et  qui  passent  par  le  troisième  sommet,  passent 
aussi  respectivement  par  les  points  M,  N,  P. 


QUESTION   207 

Solution  par  X... 


Résoudre  le*  équations 

a(xy  +  yz  4-  xz)  =  xyz  (I; 

x°-y2  -f-  y2z2  +  x2z2  —  2xyz(x  +  y  +  z)  (2) 

a(x  -h  y  +  z)2  —  4xyz  (3) 

Posons  pour  simplifier 

x  +  y  -+-  z  =  A, 
xij  ■+■  xz  +  yz  =  B, 
xyz  =  G. 
Le  système  proposé  devient 

àB  =  G 
B2  =  4ÀG 
(/A2  =  4G 
Éliminant  G  il  vient 

B2  =  4«AB 
à2  =  4B 
Résolvant  ce  système,  abstraction  faite  de  la  valeur  zéro, 
on  voit  que  A,  B,  G  admettent    respectivement  les  valeurs 
16  a,  64  a2,  64a3,  x,  y,  z  sont  donc  les  racines  de  l'équation 
X3  -  ibaX2  +  64a2X  -  64a3  =  o. 
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Cette  équation  a  pour  racines 

X,         i    4a 

X,       -1-  d{\/5  —  i)2 

\  .  =  -f  a[\/5  —  i)2,  etc. 


Nota.  —  Solutions  analogues  par  MM.  Henri  Martin,  lycée  Condor- 
cet;  Louis  Prince,  lycée  do  Grenoble;  A.  Boulin,  professeur  au  collège 
de  Vire;  L'abbé  E.  Geliu,  professeur  au  collège  de  Saint-Quirin,  à  Iluy 
(Belgique);  Miniur,  Ecole  normale  des  sciences  à  Gand;  Joseph  Pan- 
gaut,  institut  Sainle-Marie,  ù  Besancon;  Ignacio  Beyens,  à  Cadix;  .7. 
Chapron,  à  Bragelogne. 

M.  Chapron  prend,  pour  inconnues,  les  quantités  ->  -,  -,  absti action 

x     y     z 

faite,  bien  entendu,  de  la  solution  nulle,  qui  est  évidente.   On  tombe 

ainsi,  directement,  sur  une  équation  du  troisième   degré,  quadratique; 

c'est-à-dire,  de'composable  en  deux  facteurs  rationnels. 


QUESTIONS   PROPOSÉES 


261.  —  Si  l'on  mené  par  les  trois  sommets  d'un  triangle 
des  droites  faisant  avec  un  axe  quelconque  du  plan  de  ce  trian- 
gle des  angles  égaux  et  de  sens  contraire,  respectivement,  à 
ceux  que  font  les  hauteurs  avec  cet  axe,  les  trois  droites  ainsi 
menées  concourent  en  un  même  point,  et  ce  point  est  situé 
sur  le  cercle  circonscrit  au  triangle. 

Existe-t-il  trois  droites  concourantes,  respectivement  issues 
des  sommets  du  triangle,  autres  que  les  hauteurs,  et  telles 
que  les  droites  analogues  à  celles  de  l'énoncé  précédent  soient 
également  concourantes?  (cVOcagne.) 

262.  — Étant  donnée  une  parabole  de  foyer  F,  on  considère 
la  perpendiculaire  à  l'axe  passant  par  le  foyer  et  coupant 
la  courbe  en  A  et  B;  par  ces  points  on  mène  des  parallèles  à 
l'axe  AA'. 

Soit  M  un  point  quelconque  delà  courbe;  AM,  BM  coupent 
A  A'  en  K  et  H  et  HK  rencontre  AB  en  I,  Enfin  on  projette 
M  en  C  sur  AB. 

Démontrer  que  : 

1°  BK  +  AH  —  constante; 
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2°  HK  passe  par  un  point  fixe  D; 

3°  Le  cercle  DIC  est  tangent  à  l'axe  en  un  point  fixe; 

4°  Les  cercles  qui  ont  leurs  centres  sur  HK  et  passant  par 
HG,  IG  sont  orthogonaux; 

5°  Leur  axe  radical  passe  par  un  point  fixe; 

6°  Cet  axe  radical,  MF  et  HK  concourent  au  même  point; 

7°  HK  est  parallèle  à  la  tangente  en  M  ; 

8°  CM  coupe  le  cercle  AMB  en  un  point  dont  le  lieu  est  une 
droite.  (L.  Prince,  élève  au  Lycée  de  Grenoble.) 

263.  —  Dans  le  triangle  rectangle  ABu,  on  abaisse  la  per- 
pendiculaire AD  sur  l'hypoténuse  BG,  et  par  le  point  milieu 
P  de  BG  on  élève  la  perpendiculaire  PEF;  E  et  F  étant  les 
rencontres  de  cette  perpendiculaire  avec  les  côtés  AG  et  AB. 
Si  l'on  désigne  par  h  la  hauteur  AD,  par  ru  r2,  pt,  p2  les 
rayons  des  cercles  inscrits  dans  les  triangles  ABD,  ADC, 
BPF,  EPG,  et  par  r,  R  les  rayons  des  cercles  inscrit  et  cir- 
conscrit au  triangle  ABC;  montrer  que  l'on  a  : 


n?i  =  r,h  =  Ç  ;     ^  +  £■  ~=  2  ;     R2/Vr2  -  h*Pi? 

l  Pl  P2 


(G.  Rnsso.) 

264.  —  En  posant,  comme  d'habitude, 
n(n  -  i)...(n-p  +  i) 
1  1.2...;; 

démontrer  que 

2C„,P  +  (4/1  +  9)(Cn,P-i  +  Un  +  5)G„,Î,_2  =  itt(2P  +  0 

(E.  Catalan.) 
Nota.  —   Ou  vérifiera,  eu  même  temps,  que  le  nombre  considéré  est 
aussi  :  1°  un  multiple  de  h  H-  i,  2<>  un  multiple  de  2»  — p  +  4. 

G.  L. 


Le  Directeur-Gérant, 

G.  de  LONGGHAMPS. 


IMPRIMERIE  CENTRALE   DES   CHEMINS   DE   FER.   —   IMPRIMERIE  CHAIX. 
RUE   BERGÈRE,    20,    PARIS.    —    19*i06"7. 
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Nous  avons  eu  la  douleur  d'apprendre,  depuis  la 
publication  du  dernier  numéro,  la  mort  de  M.  J.  Bour- 
get  qui  créa  en  1 877  le  Journal  de  Mathématiques 
Élémentaires.  La  vie  administrative  liés  occupée,  que 
menait  M.  Bourget,  ne  lui  a  pas  permis,  depuis  1878, 
de  prendre,  à  sa  rédaction,  une  part  active;  néan- 
moins, il  s'y  intéressait  toujours  très  vivement. 

Nos  lecteurs  trouveront ,  à  la  première  page  du 
numéro  de  novembre  du  Journal  de  Mathématiques 
Élémentaires,  quelques  lignes  que  M.  L.  Lévy  a  con- 
sacrées au  souvenir  du  fondateur  de  ce  Journal.  Une 
notice  plus  complète,  rappelant  les  titres  scientifiques 
de  M.  J.  Bourget,  sera  publiée  prochainement. 

G.  L. 


CONDITION  POUR  QU'UN  POINT  SOIT  EXTÉRIEUR 

A   UNE    CONIQUE 
Par  M.  Etienne  Pomey. 


Définition.   —    Un   point  P  est   extérieur  à  une  conique, 
lorsque  les  tangentes  issues  de  ce  point  sont  réelles  et  distinctes. 

Soient  x  et  y  les  coordonnées  du  point  P,  par  rapport  à 
des  axes  faisant  un  angle  8,  et 

/'(X,  Y)  ==  AX2  +  2B"XY  +  AT2  +  2B'X  +  2BY  +  A" 
le  premier  membre  de  l'équation  de  la  conique.  Nous  pose- 
rons 

<p(X,  Y)  =  AX2  +  2B"XY  +  AT2 


A  = 


A     B"     B' 

B"    A'     B 
B'    B      A* 


8 


A  B" 
B"A' 


a   B'   /;: 

\  -  b;  a;  /•; 

fz      fy       /"(#,   Ij) 

H  ==  A  h-  A'  --  2B"cos  6. 
La  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  qu'un  point  soit 
extérieur  à  une  conique,  peut  s'établir  de  bien  des  façons 
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diverses;  nous  résumons,  dans  cette  Note,  celles  qui   nous 
paraissent  les  plus  simples. 

Nous  donnons  d'abord  cinq  démonstrations,  dans  lesquelles 
on  n'a  pas  besoin  de  préciser  le  genre  de  la  conique. 

Première  Démonstration.  —  En  transportant  les  axes  paral- 
lèlement à  eux-mêmes,  au  point  P,  on  a 

/•(X,  Y)  =r  <f(x,  y)  +  x%  +  y'fy  +  f(x,  y).        (4) 
L'équation  aux  coefficients  angulaires  des  tangentes  issues 

de  P  est 

4f  (œ,  y)  9(1, m)  -  (f'x  +  mft*  =  .  (2) 

Pour  que  ces  tangentes  soient  réelles  et  distinctes,  il  faut 
et  il  suffit  que  l'on  ait 

[A'/fo  y)  -  m  [kf(x,  y)  -  tf]  -  {BTffa  y)  -  f.fft  <  o, 
ou  f(x,  lj)^  <  o. 

Or,  en  retranchant,  à  la  troisième  colonne  de  At,  la  somme 

des  deux  premières  multipliées  respectivement  par  x  et  y, 

puis  faisant  la  même  opération    sur  les  lignes,  on  voit  que 

At  se  réduit  à  A;  c'est  ce  que  l'on  constate  encore  en  appli- 

A 
quant  à  (1)  l'invariant     .   a    *  La  condition  devient  donc 
1  v  '  sm26 

f(x,y)k<  o. 

Deuxième  Démonstration.  —  L'équation  quadratique  des 
tangentes,  issues  de  P,  à  la  conique,  est 

4/0*,  y>  *)  /'(x,  y,  z)  -  çLfs  +  y/*;  +  zfzy  =  o. 

Les  directions  asymptotiques  du  faisceau  sont  représentées 

par 

4f(x,  y)  ?(X,  Y)  -  (X/:  +  Yffr  =  o, 

équation  qui  se  confond  avec  (2),  si  l'on  y  remplace  X  par 
i  et  Y  par  m,  et  d'où  l'on  déduit,  par    conséquent, 

f{x,  y)A<  o. 

Troisième  Démonstration.  —  Pour  que  les  tangentes  issues 
de  P  soient  réelles  et  distinctes,  il  faut  et  il  suffit  que  la 
corde  des  contacts,  c'est-à-dire  la  polaire  de  P,  représentée 
par 

x/-;  +  y/-;  +  zf,  =  o  (3) 

coupe  la  conique  en  des  des  points  réels  et  distincts,  ce  qui 
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donne  aisément 

U  s  (B«  -  A'A")/*  +  (B'2  -  A"A)/"/  +  (B"»  -  AA')/V 

+  2(ab  -  -  b'by;/-:  +  2(ArB'  -  b'b)/'  /; 
+  2(a"b"-bbv;/;>o. 

La  condition  de  contact  de  la  droite  (3)  et  delà  conique 
serait  U  :_  o;  mais,  d'autre  part,  cette  condition  est,  corn  mu 
on  sait,  D  ==  o  en  posant 

/.; 

D=  A       \fi 

t  x     I],     f»    O 

On  est  donc  conduit  à  comparer  U  à  D  ;  de  ce  rapprochement 
résulte  leur  identité.  Or,  en  retranchant  de  la  dernière 
colonne  de  D  la  somme  des  trois  premières  multipliées  res- 
pectivement par  2X,  2//,  2z,  et  en  tenant  compte  du  théorème 
cTEuler,  on  a 


o     o 


=  -  4f(œ,  y) a. 


o  4/(^  y) 

La  condition  est  donc  enfin     f(x,  y)&  <  o. 

Quatrième  Démonstration.  —  Le  point  P  devant  être,  par 
rapport  à  la  courbe,  dans  la  même  région  qu'un  point  quel- 
conque (a,  b)  d'une  tangente  quelconque,  on  doit  avoir 

f(x,  y)f(a,  b)  >  o.  (4) 

Mais,  en  prenant  pour  nouvel  axe  des  y  cette  tangente  et 
pour  nouvel  axe  des  x  le  diamètre  qui  passe  par  le  point  de 
contact,  on  peut  trouver  des  nombres  réels  /,  p,  q  satisfaisant 
à  l'identité 

)/(X,  Y)  s  y'*  -  2<px'  -  qx\  (5) 

L'abcisse  du  point  (a,  6),  dans  le  nouveau  système,  étant 
nulle,  on  a 

X/"(a,  b)>o;  (b) 

A 

puis  en  appliquant  à  (o)  l'invariant 


sm2  0' 


on  a 


X8A 


—  p5 


sin2  0        sin2  0r 
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Alors,  eu  vertu  de  (6)  et  (7),  la  couditiou  (4)  devient 

f(x,  //)A  <  o. 

Cinquième  Démonstration.  —  Les  tangentes  issues  d'un  foyer 
(a,  p)  étant  imaginaires,  il  faut  et  il  suffit  que  le  point  P 
soit  dans  la  région  différente  de  ce  point  par  rapport  à  la  co- 
nique, c'est-à-dire  qu'on  ait 

f(x,  y)f(*%  f)  <  o.  (8) 

Or,  on  peut  trouver  un  nombre  X  tel  qu'on  ait 

XflX,  Y)  s  (X  -  a)2  +  (Y  -  p)«  (9) 

+  2(X  -  a)(Y  -  p)cos9  -  (mX  +  riY  +  h)2; 
ce   qui,   en  désignant  par  d  la  quantité    différente  de   zéro 
ma  +  nk  +  h,  donne 

V(«,   »  SE  -   d\  (10) 

Puis,  en  transportant  les  axes  parallèment  à  eux-mêmes 

au  foyer,  on  a 

X/*(X,  Y)  :s  ce'2  +  v/'2  +  2cc'?/r  cos  0  —  (ma;'  -h  n?/'  -h  f/)2. 

A 

Appliquant  à  cette  identité  l'invariant  — : ,  on  a 

rr    l  sin2  6 

î  —  m2      cos  0  —  mn       —  md 
à3A=    cosô  —  «m  i  —  n2         —  nd 

—  md  —  nd        —  d% 

Donc,  en  vertu  de  (10)  et  (11),  la  condition  (8)  devient 

f(x,  y)A  <  o. 
—  Dans  les  démonstrations  qui  suivent,  on  examine  sépa- 
rément le  cas  de  la  parabole  et  celui  des  coniques  à  centre. 

Sixième  Démonstration.  —  La  polaire  du  centre  (a,  b)  d'une 
conique  à  centre,  étant  la  droite  de  l'infini,  rencontre  la 
conique  en  des  points  imaginaires  ou  réels,  suivant  qu'elle 
est  une  ellipse  ou  une  hyperbole.  Il  faut  donc  que  le  point 
P(#,  y)  ne  soit  pas  dans  la  région  du  centre  (ou  au  contraire 
qu'il  y  soit  placé),  c'est-à-dire  que  f(x,  y)f(a,  b)  soit  négatif 
(ou  positif),  suivant  que  la  conique  est  une  ellipse  ou   une 

A 

hyperbole.  Or  f(a,  b)  =  —  ;  d'ailleurs   8    est   positif  dans  le 

premier  cas,  négatif  dans  le   second;   donc,  dans   les   deux 

cas,  la  condition  est 

f(x,  î/)A  <  o. 


=  -c?2sin20  (11) 
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Lorsque  La  conique  est  une  parabole,  on  peut  poser 

/\\,  Y)  35  ,i///\  +  nY)2  4-  2irX  +  2BY  4-  A", 
l'un  dos  coefficients  de  X-  et  Y2  n'étant  pas  nul,  et  s  dési- 
gnant L'unité  précédée  du  signe  do  ce  coefficient.  Le  point  P 
doit  être  dans  la  même  région,  par  rapporta  la  courbe,  qu'un 
point  quelconque  (a,  b)  de  la  tangente  2l3'X  4-  2BY  4-  A"  —  o, 
différent  de  son  intersection  avec  le  diamètre  mX  h-  nY  =  o. 
Il  Faut  donc  et  il  suffit  qu'on  ail 

f(x,  ?/)/'(>/,  b)  >  o. 
Or,  on  a 

f(a,  b)  =  z(ina  4-  nb)\        A  =  -  s(B'n  -  Bm)2. 
La  condition  est  donc 

f(œ,  y)&  <  o. 
Septième   Démonstration.    —   Pour  une  conique  à   centre, 
on  est  conduit,  par  deux  transformations  successives  de  coor- 
données, à  la  forme  réduite,  conformément  à  la  double  identité 

A/XX,  Y)  s  bUaf*  4   2B"afy'  4-  A'?/'2  4-  *) 

a:  -  ^(M#"2  -h  %"2  -  1). 
8 

Les  coordonnées  du  point  P,  dans  le  dernier  système, 
doivent  rendre  le  dernier  membre  négatif;  ses  coordonnées, 
dans  le  premier  système,  doivent  donc  satisfaire  à 

f(x,  y) A  <  o. 

De  même,  pour  une  parabole,  deux  transformations  suc- 
cessives de  coordonnées  conduisent  à 
H/'(X,  Y)  ==  H(tL/2  4-  M  4-  im\j  +  n)  ac  H2(/2  -  2px'). 


Y   ' 


avec  p  =  sin2  0 .  [/    —  —  •  (12) 

Les  coordonnées  finales  de  P,  devant  rendre  positif  le  der- 
nier membre  de  l'identité,  ses  coordonnées  initiales  doivent 
satisfaire  à  B.f(x,  y)  >  o,  ou,  d'après  (12),  à  f(x,  y)\  <  o. 

Huitième  Démonstration.  —  Par  une  transformation  conve- 
nable des  coordonnées,  on  a 

/'(X,Y)-:X(Mcc"24-N?/''2-l)  (13) 

pour  l'ellipse  et  l'hyperbole, 

rtX,Y)=ixfy«-2po5")  (14) 

pour  la  parabole. 
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En  appliquant,  respectivement  à  (13)  et  (14),  les  invariants 

A  A 

—  et  — ,  on  a 

S        sm2  6  ' 

A  A 

7T=— A, =  -u3»2. 

o  sin2  6  '   [ 

En  conséquence,  (13)  et  (14)  donnent, 

/'(X,  Y)A  -:  -  ^  (M#"2  +  N?/"2  -  1), 

/YX,  Y)  A  z- -4 (f2  -  2px"). 

J'oîi  l'on  conclut  encore,  pour  le  point  P, 

f(x,  ?/)A  <o. 

Théorème  II.  —  La  condition  nécessaire  et  suffisante  pour 
que  le  point  P  soit  extérieur  à  l'ellipse  est  Af(x,  y)  >  o;  il  en 
est  de  même  pour  la  parabole,  à  moins  que  A  ne  soit  nul,  auquel 
cas  la  condition  est  A'f(x,  y)  >  o. 

1°  Il  suffit  évidemment,  d'après  le  théorème  I,  de  démon- 
trer, pour  l'ellipse  et  la  parabole,  qu'on  a  AA  <  o,  ou,  si  A 
est  nul,  A' A  <  o.  Or,  en  transportant  les  axes  parallèlement  à 
eux-mêmes,  au  centre  de  l'ellipse,  on  a 

/(X,  Y)  —  Aa/2  +  2BV?/  +  A'?/'2  -+-  ^  ; 

0 

ce  qui  montre  que  le  carré  du  demi-diamètre  parallèle  à  ox' 

est  —  — -;  on  a  doue  AA  <  o. 

A8 

Dans  le  cas  de  la  parabole, 

/(X,  Y)  ===  £(mX  +  nY)2  +  2B'X  -  2BY4-  A", 
e  ayant  le  signe  de  A,  ou,  si  A  est  nul,  celui  de  A\  et  l'on  a 

A  =  -  z(B'n  -  Bm)2. 

2°  On  peut  aussi  diriger  les  4me,  5me  et  8me  démonstrations 
du  théorème  I,  de  façon  à  obtenir  le  théorème  II,  sans  intro- 
duire la  considération  de  A.  En  effet,  puisque  8  est  >o,ona 

AH  =  (  A  -  B"  cos  8)2  4-  B"2  sin2  8  +  S  >  o,       (15) 
ou,  si  A  est  nul,  H  =  A'.  (15  bis) 

Alors,  applifruant  à  (5)  l'invariant  — ,  on  trouve 

r^    '  y  '  sm28 

-^L  =  -^!-_.  de) 

sin2  6        sm28'  ' 
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Donc,  d'après  (6),  (15),  ou  (15)' et  (16),  la  condition  (4)  devient 

kf[x,  y)  >  o; 
ou,  si  A  est  nul,  ^7(^,  y)  >  o. 

De  même,  de  (0),  on  déduit  identiquement 
XHssinM  +  BX2  >o, 
inégalité  qui,  jointe  à  (15)  ou  (15')  et  à  (16),  transforme  (8)  et 

donne 

kf(x,  y)  >  o, 

ou  A.'f{x,  y)>o. 

Dans  la  huitième  démonstration,  on  applique  à  (13)  et  à  (14) 

l'invariant ,  et  l'on  a 

sm26 

A(M+N),  (18) 


sin26 
avec  M  -h  N  >  o  pour  l'ellipse, 

J^-  =  v.  (19) 

sin20       ' 

pour  la  parabole. 

Les  conditions  ^f(x^V)  >  °- 

et  <xf(x,  y)>o 

donnent  donc,  en  vertu  de  (15)  ou  (15)',  (18)  et  (19), 

kf(x,  y)>o, 
ou  A'/jfo  y)>o. 

Remarque.  —  On  doit  encore  observer  que,  pour  la  parabole, 
la  sixième  démonstration  du  théorème  I  a  d'abord  fourni 
la  condition  simplifiée,  et  que  la  septième  a  d'abord  donné 

Hf(x,  y)>o, 
qu'il  suffit  de  combiner  avec  (15)  ou  (15  bis). 

3°  Enfin,  nous  allons  donner  du  théorème  actuel  deux 
démonstrations  directes,  complètement  indépendantes  de  tout 
ce  qui  précède. 

Dans  le  cas  de  l'ellipse,  tout  point  extérieur  P  est  dans  la 
même  région  que  le  point  à  l'infini  sur  ox\  ce  dernier  point 
donnant  à  f(x,  y)  le  signe  de  A,  il  faut  donc  qu'on  ait 

Af(x9  y)  >  o. 

Ce  raisonnement  subsiste  pour  la  parabole,  si  A  n'est  pas 
nul,  car  alors  ox  n'étant  point  parallèle  à  l'axe,  son  point  à 
l'infini  est  extérieur  à  la  courbe;  si  A  est  nul,  le  raisonnement 
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s'applique  à  oy  et  donne 

A7fc>  y)>o. 

On  peut  aussi  mener,  par  P,  une  sécante  correspondant  aux 
équations  X  ==  x  -+-  ap,  Y  =  y  +  6p  coupant  la  conique  en 
A  etB;  les  segments  PA,  PB  sont  les  racines  de  l'équation 

<p(a,  6)p2 +  ....  +  /(#,  y)  =  o, 
et,  comme  elles  doivent  avoir  le  même  signe,  il  faut  qu'on  ait 

<p(a,  6  )/*(#,  ?/)  >  o. 

Or,  on  a         A<p(a,6)  s  (Aa  +  B"6)  -4-  862  >  o 
puisque  0  >  0  ;  ou,  si  A  est  nul, 

<p(a,  b)  =  A'fc2. 

On  a  donc  A/"(cc,  y)  >  0, 

ou  A7(o5,  y)  >  o. 

Remarque.  —  Cette  dernière  démonstration  prouve  que  si 
/'(ce,  y)  —  o  représente  deux  droites  parallèles,  la  condition 
nécessaire  et  suffisante  pour  que  P  ne  soit  pas  entre  ces 
droites  est  A/"(#,  ?/)>o; 

ou,  si  A  est  nul,  A'/(#,  y)  >  o. 


GÉOMÉTRIE  DU  TRIANGLE 

(ÉTUDE  BIBLIOGRAPHIQUE   ET  TERMINOLOGIQUE) 
Par  M.  Emile  Vigarié. 

[Suite,  voir  p.  217). 


38.  Transformation  homographique  instantanée. 

—  Imaginons  un  triangle  de  référence  ABC  et  trois  nombres 
quelconques  1,  u,  v.  Il  existe  dans  le  plan  du  triangle  un 
point  M  dont  les  coordonnées  normales  (x,  y,  z)  sont  propor- 
tionnelles à  X,  [/.,  v  ;  et  l'on  peut  aussi  trouver  un  point  M' dont 
les  coordonnées  barycentriques  (a,  f,  y)  sont  elles-mêmes 
proportionnelles  à  A,  [/.,  v.  Ces  deux  points  M,  M',  ainsi  asso- 
ciés, se  correspondent   homographiquement,  et  si  l'un  d'eux 

(*)  G.    de  Longchamps.    Une    conique   remarquable    du  trianqle.  (A. -F 
Nancy,  1886.) 
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décrit  la  courbe  U  représentée  par 

/'(•'•,  y,  *)  =  0, 
le  correspondant  M'  décrit  une  courbe  U': 

A*,  h  y)  -  0. 
C'est  pour  rappeler  que  les  équations  des  deux  courbes 
correspondantes  s'obtiennent  ainsi  par  le  seul  changement 
des  lettres  qui  représentent  les  variables,  que  M.  de  Long- 
champs  a  proposé  de  donner  à  cette  méthode  de  transfor- 
mation, imaginée  par  lui,  le  nom  de  transformation  instan- 
tanée. 

39.  Points  équicoordonnés. —  Nous  appellerons  ainsi 
et  nous  désignerons  par  les  lettres  Mx,  Ma,  deux  points  dont 
les  coordonnées  normales  de  l'un  sont  proportionnelles  aux 
coordonnées  barycentriques  de  l'autre. 

40.  Transformation  complémentaire  dans  un 
système  quelconque  de  coordonnées.  —  Cette  trans- 
formation repose  sur  l'idée  des  points  complémentaires  dont 
nous  avons  parlé  précédemment  (§§  18-20).  A  la  courbe  dont 
l'équation  est 

f{l.  -n,  p  =  o, 

correspond,  par  points  complémentaires,  la  courbe  : 
}\rt  +  Ç  —  ?,  Ç-hî  -  7),  \  +  -o  -  Q  =  o 

41.  Transformation  anticomplémentaire  dans  un 
système  quelconque  de  coordonnées.  —  A  la  courbe 

f{l   Y),    Ç)  ==  o 

correspond,  par  points  anticomplémentaires,  dans  le  système 
de  coordonnées  considéré,  la  courbe 

An+ï.ÇH-n,  6+0  =  o 

42.  Transformations  supplémentaires  et  anti- 
supplémentaires. —  Quand  on  adopte  les  coordonnées 
normales,  à  la  courbe 

f(x,  y,  z)  =  o 

correspondent,  par  points  supplémentaires  et  antisupplémen- 
taires, les  deux  courbes  : 

f(y  +  z-x,     z  +  x  —  y,    x-hy  -  z)  =  o, 
f{y  +  z,    z-hx,    x  +  y)  =  o. 
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42.  Transformations  complémentaires  et  anti- 
complémentaires. —  Dans  le  système  de  coordonnées 
normales,  à  la  courbe 

f{*>  h  Y)  =  °> 
correspondent  les  deux  courbes 

/(jS  +  y-a,     Y  +  a  —  p,      ot+p  — y)  =  ° 

AP  +  Yi     Y  +  a>     »+p)  =  o. 

44.  Points  tripolairement  associés.  —  Les  coordon- 
nées tripolaires  (A,  tu,  v)  d'un  point  M  sont  : 

MA2  =  a,        MB2  =  [7.,         MC2  =  v, 
ABC  étant  le  triangle  de  référence. 

Il  existe  toujours  deux  points  M,  M'  dont  les  coordonnées 
tripolaires  sont  proportionnelles  à  trois  quantités  données. 
Ces  points  sont  en  ligne  droite  avec  le  centre  0  du  cercle  cir- 
conscrit au  triangle  de  référence  et  sont  conjugués  harmo- 
niques par  rapport  à  ce  cercle.  La  perpendiculaire  au  milieu 
de  MM'  a  pour  équation  : 

Xa  +  [Ap  -h  vy  =  0   (*). 


QUESTIONS  ENONCEES 


SÉRIES 
1.  —  La  série 

est  convergente;  calculer  sa  valeur,  à près. 

ô  iooo 

Voyez  les  développements  qui  accompagnent  une  question  analogue 
(no  d'octobre  p.  226). 


2.  —  Démontrer  que  la  série 

<p(i)  +  cp(2)+  ...  +<p(n) 


(*)  Ici,  se  termine  la  première  partie  du  travail  de  M.  Vigarié;  nous 
commencerons  la  publication  de  la  seconde  partie,  qui  traitera  d'abord 
des  points  remarquables  du  triangle,  dans  le  numéro  de  janvier  prochain. 


j: 
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est  cou  vermeil  le  ou  divergente,  suivant  que  l'intégrale 

f»  00 

<f(x)dx 

est  finie  ou  infinie.  On  suppose  que  la  fonction  ?  est  indé- 
finiment décroissante  et  qu'elle  peul    devenir  aussi  petite 
que  l'on  veut. 
Ce  théorème  est  démontré  (Journal,  1887,  p.  19). 

3.  —  Discuter  la  convergence  de  la  série 

i  i  i 

H— h  .  .  .  -h— -h  .  .  . 


a*  -h  \      a'  -h  4  n£  +  n* 

Série  convergente,  puisque  Lim.  n-un   =  -,. 

On  peut  aussi  la  comparer  à  la  série  dont  le  terme  général  est  — 
Si  l'on  changea2,  en  —  a2,  la  première  démonstration  subsiste;  l'autre, 
peut  aussi  être  employée;   mais  il  faut  comparer  les  termes  — et 


(n  -  iy 


4.  — Calculer,  à près,  la  valeur  de  la  série  suivante 

ioo 

iii  i 

J  5       5.6      5.6.7  5.9...?! 

Dans  cet  exemple,  au  lieu  de  suivre  la  méthode  générale,  rappelée 
plus  haut,  on  peut  observer  que  l'on  a 

1 .2.3.4  3 

Dans  cette  égalité,  la  lettre  e  désigne  un  nombre  connu  avec  une 
approximation  aussi  grande  que  l'on  veut 

6  =  2,718281828... 

5.  —  La  série 

y  =  1  h-  2X  -h  3x*  -h  ...  -h  nxn-[  +  . . .  (1) 

est-elle  convergente  ou  divergente? 

Cette  série,  très  connue  (*),  est  sommatoire.  On  multiplie  les  deux 
membres  de  l'égalité  (1)  par  a?  et  Ton  retranche,  de  celle-ci,  la  nouvelle 
égalité  ainsi  obtenue,  etc. 

6.  —  Étudier  la  série  alternée 

i        i        î        i  î  i 


i       5       2      6  »      n  +  4 


(*)  Voyez  :  Nouvelles  Annales,  1849,  p.  421. 


252  JOURNAL   DE    MATHÉMATIQUES    SPÉCIALES 

Cette  série  est  convergente;  on  le  prouve  en  l'écrivant  sous  la  forme 
(ii  i  ) 

4     — rH 7  4-...+  -: — : — ;+••• 

(  i  .5        2.6  ?i(n  +  4)  ) 

et  en  observant  que  le  terme  général  de  la  série  placée  dans  la  paren- 
thèse donne  lim.  nhtn=  i.  On  peut  aussi  établir  cette  convergence  par 
la  sommation  des  n  premiers  termes. 


EXERCICES  ÉCRITS 


4.  On  considère  une  parabole  P  rapportée  à  ses  axes  ;  par 
un  point  donné  M  (x0,  y0)  et  par  le  sommet  0  de  la  parabole 
on  fait  passer  une  circonférence  mobile  r,  qui  rencontre  P 
en  trois  autres  points  A,  B,  C. 

Les  normales  à  P,  en  ces  points  A,  B,  C  se  coupent  en  un 
certain  point  I. 

Imaginant  toutes  les  circonférences  telles  que  r,  on 
demande  : 

1°  Quel  est  le  lieu  du  point  I?  Ce  lieu  est  une  droite  A; 

2°  Trouver  l'enveloppe  de  à,  lorsque  M  décrit  une  circonfé- 
rence de  centre  0. 

3°  Quel  est  le  lieu  des  points  M  pour  lesquels  A  est  tangente 
aP? 

4°  Si  l'on  considère  deux  des  trois  points  A,  B,  C,  dont  il  a 
été  question,  les  tangentes,  en  ces  points,  à  la  parabole  P,  se 
coupent  en  un  point  J;  le  lieu  de  J  est  une  conique  U. 

5°  Trouver  le  lieu  du  point  M  lorsque  la  conique  U,  qui 
correspond  à  ce  point,  est  taugente  à  P. 

Ce  lieu  se  compose  d'un  certain  cercle  et  de  la  parabole 
proposée. 

Notes  sur  l'exercice  3. 

1°  En  partant  de  l'identité 

(^"i-0(Af.-BS->)+>S+S-0 

î  \j.[x-  +  y2  —  2<xx  —  2$y) 

on  trouve         (A2  +  BW  +  y1)  —  A  -  (A262  +B2a2  +  c-)  (1) 

a 

—  B  ?  (A263  -h  B2a2  —  r5j  =  o. 
o 
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2»  On  suppose  A3  +  B1  ■■  i.  (2) 

:>°  La  parallèle  à  Oy,  menée  par  M,  a  pour  équation  (3)  x  =  aA;  en 
éliminant  A,  B  entre  (1),  (2)  et  (è)  on  trouve 

/       ■'  '"\/, ,      '-"■'   ,       '"■'"/         ''V 

"'-"' ('-„=)("' +  ^)+„.('  -«.)=0- 

Mais  l'ellipse  proposée  fait  partie  du  lieu;  on  supprime  ce  facteur 
singulier  et  Ton  a  linalcment 


c4x1  /        .x2\ 

?/"  =  "TT,    ! ;    >  etc... 

tro'X         a-/ 


4°  Le  lieu  demandé  est,  pour  des  raisons  évidentes,  une  courbe  uni- 

cursale;  en  traitant  directement  la  question,  on  trouve 

c-    . 
x  =  a  cos  m,        ?/  = sin  cp  cos2  <p 

On  peut,  dans  ces  formules,  faire  varier  ç  et  construire  la  courbe 
point  par  point.  On  peut  aussi,  si  l'on  préfère,  y  remplacer  les  fonctions 
trigonométriques  par  des  formules  algébriques,  au  moyen  des  égalités 
connues  : 

■jt                             i  —  l- 
sin  o  =  >         cos  p  = -• 

Remarque.  —  On  aurait  pu  demander  aussi  le  lieu  des  centres  des 
cercles  G,  mais  ce  problème  est  connu,  ou  du  moins  il  revient  immé- 
diatement au  problème  de  Tortolini  (*)  qui  s'énonce  ainsi  :  trouver  Ven- 
veloppe  des  perpendiculaires  menées  aux  extrémités  des  diamètres  de  l'ellipse. 
Cette  courbe  jouit  d'une  propriété  remarquable  signalée  par  Legendre; 
la  longueur  de  ses  arcs  s'exprime  au  moyen  d'une  expression  algébrique  et 
d'une  fonction  ellij)tique. 

C'est  une  unicursale  dont  les  coordonnées  vérifient  les  équations 

ax 


cos  Q 
by 


a2-bc2  sin2^, 


=  b-  —  c-  cos- 


smi 

Ces  formules  permettent  de  discuter  la  forme  générale  de  la  courbe 
correspondante;  on  devra  distinguer  trois  cas  suivant  que  l'on  a  b>c, 
b  =  c,  ou  enfin  b  <  c. 


QUESTIONS  D'EXAMEN 


23.  —  Construire  la  courbe  qui  correspond  à  l'équation 

P  =  tg  «. 

Cette  courbe  V  est  formée  de  deux  branches  hyperboliques 
aplaties,  présentant,  à  l'origine,  un  point  d'osculation;  sa 
construction,  points  par  points,     n'offre   aucune  difficulté, 

\*)  Nouvelles  Annales  J846,  p.  365. 
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mais   son    tracé,   tangente   par  tangente,    est  un   peu    plus 

intéressant. 

Soient  pif  o^,  les  coordon- 
nées d'un  point  Mj  pris  sur 
F;  la  tangente  en  ce  pointa 
pour  équation 

^  -  =  coter  w.cosfw  —  w.) — : 

p  5    1       v         i;     sm2  Wl 


Fî'^.  /, 


sin(o)  —  co^.      (1) 
Remplaçons,     dans     cette 
équation ,    <o    par    2(ox  ;   nous 
tiouvons,  pour  la  valeur  cor- 
respondante de  p, 

p  sin  ix)±  -h  i  =o. 
D'après  cette  relation,  on 
déduit,  pour  la  tangente  en  Ml5 
une  construction  très  simple,  indiquée  sur  la  figure  (1). 
La  construction  de  la  tangente  en  un  point  pris  sur  une 
courbe  est  un  problème  toujours  possible,  que  l'on  peut 
résoudre  avec  la  règle  et  le  compas  (exception  faite  des 
point  smultiples  dont  l'ordre  est  supérieur  à  2),  et  même  d'une 
infinité  de  façons  différentes.  On  peut  dire  que  le  sujet  est 
inépuisable  (*);  il  s'agit  seulement  d'en  trouver  une  solution 
simple. 

Pour  montrer,  sur  l'exemple  qui  nous  occupe,  une  appli- 
cation de  cette  idée  générale,  proposons-nous  de  déterminer 
le  point  de  rencontre  6  de  la  tangente  cherchée  M/T,  avec  la 
tangente  au  cercle  A  (cercle  décrit,  de  l'origine  comme 
centre,  avec  l'unité  pour  rayon),  au  point  A,  extrémité  du 
rayon  qui  joint  le  point  0  au  point  Mt.  La  tangente  à  A,  au 


(*)  Voyez,  par  exemple,  à  propos  de  la  variété  que  nous  signalons  ici, 
la  question  233  proposée  dans  le  présent  numéro.  Voici  encore  une 
construction  très  simple,  que  le  lecteur  vérifiera  sans  peine. 

Soient  0  le  sommet  de  la  courbe  T,  OZ  son  axe,  M  un  point  de  T;  la 
perpendiculaire  MA.  à  OM  rencontre  OZ  en  A;  si,  en  ce  point  A,  on 
trace  une  droite  AB  perpendiculaire  à  OZ,  AB  rencontre  la  per- 
pendiculaire élevée  en  O  à  OM,  en  un  certain  point  G;  CM  est  la 
normale,  en  M,  à  I\ 
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point  A,  a  pour  équation 

-   =  COS  ((!>!  —  O)). 

P 
Eutro  (1)  et  (2),  éliminons  003(0)!  —  w),  nous  avons 


(2) 


-(COtgcOj 


0 


sin( 


(.) 


(f> 


1) 


sir  CL»! 


ou,  en  coordonnées  cartésiennes 

sin  (Dj  (cos  Wj  —  sin  wj 

=  y  cos  Wi  —  x  sin  o)1. 
Cette  équation  représente  une 
droite  qui  passe  par  le  point  de 
concours  8  des  tangentes  AO,  Mt0; 
on  voit  aussi  qu'elle  est  parallèle 
à  OM^  enfin,  l'équation  est  vérifiée 
par  y  =  x  =  sin  a>la  De  là  résulte 
une  construction  de  la  tangente, 
indiquée  sur  la  figure  (2).  OC  est  ^9-  %• 

la  bissectrice  de  yox,  AB  est  perpendiculaire  sur  oy  et  CO  est 
parallèle  à  OA. 

24.  —  Equation  générale  des  coniques  osculatrices  à  une 
'parabole  donnée. 

Pour  qu'une  conique  soit  osculatrice  à  une  autre  conique, 
il  faut  que  ces  deux  courbes  aient  tous  leurs  points  communs 
confondus. 

L'équation  générale  demandée  est  d'après  cela, 

P  \2 
(y  -  mx  -  —  j  +  %2  -  2px)  =  o, 

en  supposant,  bien  entendu,  que  la  parabole  proposée  soit 
rapportée  à  son  axe. 

Comme  exercice,  on  peut,  par  exemple,  se  proposer  de  trou- 
ver le  lieu  des  centres  des  coniques  osculatrices  à  une  parabole 
donnée  et  tangentes  à  Vaxe  de  cette  courbe. 

On  trouve  alors  X  =  1  ;  puis,  en  éliminant  m  entre  les 
équations  : 

m(y  —  mx J  +  p  =  o, 

P 

y  —  mx h  y  —  o, 

j  2m      j         > 
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on  trouve,  pour  l'équation  du  lieu  cherché, 


CORRESPONDANCE 


Nous  avons  reçu,  de  M.   Griess,  la  lettre  suivante  : 

«  Je  vous  remercie  d'avoir  bien  voulu  publier  ma  petite  Note 
dans  votre  numéro  de  juillet  dernier. 

En  réponse  à  l'observation  de  M.  Catalan,  voici  une  dé- 
monstration fort  simple  du  théorème  que  j'ai  énoncé. 

Considérons  deux  axes  rectangulaires  Ox,  Oy. 

Prenons,  sur  Ox,  une  longueur  OA  =  i,  et  divisons-la  en 
n  parties  égales.  Par  les  points  de  division  At,  A2.  ...  A„_i,  A  n, 

élevons  des  ordonnées  égales  à  (-)•(—)•••  et  considé- 
rons la  somme  des  rectangles  ayant  pour  bases  les  divisions 
de  OA  et  pour  hauteurs  ces  ordonnées.  Elle  a  pour  mesure 
i 


n 


nj        \nj  \n, 


np+l 


j  2  71    I 

En  observant  que  OA.  =  -,     0A2  =  -,     OAH_i  =  

n  n  n 

les  extrémités  des  ordonnées  A^,  A2B2  se  trouvent  sur  la 
courbe  dont  l'équation  est 

y  =  xp. 
Quand  on  fait  croître  n  indéfiniment,  la  somme  des  rec- 
tangles a  pour  limite   l'aire  comprise  entre   la  courbe,  les 
ordonnées  des  points  0  et  A,  et  l'axe  des  x,  Cette  aire  a  pour 
expression 

xpdx  = 


x 


p  +  i 


Donc  Km  "* 


np+i       p  +  i 

Cette  démonstration  suppose  que  la  limite  existe;  il  faut 
et  il  suffit,  pour  cela,  que  l'intégrale 
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X 


.ri'dv 


s: 


ae  soil  pas  infime. 
Cette  condition  est  réalisée  tant  que  />  est  positif 
Quand  />est<o,  posons  /;     —7-  l'intégrale  devient 

,l  dx 

'0       lA^ 

—  devenant  infini  à  la  limite  inférieure,  on  reconnaît  les 

x'i 

cas  où  l'intégrale  a  une  limite  au  moyen  d'un  théorème 
démontré  dans  tous  les  cours  de  calcul  intégral  (v.  Serret, 
Calcul  différentiel  et  intégral,  t.  II,  p.  238).  Il  montre  que 
l'intégrale  a  une  limite,  tant  que  l'on  a 

q  <  1         ou        p  >  =  1 , 
et  qu'elle  est  infinie  si     q^i. 

Donc  lim  — ^-  =  , 

np+l       p  H-  1 

tant  que  p  +  1  >  o. 

M.  Appell  a  montré  (Nouvelles  Annales,  juillet  1887,  p.  312) 

comment  on  peut  former  un  polynôme  entier  yP(x),  qui  pour 

des  valeurs  entières  attribuées  à  p  et  x  représente  la  somme, 

des  pmes  puissances  des  n  premiers  nombres  entiers.  Il  trouve 

que  ce  polynôme  est  de  degré  p  -+-  1,  et  que  le  coefficient  du 

1 
premier  terme  est  ;  savoir: 

p  H-  I 

a,   (x)  =   Xp+l  ■+•  kxp  H-   .  .  . 

F  p  -h  I 

11  en  résulte,  pour  x  entier  et  infiniment  croissant, 

q>p(x)  Sp  1 

lim         /  —  lim 


xP+[  xp+i        ^  +  I 

ce  qui  démontre  simplement  le  théorème,  dans  le  cas  des 

exposants  entiers. 

Cette  propriété  des  polynômes  de  Bernoulli  est,  bien  entendu,  très 
connue,  et  depuis  longtemps.  G.  L. 

Extrait  d'une  lettre  de  M.  Catalan. 

. . .  Voici  quelques    observations  relatives  au  n°  de  sep- 
tembre. 
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1°  La  série 

i  i  i 

+ 


2L2       3L3  (n  +  i)L(n  +  1) 

n'est  pas  la  série  de  M.  Bertrand  :  elle  remonte,  au  moins, 
à  l'illustre  Abel  (œuvres,  lre  édition,  tome  Ier.  p.  111). 

2°  La  série 


+ 


y/ 2  —  1  y/ 2  +  1  y/3  —  1  y/ 3  +  1 
pourrait  (s'il  était  besoin)  s'appeler  série  de  Catalan.  En  effet, 
elle  justifie  cette  remarque,  dont  je  crois  avoir  la  priorité: 
Une  série  à  termes  alternativement  positifs  et  négatifs,  dont 
le  terme  général  a  pour  limite  zéro,  peut  être  divergente  (Traité 
élémentaire  des  séries,  p.  29). 

Nota.  —  J'ai,  en  effet  (Journal,  1886,  p.  164),  nommé 
série  de  M.  Bertrand,  la  série  (1);  parce  que,  comme  je  l'ai 
rappelé  (loc.  cit.),  elle  a  été,  autrefois  (Journal  de  Liouville, 
1842),  étudiée  par  ce  Géomètre.  Il  n'y  a  pas,  je  pense,  grand 
mal  à  cela.  M.  Catalan  me  fait  observer,  avec  raison,  que, 
dès  1827,  Abel  avait  établi  la  divergence  de  cette  série;  il 
serait  donc  plus  juste  de  la  nommer  série  d'Abel,  s'il  n'y 
avait  déjà  une  autre  série  (Bertrand,  Calcul  différentiel,  p.  324), 
ainsi  désignée.  Dans  ces  conditions,  il  vaudrait  mieux  lui 
donner  une  épithète  justifiée  par  une  de  ses  propriétés.  Mon 
cher  maître  en  propose-t-il  une? 

D'après  uu  renseignement  que  je  dois  à  l'obligeance  de 
M.  Catalan,  à  propos  de  la  question  historique,  ici  soulevée, 
en  1827,  L.  Olivier  avait  énoncé  cette  règle  fausse  : 

La  série 

U4  4-  Ua  -H  .  .  .  -h  Un  H-  .  .  . 

est  convergente  si 

lim  nun  —  o. 

C'est  alors  qu'Abel,  prenant  pour  exemple  la  série  (1),  a 
rédigé  sa  Note  rectificative. 

Pour  ce  qui  concerne  la  série  (2),  M.  Catalan  a  raison  de 
croire  que  cette  question  a  été  posée  pour  constater  que  le 
candidat  était  au  courant  de   la  remarque  rappelée  ci-des- 
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sus(*).  Voici,  en  effet,  dans  quels  termes  elle  a  été  formulée  : 


La  série 


v/2+1      \J2-h  1      \j'l  —  :      >/3  -4-  1  sjn—  1      \'n -h  1 

est-elle  convergente  ou  divergente?  Sur  quels  théorèmes  s'appuie-t-on 
pour  conclure  la  convergence  ou  la  divergence  d'une  série  alternée? 
La  condition  de  décroissance  constante  et  indéfinie  du  terme  général 
est-elle  suffisante?  est-elle  nécessaire?  G.  L. 


ECOLE  CENTRALE 

(PREMIÈRE  SESSION;  JUILLET  1887) 


—  On  considère  toutes  les  coniques  qui  ont  un  foyer  en  un  point 
donné  F  et  qui  passent  par  deux  points  donnés  A  et  B. 

1°  Montrer  que  les  coniques  forment  deux  séries  telles  que,  pour 
toute  conique  d'une  série,  la  directrice  correspondant  au  foyer  F  passe 
par  un  point  fixe  de  la  droite  AB,  situé  entre  A  et  B;  tandis  que,  pour 
toute  conique  de  l'autre  série,  la  directrice  correspondant  au  foyer  F, 
passe  par  un  point  fixe  de  la  droite  AB,  non  situé  entre  A  et  B. 

2°  Trouver  le  lieu  des  centres  des  coniques  considérées  et  montrer 
qu'il  se  compose  de  deux  coniques  homofocales. 

3°  Prenant  un  point  G  sur  le  lieu  précédent,  reconnaître,  d'après  la 
position  qu'il  occupe  sur  le  lieu,  si  la  conique  considérée,  dont  le 
point  C  est  centre,  est  telle  que  les  points  A  et  B  sont  sur  une  môme 
branche  ou  sur  deux  branches  différentes  de  cette  conique. 

4°  Si  le  point  G  est  tel  que  les  points  A  et  G  soient  sur  une  même 
branche  de  la  conique  considérée,  reconnaître,  d'après  la  position  du 
point  G,  si  cette  conique  et  du  genre  ellipse  ou  du  genre  hyperbole, 
et,  dans  le  premier  cas,  si  les  points  A  et  B  sont  sur  la  branche  voisine 
du  point  F,  ou  sur  l'autre. 

[Nota.  —  On  prendra  pour  axe  des  x  la  droite  AB  et  pour  axe  des  y 
la  perpendiculaire  à  cette  droite,  menée  par  le  milieu  de  AB. 

(DEUXIÈME  SESSION  ;  OCTOBRE  1887) 

—  On  donne  deux  axes  rectangulaires  Ox  et  Oy,  un  point  A  sur  Ox, 
un  point  B  sur  Oy. 

OA  =  a  OB  =  b. 
1°  Ecrire  l'équation  générale  des  paraboles  qui  passent  par  les  trois 
points  0,  A,  B.  Montrer  qu'en  général,  il  passe  par  chaque  point  M  du 
plan,  deux  de  ces  paraboles.  Trouver  le  lieu  des  points  M  pour  lesquels 
ces  deux  paraboles  sont  confondues,  et  indiquer  la  région  du  plan  qui 
contient  les  points  où  il  n'en  passe  aucune  réelle. 

(*)  Voyez  les  feuilles  publiées  par  la  librairie  Morant-Foucart  (admis- 
sibilité, 1887,  p.  16.) 
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2»  Trouver  le  lieu  des  points  M  tels  que  les  axes  des  deux  paraboles 
qui  y  passent  forment  entre  eux  un  angle  donné  a.  Construire  le  lieu 
pour  le  cas  où  a  =  90°. 

3°  Trouver  le  lieu  du  point  de  chacune  de  ces  paraboles  pour  lequel 
la  tangente  est  parallèle  à  OB,  celui  du  point  où  la  tangente  est  paral- 
lèle à  OB,  celui  où  la  tangente  est  parallèle  à  AB. 

Ces  lieux  sont  trois  coniques.  Construire  ces  coniques,  vérifier  que 
deux  quelconques  d'entre  elles  n'ont  pas  de  point  commun  réel  à 
distance  finie,  marquer  leurs  centres  D,  E,  F,  et  comparer  le  triangle 
DEF  au  triangle  OAB. 

4°  On  joint  l'origine  0  au  point  F,  centre  de  la  conique  lieu  du  point 
de  contact  des  tangentes  parallèles  à  AB;et,  à  cette  droite  OF,  on  élève 
au  point  0,  une  perdendiculaire  qui  rencontre  la  droite  AB  en  P.  On 
demande  le  lieu  du  point  P  lorsque,  le  point  A  restant  fixe,  le  point  B 
parcourt  l'axe  des  y. 


QUESTION  118 

Solution  par  M.  Bourgarel. 


Trouver  la  relation  qui  existe  entre  trois  dérivées  successives 
d'ordre  quelconque  de  la  fonction 

(x2  -  i)n. 

Montrer  qu'il  ne  peut  exister  de  relation  entre  deux  dérivées 
successives  ;  la  dérivée  d'ordre  p  est  exactement  divisible  par  la 
dérivée  d'ordre  2n  —  p.  Soit  f(x)  une  des  dérivées  de  (x2  —  i)n; 
f(x)  et  f"(x)  étant  les  dérivées  première  et  seconde  de  f(x),  la 
relation  qu'il  s'agit  de  trouver  aura  la  forme 
Af(x)  4-  Bf(x)  +  CF(x)  =  o; 
chercher  s'il  existe  d'autres  fondions  entières  du  même  degré 
vérifiant  la  même  identité.  (L.  Lévy.) 

Posons  y  =  (x%  —  i)rt 

Nous  aurons  -f-  =  2n(xi  —  i)h_ilc 

dx 

dy  . 
ou  -=-  (x2  —  i)  =  2nxy. 

Appliquons  la  formule  de  Leibniz  aux  deux  membres  de 
cette  identité,  y  étant  considéré  comme  fonction  de  x.  Nous 
avons  ainsi 

,   .  .dP+iy  dPy       p(p  -  i)         d*-hj 

(X     —    l)~i 17  +P.2X.— —   +  t-^- 1>- 7 

dxP+[       v         dxv  2  dx?-1 
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=  mx 


dx*  '    (fxi'-i 


ou 

'■'-  -  « )^n  - «Cp  -  ^ - P(™  - P  +  OjgpS-  '■  i  '  ' 

Telle  est  la  relation  qui  lie  trois  dérivées  successives  quel- 
conques de  //. 

Quel  que  soit  p,  cette  relation  ne  pourra  pas  contenir 
seulement  deux  dérivées  successives,  car  p  est  inférieur  ou 
égal  à  2/1  (*). 

Pour  démontrer  que  la  dérivée  d'ordre  p  est  exactement 

divisible  par  la  dérivée  d'ordre  in  —  p,  nous  allons  mettre 

la  dérivée  d'ordre  p  sous  une  certaine   forme  remarquable. 

du 
Remarquons,  pour  cela,  que  ~    est   égal    à    in(x%  —   i)'l_1 

(XX 

multiplié  par  x.  On  voit,  de  même,  en  prenant  directement 
la  dérivée  seconde  qu'elle  est  égale  à  2n(x2  —  i)"-2  mul- 
tiplié par  un  polynôme  entier  en  x  et  du  second  degré. 
Pour  démontrer  que  cette  loi  est  générale,  supposons-la 
démontrée  jusqu'à  la  dérivée  d'ordre  p  et  supposons  que 
l'on  ait 

dp~[u 

- — ^  =  2n(œ*  -  i)n-''+1Pp_1, 

dx?-[  "  '  *  u 

dxP  y  '         p 

P,,_i  et  Pp  désignant  des  polynômes  entiers  en  x  de  degrés 
respectivement  égaux  à  p  —  i,  p. 


(*)  De  ce  que  l'équation  (1)  ne  peut  pas  se  réduire  à  une  relation  entre 
deux  dérivées  successives,  il  ne  résulte  pas  qu'on  ne  puisse  trouver 
aucune  autre  relation  de  cette  forme.  Ainsi,  s'il  existait  une  seconde 
équation  distincte  de  (1)  et  contenant  les  trois  mêmes  dérivées,  l'élimi- 
nation de conduirait  à  une  relation  entre  deux  dérivées  succes- 

dxv-  i 

sives. 

Le  second  point  demandait  donc  une  démonstration  directe  et  peut- 
être  aussi  eût-il  convenu  de  prouver  que  l'équation  (1)  est  UDique  de 
son  espèce.  La  méthode  d'identification  employée  plus  loin  par  l'auteur 
de  la  solution  que  nous  publions  aujourd'hui  conduisait  parfaitement 
au  résultat.  L.  Lévy. 
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La  relation  (1)  nous  donne  alors,  après  simplifications, 

rfP+lqj 

- — ±=z2n(x2-i)n-P-i[2(n-p)x'Pp-hp(2n-p+  i)(x2 -  i)P?,_i]. 
dxp+i 

On  voit  facilement  que  le  polynôme  entre  parenthèses  est 
de  degré  p  -+-  i  en  a?.  La  loi  est  donc  générale.  Si  nous 
désignons  par  Pn+1  ce  polynôme  nous  avons 

Pjh-i  -  a(n  -  p)xVp  -  p(2n  -  p  +  i)(#2  -  OP^-i  =  o. 

Telle  est  la  relation  que  vérifient  trois  polynômes  consécu- 
tifs; elle  va  nous  permettre  de  démontrer  que  la  dérivée 
d'ordre  p  est  exactement  divisible  par  la  dérivée  d'ordre 
2n  —  p. 

Observons  que  la  dérivée  d'ordre  2n—  i  est  2n(2?i  —  \)\x. 
On  a  donc  la  relation 

^=î=  M™-  i)\  Pt. 

On  vérifie  de  même,  facilement,  que 

d2n~2y  .  ,  _ 

l-2-  5^=i=  2n.(2w_2/l  Pa. 

Je  dis  que  l'on  a,  en  général  : 

d2n~py 

P  !  J^=rP  =  2n(2n  -  ?)  '  p*» 

En  effet,  supposons  que  cette  relation  ait  lieu  jusqu'au 
polynôme  Pp,  c'est-à-dire  que  l'on  ait  : 

(p  -  0  >  ô^=ïïi  =  2n(2n  -  p  +  0 !  Vi 

»  I    ,  0       =  2n(2n  —  p)  !  PD  . 

Si  nous  portons  dans  la  relation  (1),  appliquée  aux  déri- 
vées d'ordre  2n  —  p  -H  i,  2n  —  p,  2n  —  _p  —  i,  les  valeurs 
des  dérivées  d'ordre  2n  —  p  -h  i ,  2/j  —  p,  tirées  de  ces 
égalités,  nous  obtenons  : 

tfn-p-Ly 

(atl  _  p)(p  +  !)p!  ^^=î  =  (^2  -  i)2np(2n  -  p  -+-  i)  !  Pp.  , 

+   271   —   p)tt    271. (2fl  —  p)  !  Pp.  (2) 

Or,  nous  avons 

P„_!  =  p(2n  -  p  +  i)(#2  -  ()Py,-i  +  2(n  -  p)^Pp.   (3) 
Multiplions    les    deux    membres    de    l'identité    (3)     par 
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2/1(2/1  —  p)  !   et  retranchons  de  (2),  nous  obtenons  : 

(271  -  p)(p  4-  l)p  !   dg;ln_fZ  +  2W(2tt  -  P)  !  Pp+1 

ou         (p  +  0  !  da^P^  -  2n(2*  -  p  -  0 !  lV>- 

Nous  avons  donc  d'une  manière  générale  : 

d2n-''i/' 
P  !  J^=rP  +  2W(2W  -  P) !  *V 

et  par  suite  : 

'1    —    ±  (%1  _    n)n-P  —-L- . 

dx?       dxln~v  v  l         (in  -  p)  ! 

La    dérivée  d'ordre  p   est   donc  divisible  par    la    dérivée 

p\ 

d'ordre  2/1  —  »,  le  quotient  est  - — ;  (n2  —  i)'t-p. 

'  ^  (271  -  p)  '.  ' 

Cherchons  maintenant  si  l'on  peut  satisfaire  à  l'identité 
(1)  en  prenant  pour  y  un  polynôme  entier  en  x  de  degré 
m.  Autrement  dit,  voyons  si  l'on  peut  déterminer  les  coeffi- 
cients du  polynôme 

y  =  k0x2n  -h  A^2'1-1  +  . . .  +  Aan-iOS  -+-  A2„ 
de  façon    que  l'identité  (1)  soit  vérifiée. 

Calculons,  pour  cela,  trois  dérivées  consécutives  de  ce  poly- 
nôme et  exprimons  qu'elles  satisfont  identiquement  à  la 
relation  (1).  Nous  obtenons  ainsi  les  identités  simplifiées  : 

—  (2/1  —  l)(2/l  —  2). .  .(211  —  p  +  l)27lA1  =  o 

—  2(271  —   I  )(27l  —  2)  .  .  .  (271  —  p)A2  =  271(271  —   I  ) .  .  .  (271  —  p)A0 
»       • 

d'où  A4  =  o,        A2  =  —  nA0. 

D'une  manière  générale  on  obtient  : 


A,  =  -  —  A,. 


On  en  déduit 

A2/£_1=o,        A2k  =  (-i)*C*A0, 

CJ  désignant  le    nombre   de   combinaisons  simples    de 
lettres  k  à  k. 


Aj  =  0,  A3  =  0, 

A,  =  o... 

A2  =  —  wA0, 

71   —     I 

At=--_A 
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Il  résulte  de  là  que  le  polynôme  considère   ne  peut  être 

autre  que 

A0(x*  -  1)". 

Telle  est  la  forme  générale  des  fonctions  dont  trois   dé- 
rivées successives  satisfont  à  la  relation  (1). 


QUESTIONS  PROPOSEES 


233.  —  Soit  r  la  courbe  qui  correspond  à  l'équation 

p  =  a  tg  o)  ; 
le  rayon  vecteur  qui  part  de  l'origine  0  rencontre  Y  en  A, 
puis  l'asymptote  A  (au  bras  correspondant  à  ce  point  A)  en  B. 
Traçons  la  perpendiculaire  à  OB,  au  point  B.  Cette  droite 
coupe  Oy  en  G.  Soit  D  la  projection  de  0  sur  A;  démontrer 
que  la  tangente  en  A  va  passer  par  le  point  (autre  que  D) 
commun]  à  la  circonférence  DAB  et  à  la  droite  DU.     (G.  L.) 


Errata.  —  Page  223,    

au  lieu  de  /i  —  sin  x  lisec  \_ 

V  i  +  sin  x  V  i 


—  sin  2x 
+  sin  ix 


Page  223,  ligne  17, 

T  sin  x  —  cos  x  ,  -i 

lisez  y  =  L et  y   = 

sin  x  -f-  cos  x  cos  2x 

Page  223,  il   a  été  fait,  par  suite  de    la  mise  en   pages,  une  coupure 
dans  la  formule  proposée  au  bas  de  cette  page.  Il  faut  lire: 

Lga  arc  sin  ?x\Ji  —  x- 
y —a 

Page  224,  ligne  10,  les  coefficients,  placés  dans  la  parenthèse,  doivent  être 
élevés  au  carré. 

Page  224,  ligne  18,        lisez,  \li  —x- 

Page  227,  ligne  13,       lisez       cos'1  x,       au  lieu  de       cos  4». 


Le  Directeur  Gérant, 

G.  de  LONGCHAMPS. 


IMPRIMERIE   CENTRALE    DES  CHIIMINS    DE    FER.    —   IMPRIMERIE  CHAIX, 
RLE  BERGÈRE,   20,   PARIS.   —    22630-7. 
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VARIÉTÉS 


SU  H    LA 

GÉOMÉTRIE  DE  LA  RÈGLE  ET  DE  L'ÉQUERRE 

l'ar  M.  Ci.  <lc  Longcha mps. 

(seconde  partie) 

[Suite,  voir  p.  242.) 


CHAPITRE  V 

LLS    PROBLÈMES    DU    POINT    INACCESSIBLE 

La  position  d'un  point  M  dans  une  région  inaccessible,  sou- 
levé évidemment  des  problèmes  différents  de  celui  que  nous 
avons  traité  dans  le  chapitre  précédent.  On  peut  demander,  par 
exemple,  d'évaluer  la  différence  des  distances  du  point  inac- 
cessible à  deux  points  donnés,  ou  le  rapport  de  ces  distances, 
etc.  On  peut  aussi  se  proposer  d'évaluer  la  longueur  de  la 
perpendiculaire  abaissée  de  M  sur  une  droite  donnée;  puis, 
imaginer  que  le  point  inaccessible  soit  mobile,  et  deman- 
der alors  comment  varie  sa  distance  à  un  point  donné,  fixe  ou 
même  mobile,  ainsi  qu'il  arrive  dans  le  problème  de  la  pour- 
suite, etc,  etc.. 

Ces  différentes  questions  vont  nous  occuper;  mais  nous 
examinerons  d'abord  un  cas  particulier  du  problème  géné- 
ral, traité  au  Chapitre  précédent. 

46.  Le  Problème  de  la  plate-forme.  —  Nous  suppo- 
sons qu'on  ne  puisse  se  mouvoir  que  dans  un  espace  très 
limité,  comme  celui  que  présentent  les  talus  d'une  forteresse, 
la  terrasse  d'un  château,  ou  même  le  pont  d'un  bateau  ;  et,  dans 
ces  conditions,  nous  voulons  déterminer  la  distance  qui  sépare 
l'observateur  d'un  point  R,  visible  dans  l'espace  environnant; 
od  pourra,  si  l'on  veut,  supposer  que  R  est,  relativement,  assez 
éloigné. 

JOLRÎNAL  DE   MATH.   ÉLF.M.  —    1887.  12 


%${)  JOURNAL    DE    MATHÉMATIQUES   ÉLÉMENTAIRES 

1°  Une  première  solution  découle  du  théorème  de  Chasles 
Première  partie,  2,  p.  9).  Prenons,  sur  la  plate-forme  donnée, 
un  triangle  DPQ  aussi  grand  que  possible, 
et  dont  un  côté  PQ  passe  par  le  point 
visé.  Déterminons  ensuite,  entre  les  côtés 
DP,  DQ,  une  droite  AG  passant  par  R;  enfin, 
traçons  AP  et  GQ.  Le  théorème  cité  donne 
"  AG.BP.DQ 

BA.DQ  -  AD.BP' 
Fig.  wi  >  Gomme  le  point  A  peut  être  pris  arbi- 

traitement  sur  DQ,  en  choisissant  pour  A  le  milieu  de  DQ, 
la  formule  précédente  se  simplifie,  et  l'on  a 

2BA  -  BP 

2°  La  solution  de  Carnoi.  Soit  ABGD  la  plate-forme  donnée  ; 
effectuons  les  tracés  indiqués  (fig.  192);  nous 
allons  montrer  que 

2  i  i 

OR  "=  OH  ~  ÔK* 
En  effet,  K,  0,  H,  R  forment  une  ponctuelle 
harmonique;  donc 


/4L 

:  '7 


n 


o 


Fig.  19%. 


OU 


OR 


ou  encore 


OR  +  OK 
OK 


2  I  I 

RÔ  =  =  RH  +  RK^A) 


i 
OR 


OR -OH 
OH 


(i) 


OR  +  OK     OR  -  OH 

Cette  dernière  égalité  donne  bien 

2  i  i 

OR  =  ÔH  ""  ÔK  ' 
relation  connue,  qu'on  pouvait  écrire  immédiatement,  en 
appliquant  la  formule  (A)  et  en  tenant  compte  de  ce  fait  que 
OK  est  de  signe  contraire  à  OH  et  à  OR. 

Cette  solution  diffère  peu  de  celle  qu'a  proposée  Carnot  et 
à  laquelle  nous  avons  fait  allusion  au  Chapitre  précédent. 
Voici  d'ailleurs,  explicitement,  la  solution  proposée  par  Carnot 
pour  mesurer  la  distance,  d'un  point  donné  A,  à  un  autre 
point  R  visible,  mais  inaccessible. 
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Dans   la   région   accessible,  effectuons   les  jalonnements 
qu'indique  la  fig,  193;  la  ponctuelle  AOBR  (:i 'j 
est  harmonique  et  l'on  a  !{  ' 

12  1  /  il 

A 15         AB        AC)  K  }  !  ? 

Carnot    donne    la    valeur    de    la     distance  /    ;'j 

inconnue  AR  sous  la  forme  équivalente 

AB.OÀ 
AR  -  OA-  OB  ' 
mais  les  formules   (1)  et  (2)  sont  plus  com- 
modes, quand  on  fait  usage   de  la   table  des 
inverses.  Fi9'  19,i- 

8°  La  Solution  par  l'équerre.  Soit  OR  la  ligne  de  visée,  R  étant 
le  point  considéré  ;  traçons  AB  perpendiculairement  à  OR  et 
prenons,  sur  la  plate-forme  donnée,  deux  points  A,  B,  symé- 
triques par  rapport  à  0,  de  telle  sorte  que  AB  ait  toute  la  lon- 
gueur possible.  De  B,  visons  de  nouveau  le  point  R,  puis 
joignons  A  à  un  point  C  de  cette  ligne  de  visée;  enfin  abaissons, 
sur  AB,  la  perpendiculaire  CH.  AG  rencontre  OR  en  M  et  il 
est  facile  de  reconnaître  que 

I  2  i 

ÔR  ~=  CH  ~~  ÔM  ' 

Cette   propriété  peut   être   considérée   comme   étant  une 

conséquence  de  celle  que  nous  avons  utilisée  tout  à  l'heure. 

On  peut  aussi  l'établir  en  appliquant  le  théorème  de  Méné- 

laus  au  triangle  ORB  et  à  la  transversale  CMA.  On  a,  en  effet, 

CB    MR  AO 

CR*OM*AB~=  ' 

m or  - 

-  CH*       OM 

De  cette  relation,  on  déduit 


CH         OR  -  OM 

OU  • •    =  2. 

OR  -  CH         OM 


2  I  I 


H    B 


CH       OR      OM  Kg.  m. 

Cette  égalité  résulte  encore,  si  l'on  veut,  de  ce  fait  que  CA 


La  lettre  0,  dans  la  flg.  193,  doit  être  placée  à  l'intersection  des 
lignes  MQ,  NP. 
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CB,  CO  et  la  parallèle  menée  par  G,  à  AB,  forment  un  faisceau 
harmonique.  Ou  observera  d'ailleurs  qu'elle  subsiste,  si  l'on 
suppose  OR  non  perpendiculaire  sur  AB. 

47.  Différence  des  distances  entre  un  point  inac- 
cessible et  deux  points  donnés.  —  Dans  certains  cas, 

on  peut  proposer  de   reconnaître  si   un 
//**)     point  inaccessible  0  est  plus  rapproché 
/     /    ;      d'un  point  A  que  d'un  autre  point  B.  On 
/     ;       peut  aussi  demander  d'évaluer  la  diffé- 
rence OA  —  OB,  sans  rechercher,  séparé- 
ment les  longueurs  OA  et  OB. 
Voici  une  solution  de  ce  problème. 
Jalonnons  BM,  parallèlement  à  OA  et, 
avec  le  cordeau,  prenons  BM  =  BN  =  /, 
l  désignant  la  longueur  du   cordeau.  11 
suffit  alors   de  jalonner  AK,   parallèle- 
ment à  MN;  BK  représente  la  différence  cherchée. 

Dans  le  cas  oîi  l'on  veut  seulement  apprécier  si,  au  point  B, 
on  est,  ou  non,  plus  rapproché  de  0,  qu'on  ne  l'est  en  A;  alors, 
la  fausse  équerre  indique  immédiatement  le  résultat  demandé. 
Il  suffit  de  relever,  en  A,  l'angle  BAO  ;  et,  après  l'avoir  trans- 
porté en  B,  d'observer  si  l'angle  ABO  est,  ou  n'est  pas,  plus 
grand  que  celui  qui  est  marqué  par  l'instrument. 

On  observera  que,  si  l'on  connaît  la  distance  de  A  à  un 
point  inaccessible  0,  le  problème  précédent  donne  le  moyen 
d'obtenir  les  distances,  de  tous  les  autres  points  accessibles 
à  ce  même  point  0;  cette  remarque  s'applique  au  problème 
suivant. 

48.  Évaluer  le  rapport  des  distances  entre  un 
point  inaccessible   et  deux  points   donnés.  —   Au 

milieu  de  AK  (fig.  Î95),  élevons  une   perpendiculaire   HR; 
cette  droite  étant  la  bissectrice  ,de  l'angle  AOB,  nous  avons 

OB       RB 

ÔÂ  "=  RÂ' 
11  suffit  donc  de  chaîner  les  longueurs  RB,  RA,  puis  de 
prendre  le  rapport  des  deux  nombres  obtenus. 
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49.  Remarque.  --  Les  constructions  indiquées  dans  les  deux 
paragraphes  précédents  fournissent  deux  relations  entre  OA 
el  OB;  elles  font  connaître  la  différence  et  le  rapport  des 
distances  OA  ctOB  ;  elles  les  déterminent  donc  complètement. 
On  pourra,  avec  avantage,  adopter  cette  méthode,  Lorsqu'on 
aura  besoin,  simultanément,  dos  (\^\\x  longueurs  OA,  OB. 

50.  Distance  d'un  point  inaccessible  à  une  droite 
accessible.  —  Soit  AB  la  droite  proposée;  on  considère 
un  point  0,  situé  dans  une  région  inaccessible  U,  mais 
visible;  on  demande  d'évaluer  la  distance  OH,  de  0  à  AB. 


N 


\  \ 


1°  Abaissons  la  perpendiculaire  BK  sur  OA,  puis  pro- 
longeons-la jusqu'à  ce  qu'elle  rencontre  HO  au  point  G;  les 
triangles  semblables  GHB,  AHO  donnent 

AH.BH 


OH 


CH 


^"  On  peut  aussi  utiliser  la  propriété  si  remarquable  du 
trapèze  (Première  partie.  §  14). 

Ayant  fait  la  construction  indiquée  (Tfy.  /07),  la  propriété 
rappelée  donne 

iii 

ÔH  ~  CB  ~  I)Â  ' 
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Examen  d'un  cas  particulier.  —  Mais  cette  méthode  exige 

que  le  pied  H,  de  la  perpendiculaire  abaissée  de  0  sur  AB, 

0     .  soit  placé  dans  la  partie  acces- 

v>0-^  sible  V;  supposons,  comme  le 

\  V\       '^-^^  montre    la  fig.  498,  qu'il  n'en 

soit  pas  ainsi. 

1°  Élevons  O'A,  O'B  respec- 
tivement perpendiculaires  sur 
OA,  OB;  puis  projetons  le 
point  0',  en  H',  sur  AB.  Nous 
observerons  d'abord  que  les 
points  H  et  H'  sont  isotomiques 
sur  AB,  c'est-à-dire  symétriques 
par  rapport  au  point  M  milieu 
de  AB.  En  effet,  le  quadrila- 
tère OO'AB  est  inscriptible  et 
rîg'  m"  le  centre  w  est  situé  au  milieu 

de  00'.  La  perpendiculaire  abaissée  de  ©  sur  HH'  tombe 
donc  au  milieu  de  ce  segment;  d'autre  part,  AB  étant  une 
corde  du  cercle  considéré,  cette  perpendiculaire  tombe  aussi 
au  milieu  de  AB.  Ainsi  HH'  et  AB  admettent  le  même  point 
milieu;  en  d'autres  lermes,  H, H'  sont  isotomiques  sur  AB. 

Cette    remarque  étant  faite,    observons    que   les  triangles 
semblables  O'AH',  OAH  donnent 

OH        AH 


AH'        O'H' 

Et  comme 

AH  =  H'B, 

on  a,  finalement, 

OF  -    H'A-T1'B 

O'H' 

Cette  égalité  permettra  de  calculer  OH,  quand  on  aura 
relevé  les  longueurs  O'H',  H'A,  H'B. 

2°  La  solution  précédente  est,  dans  la  pratique,  assez  simple, 
aussi  simple  du  moins  que  parait  le  comporter  la  nature  du 
problème;  mais  elle  exige  que  le  point  H',  isotomique  de  H, 
sur  AB,  soit  situé  dans  les  limites  du  terrain  sur  lequel  on 
opère.  Dans  certains  cas,  si  le  point  II  est  très  éloigné  de  M, 
cette  condition  pourra  n'être  pas  remplie  ou,  tout  au  moins. 


.\n 
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le  grand  éloigneraient  de  II'  pourra  donner  lieu  à  de  longs 
chaînages  e1  à  des  difficultés  pratiques,  de  natures  diverses. 

Voici,  pour  er  .-as  particulier,  une  solution  qui  u'exige  que 
des  chaînages  exécutés  dans  le  voisinage  dos  points  donnes. 

Abaissons  la  per- 
pendiculaire HC  sur 
OA.  Nous  avons  d'a- 
bord 

OA 
OH  =  BC.t--. 

ISA 

Menons  mainte- 
nant, par  C,  une  pa- 
rallèle CD  à  OB  ;  nous 
avons 

OA      CA 
BÂ~DÂ' 
et  par  conséquent, 
BC\CA 
I)A"~" 


OH 


Fig.   10.'). 


51.  Distance  d'un  point  inaccessible  S,  très  éloi- 
gné, à  une  droite  donnée  AB.  —  Dans  certains  cas,  le 
point  considéré  est  très  éloigné,  et  visible  seulement  dans 
les  lunettes.  On  peut  imaginer,  pour 
résoudre  ces  problèmes1  dans  lesquels 
on  fait  entrer  la  considération  de  gran- 
des distances,  un  appareil  formé  de 
deux  lunettes  superposées,  disposées 
sur  un  pied  pouvant  se  fixer  sur  le  sol, 
et  dont  les  directions  sont  rigoureuse- 
ment rectangulaires.  Au  fond,  cet  ap- 
pareil est  une  équerre  ordinaire,  à 
l'usage  des  grandes  distances.  Voici 
comment  on  peut  l'utiliser  pour  la  solution  du  problème  qui 
nous  occupe. 

Aux  points  A,  B  visons  le  point  S;  puis  jalonnons  les 
•  1  îoi tes  qui  partent  de  ces  points,  perpendiculairement  aux 
directions  AS.  BS.  Nous  obtenons  ainsi  un  point  0;  pour  des 


Fig.  200. 
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raisons  évidentes,  il  se  projette  sur  AB  en  un  point  H'  iso- 
tomique  de  H,  projection  de  S  sur  AB.  Les  triangles  sem- 
blables BOH',  SBH  donnent,  d'ailleurs, 

BH'.BH 


SH 


Et  comme 

nous  avons  finalement 


SH 


OH' 
AH'  =  BH, 

AH'.BH' 


OH' 


Cette  formule  permet  de  calculer  la  distance  inconnue  SH 
au  moyen  des  longueurs  AH',  BH',  OH',  faciles  à  chaîner; 
car  elles  sont  aussi  petites  que  l'on  voudra,  bien  que  SH 
puisse  être  très  grand. 

Remarque.  —  On  observera  que  la  solution  précédente 
n'exige  nullement  que  le  point  H  soit  déterminé  et,  dans  cer- 
tains cas,  s'il  existait  par  exemple  un  obstacle  entre  H  et  S, 
cette  détermination  ne  serait  pas  facile. 

Nous  rencontrons  ici,  incidemment,  une  solution  du  pro- 
blème suivant  :  Abaisser  d'un  point  S,  inaccessible,  une  perpendi- 
culaire sur  une  droite  accessible  AB  ;  S  étant  invisible  du  pied  H 
de  la  perpendiculaire  en  question. 

On  détermine  le  point  H',  comme  nous  l'avons  expliqué; 
puis  on  prend  l'isotomique  H. 

52.  Distance  à  un  but  inaccessible,  mobile  sur 
une  trajectoire  rectiligne.  —  Nous  allons  supposer, 
maintenant,  que  le  but  proposé  est  mobile  sur  une  trajectoire; 
mais  nous  n'examinerons  que  les  cas  où  cette  trajectoire  est 
rectiligne;  mais  nous  reviendrons,  dans  le  Chapitre  que  nous 
consacrons  aux  problèmes  d'artillerie,  sur  le  cas  général, 
celui  où  la  trajectoire  décrite  par  le  but  est  quelconque. 

Soit  0  la  position  de  l'observateur;  un  point  R  est  mobile 
sur  un  terrain  inaccessible,  ou  très  éloigné,  mais  sur  une 
droite  A  déterminée  par  deux  points  E,  F  visibles  de  diffé- 
rents points  du  terrain  qui  avoisine  le  point  0.  Effectuons 
les  jalonnements  qu'indique  la  figure  et  déterminons  notam- 
ment les  points  P,  Q  où  la  droite  qui  va,  de  l'œil  de  l'obser- 
vateur, au  point  mobile  R,  coupe  les  alignements  BD,  AC. 
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Une  propriété  connue  prouve  que  GODK  est  une  ponctuelle 
harmonique;  la  ponctuelle  QOPR,  elle  aussi,  est  doue,  harrao- 


!     \    \    \ 


i 
»  i 

\\ 
w 


3C 


ii 


Fig.  ML 
nique.  En  conséquence,  nous  avons  : 


RO       OP       OQ 

On  pourra,  par  l'application  de  la  table  des  inverses,  cal- 
culer rapidement  la  distance  RO;  connaissant  les  dislances 
OP  et  OQ, 

Dans  la  pratique,  on  doit  opérer  avec  deux  cordeaux, 
divisés  en  décimètres,  de  zéro  à  cent.  L'origine  de  ces  cor- 
deaux étant  en  0  ;  les  longueurs  OP,  OQ  sont  relevées  par 
une  simple  lecture  faite  par  Jes  aides  placés  aux  points  P,  Q; 
un  calculateur,  muni  de  la  table  des  inverses,  fait  la  lec- 

.  .ii  .    . 

ture  des  nombres  —  »  —  ;  une  simple  soustraction  et  une 

ûouvelle  lecture  donne  la  valeur  du  nombre  x, 

i  i  i 

x  Z"  ÔP  ~  ÔQ* 
La  distance  inconnue  est  Je  double  de  la  longueur  x,  ainsi 
calculée. 
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Le  principe  de  celte  solution  est  emprunte  au  livre  de  Ser- 
vais (loc.  cit..  p.  C'a).  Nous  avons  seulement  modifié  celle-ci  de 
manière  à  l'adapter  à  la  pratique  de  la  table  des  inverses;  et, 
telle  que  nous  la  présentons  ici,  elle  nous  paraît  susceptible 
de  certaines  applications.  Elle  peut  notamment  permettre 
d'apprécier,  sans  calcul,  et  par  la  seule  lecture  des  nombres 
OP  et  OQ,  si  le  point  mobile  R  se  rapproche,  ou  non,  de  0. 


53.  Le  problème  de  la  poursuite.  —  Nous  allons 
enfin    supposer    que    les    deux  points,  dont  la  distance  est 
inconnue,  sont  mobiles,  et  animés  d'un  mouvement  uniforme. 
Sans  vouloir  déterminer  la  valeur  absolue  de  la  distance  des 
deux    points   mobiles,    on   peut  demander  si  cette  distance 
augmente   ou  diminue.  Nous  nous  occu- 
perons   d'abord   de   ce  problème;    qui  se 
résout  très  simplementetsans  aucun  calcul. 
Soit  A  la  droite  sur  laquelle  nous  sup- 
posons un  mobile  H  poursuivi  par  un  autre 
mobile  A.  L'observateur,  chargé  d'étudier 
les  variations  de  cette  poursuite,  se  place 
en  K,  à  une  certaine  distance  de  A,  sur 
une.  perpendiculaire  à  A.   De  ce  point  K, 
avec  la  fausse  équerre,  il  relève  l'angle  a 
&   sous  lequel  on  aperçoit  H  et  A  ;  cela  fait, 
il   laisse  un  jalon   planté  en  K.  Puis,  se 
déplaçant  en  même  temps  que  H  de  façon 
à  rester  toujours,  avec  ce  point  mobile,  sur 
une  perpendiculaire  à  A,  il  vient  occuper, 
sur  la  droite  H'K',  un  point  I,  tellement 
Fig.  202.  choisi  qu'il  aperçoive  encore  les  deux  points 

mobiles  A',  H',  sous  l'angle  a,  précédemment  observé.  De  ce 
point  I,  visant  H',  puis  le  jalon  laissé  en  K,  il  relève  un 
angle  9  qu'on  pourrait  appeler  Y  angle  de  poursuite;  cet  angle, 
pour  les  raisons  que  nous  allons  donner,  permet  d'apprécier 
si  la  dislance  des  deux  mobiles  augmente;  diminue  ou  reste 
constante. 

Nous  ferons  d'abord   observer  que    l'opérateur,   dans    le 
mouvement  qu'il  exécute  pour  voir  constamment  les  points 
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mobiles  sous  le  même  angle  ■/,  décrit  une  droite;  en  suppo- 
sant, bien  entendu,  que  Les  mobiles  considérés  sont,  comme 
nous  L'avons  dit,  animés,  L'un  et  L'autre, d'une  vitesse  constanle. 
Los  triangles  semblables  AHK,  A'H'I  donnent  : 
HK        H'I  KK 

=  HÂ  "  WH  ~~~~  HA  -  H' A' ' 

/  désignant  une  constante    donnée,    puisque    a  est   supposé 
invariable. 
On  a  donc 

RK 

=  HA'  +  A  A'  -  (HH'  +  HA'/ 
RK 

<=AA'-HH'' 

Soi t  0  le  rapport  des  vitesses  des  deux  mobiles,  on  a  : 

AA' 

0= ■• 

HH' 

T>  /  RK        RK 

Par  suite,  t  (0  -  i)  -  —  =  — .  (1) 

L'angle  H'IK  =  <p,  que  nous  appelons  angle  de  poursuite 
est  donc  constant;  et  le  lieu  décrit  par  le  point  I  est  une 
droite. 

La  formule  (1)  prouve  que  si  op  est  obtus,  le  mobile  pour- 
suivant se  rapproche  de  l'autre;  au  contraire,  si  <p  est 
aigu,  la  distance  des  deux  mobiles  augmente;  enfin,  la 
distance  reste  constante  si  9  est  un  angle  droit.  L'exactitude 
de  ces  résultats  est  évidente,  et,  pour  vérifier  ceux-ci,  il  n'est 
pas  nécessaire  d'avoir  recours  à  la  formule  (1)  ;  mais  il  était 
bon  d'établir  cette  égalité  pour  montrer  que,  dans  la  solu- 
tion présente,  l'observateur  devait  se  déplacer  sur  une  droite 
déterminée. 

Lorsque  la  poursuite  s'effectue  par  des  mouvements  non 
uniformes,  enrelevantl'angle  depoursuite,pour  des  intervalles 
déterminés,  équidistants  si  l'on  veut,  on  obtiendra  une  cer- 
taine ligne  brisée  correspondante  et,  par  suite,  une  courbe  que 
l'on  peut  tracer  en  réunissant,  par  un  trait  continu,  les  som- 
mets de  cette  ligne.  La  courbe  de  poursuite,  comme  on  pourrait 
l'appeler,  indiquera  les  variations  qui  ont  été  éprouvées  par 
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les  distances  des  deux  mobiles,  aux  divers  moments  de  la 
poursuite. 

2°  Il  est,  certainement,  plus  difficile  d'évaluer,  à  un  instant 
donné,  la  distance  absolue  des  deux  points  mobiles;  voici 
pourtant  une  solution  de  cette  question,  assez  simple,  relative- 
ment (*), 

Supposons  que  l'opérateur  après  avoir  relevé  l'angle  a,  au 
point  K,  se  transporte,  avec  la  même  vitesse  que  H,  parallè- 
lement à  AH,  de  K  en  K'.  Arrivé 
au  point  K',  il  observe  les  points 
mobiles  A",  H",  dans  leur  nouvelle 
position  ;  soit  (3  l'angle  relevé  en  K'. 
On  voit  facilement  que  la  distan- 
ce des  points  mobiles  augmente, 
diminue,  ou  reste  constante,  sui- 
vant que  l'on  a  (3  >  a,  (3  <  a,  ou 
(3  =  a;  et  cette  remarque  permet 
de  résoudre  encore  le  problème  de 
lapoursuite,  quand  on  veutsimple- 
ment  apprécier  si  le  mobile  A 
gagne,  ou  perd,  du  terrain,  sur 
le  mobile  H  qu'il  poursuit. 
Mais  proposons-nous  d'évaluer,  exactement,  le  rapport  des 
vitesses  des  deux  mobiles;  de  cette  connaissance,  nous  dédui- 
rons la  vitesse  de  A,  connaissant  celle  de  H;  et,  par  suite, 
la  variation  qu'a  subie  la  distance  des  deux  mobiles,  aux 
deux  instants  observés. 
Nous  avons 

AA'  =  AH  -  A/H  =  AH  -  A'H'  +  HH', 


Fig.  2Q3. 


OU 


AA'  =  KK' 


HK  _  KK,_  H'K' 


K'S 


RK 


HH'; 


et,  par  conséquent. 

(I)  — 

HH' 


i  +  HK 


K'S       RK/ 


(*j  On  peut,  considérer  la  solution  présente  comme  purement  théo- 
rique. Néanmoins,  certains  cas  pourraient  se  présenter,  pour  lesquels 
son  application  deviendrait  utile. 
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Le  points  peut  être  déterminé  par  un  aide  qui,  partant 
de  K  avec  une  vitesse  convenable,  se  déplace  dans  La  direc- 
tion KA;  KS  est  donc,  une  longueur  que  L'on  peut  relever 
avec  le  ruban  divisé. 

Quant  à  La  Longueur  RK  elle  n'est  pas  connue,  car  on  ne 
doit  pas  admettre,  dans  le  cas  présent,  que  l'on  puisse  revenir  en 
arrière  de  la  position  H'K\  Il  faut  alors  supposer  qu'un  second 
aide  parte  de  K',  dans  la  direction  déterminée  A'K\  Au  bout 
d'un  temps  égal  à  celui  qui  a  séparé  les  deux  observations 
faites  en  K  et  en  K',  le  second  aide  occupe  une  position  T; 
et,  le  mouvement  étant  uniforme,  on  a  K"T  =  RK. 

La  formule  (l),  dans  laquelle,  pour  simplifier  le  calcul,  on 

A  A/ 

supposera  HK  =  100m,  permet  de  calculer  le  rapport——- 

nn 

On  pourra,  avantageusement,  pour  ce  calcul,  faire  usage,  de 

la  table  des  inverses.  Malgré  ces  diverses  remarques,  on  peut 

prétendre  quela solution  précédente  est  plutôt  théorique  ;mais 

il  ne  paraît  pas  facile  d'en  imaginer  une  autre  plus  pratique; 

le  problème  en  question  offre  nécessairement,  au  point  de 

vue  des  exigences   matérielles  qu'il  comporte,  une  certaine 

difficulté.  (A  suivre.) 


CONCOURS  GÉNÉRAL  DE  1887 


Mathématiques  élémentaires. 

La  portion  de  plan  comprise  dans  un  angle  droit  XOY  étant  partagée 
en  un  nombre  infini  de  carrés  égaux,  par  des  parallèles  à  OY  et  par  des 
parallèles  à  OX,  on  convient  de  fixer  la  position  de  l"un  quelconque  de 
ces  carrés,  dans  cet  angle,  soit  par  deux  nombres  entiers  x  et  y  appelés 
les  coordonnées  de  ce  carré,  soit  par  un  nombre  entier  z  appelé  le 
numéro  du  même  carré. 

Les  coordonnées  x  et  y  d'un  carré  sont  déterminées  comme  il  suit. 
On  groupe  les  carrés  par  bandes  parallèles  à  OY  et  par  bandes  paral- 
lèles à  OX.  On  désigne  par  x  le  rang  d'une  bande  parallèle  à  OY 
comptée  en  prenant  pour  première  bande  celle  qui  est  bordée  par  OY,et 
en  avançant  dans  le  sens  OX  pour  passer  d'une  bande  à  la  suivante; 
on  désigne  par  y  le  rang  d'une  bande  parallèle  à  OX,  comptée  en  pre- 
nant pour  première  bande  celle  qui  est  bordée  par  OX,  et  en  avançant 
dans  le  sens  OY,  pour  passer  d'une  bande  à  la  suivante.  Les  deux 
nombres   entiers  x  et  y,  ainsi  définis,  sont   les  coordonnées  du  carré 
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ommun  à  la  bande  de  rang  x  parallèle  à  OY  et  à  la  bande  de  rang  y 
parallèle  à  OX. 

Le  numéro  z  d'un  carré  est  déterminé  comme  il  suit.  On  groupe  les 
carrés  par  files  obliques  disposées  comme  l'indiquent,  sur  la  figure  ci- 
dessus,  les  droites  en  traits  interrompus.  La  piemière  file  contient  un 
carré,  la  seconde  deux,  la  troisième  trois...;  la  fi'.e  oblique,  de  rang  k, 
contient  k  carrés.  On  donne  le  numéro  1  au  carré  de  la  première  file, 
les  numéros  2,  3,  aux  carrés  de  la  seconde,  les  numéros  4,  5,  6,  aux 
carrés  de  la  troisième,  etc.,  en  avançant  sur  chaque  file  oblique,  de  OX 
vers  OY,  pour  passer  d'un  carré  au  carré  suivant. 

On  voit  par  exemple,  sur  la  figure  ci-contre,  que  le  carré  qui  a  pour 
coordonnées  x  =  2,  y  =  5,  a  pour  numéro  z  =  20. 

Par  ces  conventions,  à  un  groupe  de  deux  nombres  entiers  quel- 
conques x  et  y,  on  fait  correspond; c  un  nombre  entier  ss,  et,  récipro- 
quement, à  un  nombre  entier  quelconque  z,  on  fait  correspondre  un 
groupe  de  deux  nombres  entiers  x  et  y. 

Gela  posé,  on  montrera  que  les  coordonnées  x  et  y  de  l'un  quelconque 
des  carrés  d'une  môme  file  oblique,  et  le  lang  k  de  cette  file,  sont  trois 
nombres  entiers  qui  satisfont  toujours  à  une  même  relation;  puis  on 
résoudra  les  questions  suivantes  : 

1°  Étant  données  les  coordonnées  x  et  y  d'un  carré,  trouver  le  nu- 
méro z  de  ce  carré.  Appliquer  en  faisant  x  =  27,  y  =  41. 

2°  Étant  donné  le  numéro  z  d'un  carré,  trouver  les  coordonnées  x 
et  ym  de  ce  carré.  Appliquer  en  faisant  z  =  248. 

3°  Compter,  parmi  les  n  carrés  dont  les  numéros  sont  les  nombres 
1,  2,  3. .,w,  combien  il  y  en  a  pour  lesquels  la  somme  x  +  y  des  coor- 
données est  un  nombre  pair,  et  combien  pour  lesquels  le  produit  xy 
des  coordonnées  est  un  nombre  pair.  Appliquer  dans  le  cas  où  n~\bl, 
et  dans  le  cas  où  n  =  180. 

4°  Les  lettres  x  et  y  désignant  toujours  les  coordonnées  d'un  carré 
dont  le  numéro  est  z,  et  la  lettre  a  représentant  un  nombre  donné  plus 
grand  que  1,  déterminer  les  valeurs  qu'il  faut  donner  au  numéro  z 
pour  que  lexpression 

ax  +  (a  4-  2);/  —  2z 
ait  la  plus   grande   valeur  possible.   Appliquer  dans   les  trois   cas  sui- 
vants: a=  11,  a  =  12,  a  =  11,5;  et,  dans  chaque  cas,  donner  la  valeur 
maxima  de  l'expression.  (24  juin  de  10  h.  à  4  h.  4\%.) 


BACCALAUREAT  DE  L'ENSEIGNEMENT  SPÉCIAL 

JUILLET  1887 


POITIERS  (Ie  série). 

Mathématiques. 
Les  trois  côtés  d'un  triangle  étant  :_ 

a  =  s/2; 
6  =  2; 

c—  2  +  ^3. 
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On  demande:  1°  de  vérifier  que  la  hauteur  perpendiculaire  an  côté  c  a 
pour  longueur  l'unité;  la  de  calculer  les  troia  angles  A,  l*>,  C. 

—  Commenl  obtient-on  l'expression  du  volume  d'une  pyramide? 

POITIERS  cl"  série). 
Mathématiques. 

—  Une  personne  a  souscrit  trois  billcls;  le  premier,  de  a  francs, 
payable  dans  t  jours;  le  second,  de  a'  franc?,  payable  dans  //jours;  le 
troisième,  de  a"  francs,  payable  dans  /"jours.  Elle  désire  remplacer  ces 
trois  billets  par  un  autre  de  A  francs.  Quelle  sera  l'échéance  de  ce  billel, 
le  taux  de  l'escompte  étant  r  pour  un  jour  et  un  franc?  (Discuter.) 

— Exposer  rapidement  la  théorie  des  phases  de  la  Lune. 


BACCALMJREVT  ES  SCIENCES  COMPLET 

SESSION  D'AVRIL  1887 


PARIS 


1.  —  Étant  donnée  une  sphère  de  rayon  R,  la  partager  par  un  plan  en 
deux  zones  telles,  que  les  deux  sommes  obtenues  en  ajoutant,  à  Taire  de 
chacune  de  ces  deux  zones,  Taire  de  la  section  de  la  sphère  par  le  plan, 
soient  dans  un  rapport  donné  K.  Montrer  que  le  problème  aura  toujours 
une  solution  et  une  seule. 

Hcpon  m  : 

1-  K>i 


_n2V/K2- 

-K+  i  —  (K+i) 

K  —  i 

x—  R 

-K-hi  —  (K+.i) 

2°K<i 

i  — K 

—  Par  quatre  points,  non  situés  dans  un  même  plan,  on  peut  toujours 
faire  passer  une  sphère;  et  Ton  n'en  peut  faire  passer  qu'une. 

2.— Mener  dans  une  sphère, de  rayon  donne  R  trois  plans  parallèles  entre 
eux.  de  manière  que  les  surfaces  des  quatre  zones  ainsi  obtenues,  ANA'. 
AA'BB',  BB'CC,  CKC  soient  entre  elles  comme  les  termes  d'une  pro- 
gression géométrique  de  raison  donnée  q. 

Hauteur  des  zones  : 

2R 


Hcponses  : 


2R7 

2IV 

2R73 

i+g+tf5 
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—  Extraire  la  racine  carrée  d'un  nombre  entier  ou  fractionnaire,  à  - 

11 

près,  n  désignant  un  nombre  entier. 

3.  —  Couper  une  sphère,  de  rayon  R,  par  un  plan  de  telle  sorte  que  le 
rapport  des  volumes  des  deux  segments  détachés  par  le  plan  soit  égal  à 
m  fois  le  rapport  des  aires  des  calottes  sphériques  correspondantes. 

Réponse 


^  m  —  3  —  Jorn2  —  14m  +  o 

'm  <  1,       x  =  R. — - — -^ 

2.[m  —  1) 

71  T" 

Ouelle  est  la  valeur  de  tang.  -?  En  déduire  celle  de  tang.  -. 

4  o 

Réponse:  tg  -  =  1  ;        tg  -  —  v/2  —  1 . 
4  o 

4.  —  Calculer  sin  -a,  cos-  a  connaissant  sin  a.   Quel  signe  faudra-t-il 
2  2 

prendre,  devant  les  radicaux,  quand  l'arc  a  sera  égal  à  2473°? 

a        ±  Ji  +  sin  a  zb  v/i  —  sin  a 
sin  - 
2 


Réponse 


a 

cos- 

2 

.    2473° 
sin  — ^ — 


2473e 
sin 


2 

±v/: 

[  +  sin  a  ±  \/i  — 

■  sin  a 

2 

+  v/. 

-41 

+  sin  2473° 

—  sin  2473° 

2 

+  siu2473° 

-V. 

—  sin  2473° 

2  2 

Prouver  que  les  forces  appliquées  à  un  corps  solide  peuvent  toujours 
être  réduit  à  deux,  dont  l'une  est  appliquée  en  un  point  arbitrairement 
choisi. 

5.  —  Quelle  est  la  somme  des  termes  d'une  progression  géométrique? 

Etant  donnée  une  sphère  de  rayon  R,  à  quelle  distance  x  du  centre 
distance  faut-il  mener  un  plan  DE  parallèle  à  un  plan  P  passant  par  le 
centre  de  la  sphère  pour  que  le  volume  du  segment  DFE,  ainsi  ob- 
tenu, valent  à  celui  du  cylindre  droit  DD'E'E  ayant  pour  base  la  section 
tenue,  et,  pour  hauteur,  x.  __ 

Réponse  :  x  =  — — 


BIBLIOGRAPHIE 


La  Table  de  logarithmes  que  M.  Reboul  vient  de  publiter  est  aussi  élégante 
qu'originale.  Elle  tient  tout  entière  entre  deux  pages  et  contient  dans 
ce  court  espace  les  indications  nécessaires  pour  se  servir  des  tables  et 
même  les  règles  du  calcul  des  logarithmes.  Sur  une  page  se  trou- 
vent les  logarithmes   de  tous  les  nombres  de  1   à  10,000,  sur  l'autre 


JOURNAL  DE   MATHÉMATIQUES  ÉLÉMENTAIRES  281 

pago  e  trouvent  les  àntilogirilhmja,  c'est-à-dire  les  nombres  corres- 
pondants à  un  logarithme  donné.  Los  logarithmes  sont  ;i  quatre  déci- 
males, mais  il  nous  semble  qu'on  ne  peut  pas  compter  d'une  manière 
absolue  sur  la  quatrième  décimale:  ainsi,  si  l'on  cherche  le  logarithme 
de  ION.  on  trouve  par  la  seconde  ligne  :!,oi>is  et  au  contraire  par  la 
onzième  ligne  3,0047.  Mais,  dans  la  plupari  des  cas,  cette  approximation 
est  bien  suilisante  et  le  travail  de  M.  Reboul  ne  peut  qu'aider  à  répan- 
dre l'usage  des  logarithmes.  Les  deux  feuilles  sont  collées  sur  un  élé- 
gant carton  qui  se  ferme  de  manière  à  pouvoir  contenir  des  papiers  : 
un  cordon  noir  fixé  dans  toute  la  longueur  est  même  tout  prêt  à  rece- 
voir une  feuille  blanche  ou  mieux  de  papier  buvard.  Nous  croyons 
qu'ainsi  garni  il  constituerait  un  élégant  objet  de  travail  que  tous  les 
écoliers  des  hautes  classes  seraient  heureux  de  posséder. 

L.  Lkvv. 
Chez  Warnier,  éditeur,  2">,  rue  de    la  Victoire  et  '18,  rue   Laffittc. 


QUESTION  202 

Solution  par  A.  Bovtin,  professeur  au  collège  de  Vire. 


(1)  Etant  donné  un  contour  polygonal  convexe  ABGDE...  dont 
les  côtés  successifs  forment  une  progression  géométrique  décrois- 
sante indéfinie  et  dont  les  côtés  successifs  font  entre  eux  un 
angle  constant  : 

4°  On  regarde  les  côtés  du  contour  comme  représentant  des 
forces  tirant  dam  le  sens  indiqué  par  V ordre  alphabétique,  et 
Ion  demande  de  trouver  la  résultante  de  toutes  ces  forces; 

2°  Aux  sommets  successifs  A,  B,  G,  D...  du  contour,  on  place 
des  poids  formant  une  progression  géométrique  décroissante,  et 
l'on  demande  le  centre  de  gravité  de  ce  système  de  poids: 

3°  On  regarde  les  côtés  du  contour  comme  des  lignes  pesantes, 
et  l'on  demande  de  trouver  le  centre  de  gravité  de  ce  contour. 

(°2)  Svr  un  arc  de  cercle  donné,  on  prend  n  points  équidistants, 
sur  lesquels  on  place  des  poids  croissant  en  progression  géomé- 
trique: trouver  le  centre  de  gravité  de  ce  système  de  poids. 

(3)  Sur  un  mètre  cube  homogène,  on  place  un  décimètre  cube  de 
la  même  matière,  de  manière  que  les  centres  soient  sur  une  même 
perpendiculaire  à  la  face  commune;  sur  celui-ci,  on  place,  de  la 
même  manière,  un  centimètre  cube;  et  ainsi  de  suite.  Position  dit 
centre   de  gravité  du  corps  ainsi  for, né.  (Dellac.) 
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1.  —  Considérons  deux  axes  rectangulaires  Ace,  A//,  dont 
l'un  kx  est  dirigé  suivant  AB.  Soit  /  la  longueur  de  AB, 
q  la  raison  de  la  progression,  (q  <  I).  a  l'angle  de  BC  avec 
Ax.  CD,  DE...  feront  avec  kx  les  angles  respectifs  2a,  3a... 

Projetons  toutes  les  forces,  d'abord  sur  l'axe  des  x,  puis 
sur  l'axe  des  y,  et  soient  X,  Y,  les  sommes  algébriques  de 
ces  projections  : 

On  a  : 

(1)  X  =  /(  1  4-  q  cos  a  4-  g2  cos  2a  4-  g3  cos  3a  +  ....) 

(2)  Y  =  l(q  sin  a  4-  q%  sin  2*/  4-  qs  sin  3a  4-  ..,.) 

M.  Dellac,  a  donné  (J.  M.  E.,  année  1877,  p. 44)  les  sommes 
des  séries  entre  parenthèses;  d'ailleurs  nous  les  sommerons 
plus  loin.  On  a  donc  en  se  reportant  à  ce  résultat  : 
l(i  —  q  cos  a)  Tr  Iq  sin  « 


X  = 

1  —  iq  cos  a  4-  ç2 

La  résultante  cherchée  est 


Y  = 


R  =  y/X2  + Y2  = 


1  —  iq  cos  a 


\/  \   —  2q  cos  a  4-  <72 
En  se  reportant  à  la  Note  citée  (Problème  du  Myosotis),  on 
voit  que  R   est  représentée  par  la  droite  AO,  en  grandeur. 
L'angle  de  R  avec  Ace,  est  donné  par  la  formule  : 

1  —  q  cos  y. 


COS  cp  = 


COS   A. 


y/  1   —  iq  cos  a  4-  q2 
Donc  AO  représente  également  la  direction  de  R. 
Pour  achever  de  déterminer  la  position  de  R,  cherchons 
la  distance  r  de  l'origine  à  R.  Le  théorème  des  moments  donne  : 

"q  sin  «  4-  q2  (sin  2a  4-  q  sin  7.) 
Rr  =  /2     +  <7'  (sin  3a  4-  q  sin  2a  4-  q2  sin  x) 


2*. 


OU 


Rr  =  l2 


l2(q  sin  a 
Ainsi  : 


_4-  qi  (sin  47.4-  q  sin  2a  4-  q'£  sin  2a  4-  çJ  sin  a]4- 

q  sin  a  4-  q2  sin  2a  4-  q*  sin  3a  4-  ... 
4-  q2(q  sin  a  4-#2  sin  2 a  4-  q*  sin  3a  4-  ..._> 
4-  q'l(q  sin  a  4-  r/2  sin  2a  4-  ç8  sin  3 a 4-  ...') 
4-  .  .  . 

q3  sin  3a  4-  .  .  ,)(i 
q  sin  a  1 


Rr 


4-  r/2  4-  q4  4- 


P 


\   —  iq  COS  a  4-  (/2     I    —  ryv 


JOURNAL    DE    MATHÉMATIQUES   ÉLÉMENTAIRES  2X3 

Remplaçant  H  par  sa  valeur,  ou  a 

h/  si  ii  v. 


(  '  ~~  9*)v  l  ~  2(î  cos  K  "+"  q1 
2°  Soient  :  />  le  poids  A.  r/,  La  raison  do  la  progression  des 

poids,  xti  //,  les  coordonnées  du  centre  de  gravité  cherché. 

On  a.  en  prenant  l<is  moments  par  rapport  a  A//,  A.x  : 

Spqil  +  pqî(> (  +  lq  cos  a) 
+  Pq\  {l  +  lq  cosa+  lq*  cos  2 -/) 
hpy}(/+^cosa-+^gaco82a-+-/^cos3a) 

p%,  +  9ï  4-  7?  4-  . . .)  +  />/</  cos  v.(q'i  4-  7Î  4-  . . .) 


i  -7. 

4-  plq*  cos  2a(r/J  4-  q\  4-  q[  4-  .  . .)  -f-  ... 

plqL  plq  cos  a.r/J      plr/2  cos  2 y.. qï 

-\ h   .  .  . 


1  -  ?i  i  -  Ci  l  -  9i 

xx  =  /^(i  -4-  qr/i  cos  a  4-  qtq2l  cos  2a  4-  ç3fl?  cos  3a  -f-  . .  .) 

3.    =      /^(i  -  yyt  cos  a)     ^ 

1  I    —  2^  COS  a  4-  ^f29'f 

Un  calcul  semblable  donne  : 

U\  -^  iq^qqi  s'n a  -+-  q*q2i  $m 2y-  -+■  7*7?  s'n  3x  4-  . . .) 

77 ,  = — — — — — - 1> 

1  —  iqqY  cos  a  +  q2q\ 

3°  Les  poids  des  côtés  du  contour  sont  proportionnels  aux 

longueurs  de  ces  côtés  et  appliqués  en  leurs  milieux.  Le 

théorème  des  moments  appliqué  .par  rapport  à  ky,  puis  par 

rapport  à  kx,  donne,  pour  les  coordonnées  (x%,  y^)  du  centre  de 

gravité  du  contour  : 

l.  -4-  lq(l  +  —  cos  a) 
2  2 

/ft2 

9  \      }  +  lq't(l+lq  cos  a -h  —  cos  2a) 

Zû3 
4-  /g5(/  4-  lq  cos  a  +  Iq"1  cos  2a  4-  —  cos3x) 

4-  •  •  • 

X  l 

■ — —  — -(i  4-  q"1  cos  a  4-  qK  COS2a  4-  qc'  cos  3a  4-  .  .  .  ) 
î  —  q      2 

4-/r/([4-<y4-924-.  .  .)4-/72C0Sa(^4-724-<734-.  .  .) 
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-hlqs  cos2x(g2  4 
i   —  q2  cosx 
2    i  —  2q'2  cos  x  4-  q'' 

4-  lq9  cos  2  7. 


)+ ... 


lq. 


i  -q 


lq2  cos  * 


i  -  q 
If 


i  —  q'1  cos  a 
i  —  iq2  cosa+g*      i  —  q 
i  —  q2  cos  a  /</ 


(i+<72  cos x -h g*  cos2x 
i  —  g2  cos  x 


2    i  —  2<72  cos  a  +  g4      i  —  //    i  —  2g2  cosx  +  g^ 


l 

X  c,      - 


q*  cos  a 


2    i  —  2^  cosx  4-  q 
Un  calcul  analogue  au  précédent  donne 


;0  +  (?) 


2/2 


/ 


g-2  si n  x 


2      I 


2<72  cos  x  4-  q1 


(i+g). 


2.  —  Soient  r  le  rayon  de  cercle,  (n  —  i)x  l'angle  au  centre 
de  Tare  considéré,  divisé  en  n  —  i  parties  égales.  Soit  l'unité 
le  premier  poids,  q,  q2,  ...  les  poids  suivants.  Considérons  deux 
axes  rectangulaires  passant  par  le  centre,  l'axe  des  x  étant 
dirigé  suivant  le  rayon  qui  passe  par  le  premier  poids;  soient 
a?,  y  les  cordonnées  du  centre  de  gravité  cherché.  Le  théorème 
des  moments  donne,  tout  de  suite  :  (*) 

i  4-  q  cos  x  4-  q2  cos  2a  4-  . . 


71-1  \    


x(  i  4-  q  4-72  4-  ...  4-  qn~{  ) 


ou 


2/(i  4-?4-<?24-  .. 

x(qn  —  i) 


qn~l  )  =  r 


4-q"-1  cos  (n  —  i)< 
q  sin  x4-  q2  siti  2x 


-.Tl— 1 


=  r(i  4- A), 


sin  ( 


Il  2X  +  .  .  ."1 

n-i)x     J; 


=  ?-B. 


On  doit  sommer  les  suites  finies  : 

A  =  </  COSx4-<72COS  2a  4-Ç3  COS  3x4-  .  .  .  4-</"_1  COS  (w  —  l)x   (4) 


B=  qsmoi-hq2  sin2x  +  ç3  sin  3x 


qn~*  sin  (n  —  i)x  (o) 


[*)  M.  Dellac  observe,  dans  une  solution  qu'il  nous  communiquée,  que 
si  l'on  suppose  q  =  i.  le  contour  polygonal  n'est  plus  convergent;  il  est 
inscrit  à  un  cercle.  On  obtient  ainsi  le  centre  de  gravité  d'une  suite 
infinie  de  points  pesants.  —  Si  on  en  retranche  une  autre  suite  infinie 
commençant  au  point  (n  4-  i)ième,  suite,  dont  on  trouve  de  même  le  centre 
de  gravité,  on  obtient  le  centre  de  gravité  des  n  premiers  points  pesants. 
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Nous  ne  croyons   pas  qu'on   le  puisse   sans  l'aire   appel   à 
la  formule  de  Moivre.  Coite,  formule  consiste  dans  l'identité  : 
(cos  a  4-  i  sin  a)'n  —  cos  ma  4-  i  sin  m  a. 
Ceci  posé,  ajoutons  les  suites  (4)  et  (5)  membre  à  membre, 
après  avoir  multiplié  la  seconde  par  L  On  a  : 

A  4-  Bi  —  q  (cos  a  4-  i  sin  a)  4-  q2  (cos  2a  4-  i  sin  2a)  +  ... 
H- qn~l  [cos  (n  —  i)  a  + 1  sin  (n  —  i )a]  ; 
ou,  d'après  la  formule  de  Moivre  : 

A  +  Bi  —  q  (cos  a  -h  i  sin  a)  +  q2  (cos  a  -h  i  sin  a)2  4-  .  .  . 
+  qn~[  (cos  a  4-  i  sin  a)'1-1 , 
le  second  membre  est  une  progression  géométrique  : 
<?"  (cos  a  4-  i  sin  a)n  —  a  (cos  a  4-  i  sin  a) 

A  -h  Bl  =  — ; .     . 

q  (cos  a  4-*  sin  a)  —  i 

Employant  de  nouveau  la  formule  de  Moivre,  et  ordonnant 

par  rapport  à  /,  on  a 

(qn  cos  n  a  —  q  cos  a)  +  i(q"  sin  na  —  q  cos  a) 
A  -h  Bi  — 2 ^ — : - • 

q  cos  a  —  i  4-  zç  sin  a 

Séparant,  dans   le  second  membre,  les  parties  réelles  et  les 
parties  imaginaires,  au  moyen  de  l'identité  :' 
a  -h  bi    _aa-hbbr       ba'—ab'i 

a'+Vi*~  a'*  +  b'%  +  a'2 -+- b 2  ' 
on  trouve 

q',+[  cos  (n  —  i  )a  —  f/"cos  na  —  r/2  -h  q  cos  a 


A  +  B* 


+  ? 


</s  —  2ÇC0S  a  +  i 
çn+1  sin  (n  —  i)a  —  f/nsinna+  f/sin  a 


q2  —  iq  cos  a  +  i 
on  a  donc  : 

a"+[  cos  (n  —   r)a  —  o"  cos  na  —  q'1  4-  a  cos  a     ,n. 

A  =  ^ {■ ' - ,  (0) 

q2  —  2q  cos  a  4-  i 

_  f/"+1  sin  (n  —  i)a  —  o"  sin  na  4-  (/  sin  a 

B  = - ;        (  i  ) 

q2  —  iq  cos  a  4-  i 

d'oii 

q  —   t     ;•  q1l+[  cos  (n  —   i)a  —  ry"  cos  ?ia  —  (/  cos  a  -h  i 


y 


qa  —  i  q2  ~  iq  cos  a  4-  i 

r(g  —   i)    qn+[  sin  (n  —  i)a  —  qn  sin  na  4-  q  sin  a 


</"  —  i  72  —  29  cos  a  -h  1 

Remarque.  —  Les  formules  (6)  et  (7),  si  l'on  y  suppose  q  <  r 
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et  n  infini,  donnent  les  suites  qui  figurent  dans  (i)  et  (2); 
savoir  : 

--i      A  ?-B 

l       '         '  J-^ 

3.  —  Soit  x  la  distance  du  centre  de  gravité  cherché  à 
la  base  inférieure  du  mètre  cube.  Appliquant  le  théorème 
des  moments  par  rapport  au  plan  de  cette  base,  on  a  (*)  : 


x 


(l+— :+-^7+...)  =  I.-+-^1(n — JH l4(l-\ 1 1~~) 

\         IO3       IO6  /  2       I03\  2.10/        I06\  10       2.I02/ 


I     /  I  I  I 

H 9  (   '     H h     ~    +     i 

I09\  IO  IO2  2.I03 

X, 1000  I  /  I  I  \  /    I  I  I 

=  -    I    H ;'  H :  -h  •••+   i      —i  + 


999         2\         io*       ios  /           \ioJ       ioc       io9 

i  /  i            i            i  \         i    /  i             i                  \ 

I0\I06           IO9           IO12  /           I02\l09           IO12                      / 

IOOOO              I         1000  I         IOOO              I          I  000 

— h  . — \- 


2.9999        io3     999         io7     999         io11     999 

10000  T     /  I  I  I 

— (_  . 1  I   -I-  _j- \- _j-    . 

2.9999   999  \    ïoi   iq8   iq12 

10000     1   10000 
4- 


2.9999       999    9999 

5005  r  rr  rr  rr 

x  —  =  o"\5oo55oo55oo55... 

9999 

Nota.  —  La  troisième  partie,  avec  certaines  généralisations  intéressantes 
a  été  également  traitée  par  M.  Moulet,  professeur  au  collège  deManosque. 


QUESTION  212 

Solution,  par  Ignacio  Beyens,  capitaine  du  Génie  à  Cadix. 


Démontrer  qu'un  triangle  ABC  a  ses  angles  aigus  ou  qu'il 
possède  un  angle  obtus,  suivant  que  la  somme  des  carrés  de  ses 

(*)  Le  calcul  est  plus  simple  en  prenant  d'abord  les  moments  par 
rapport  au  plan  horizontal  passant  par  le  sommet  du  corps.  (Note  de 
M.  Dellac). 
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trois  côtés  est  plus  yrande  ou  plus  petite  que  le  double  du  carré 
du  diamètre  du  cercle  circonscrit;  et  réciproquement. 

(G.  L.) 

Soit  0  le  centre  du  cercle  circonscrit  à  ABC  (*);  joignons 
le  sommet  B  au  centre  0.  Le  rayon  OB  coupe  la  circonférence 
au  point  B'.  Supposons  d'abord  que  ABC  ait  ses  trois  angles 
aigus;  B  désignant  la  longueur  du  rayon,  nous  avons: 

AB2  +  AB'2  =(2Ït)a, 
BC2  +  CB'*=:(2R)2; 
d'où  AB2  +  BG2  +  AB'2  +  CB'2  =  2.(2R)2.  (1) 

Mais  l'angle  AB'G  étant  obtus,  on  a 

AB'2  +  CB'2<AG2 
et,  par  suite,       AB2  +  BC2  +  AG2  >  2 .  (2K)2. 

Si,  au  contraire,  l'angle  B  est  obtus  ;  alors  on  a 
AB'2  +  GB'2  >  AB2 
et  AB2  +  BC2  +  AC2  <  2 .  (2R)2. 

Dans  le  cas  particulier  où  l'angle  B  est  droit,  on  sait  que 

AB2  +  BG2  +  AG2  =  2.(2R)2. 
Les  réciproques  sont  évidentes. 

Nota.  —  Solutions  analogues  par  MM.  A.  Boutin,  professeur  au  col- 
lège de  Courdemanche  ;  D.  Cotoni,  au  lycée  d'Alger  ;  Henri  Martin,  lycée 
Gondorcet;  E.  Quintard,  à  Arbois. 


QUESTIONS  PROPOSEES 


268.  —   Dans    un  polygone    régulier    de   n  cotés   inscrit 
dans  un  cercle  de  rayon  R,  si  on  désigne  par  a  le  côté  du 

polygone  et  par  8l5  82f  o3 oH_3  les  diagonales  menées  d'un 

sommet  à  tous  les  autres,  on  a  la  relation  : 

8*  +  S|  +  3f  4- . . .  +  K-:j  r-=  2(nRa  -  o2). 

(E.  Vigarié.) 

269.  —  Si  des  points  de  Brocard,  Q,  Q',  on  abaisse  sur 
les  côtés  du  triangle  de  référence  ABG,  les  perpendiculaires 


(*)  Le  lecteur  est  prié  de  l'aire  la  figure. 
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Qa,  ûp,  12y;  QY,  Q'p',  Q'y',  les  deux  triangles  afry,  a'pY  sont 
équivalents  et  ont  même  angle  de  Brocard  que  le  triangle  ABC. 

(E,  Vigarié.) 

270.  —  On  considère  un  cercle  A  et  deux  diamètres  rec- 
tangulaires Ox,  Oy;  une  tangente  mobile  rencontre  Ox  en  A 
et  Oy  en  B;  on  mène  par  A  une  parallèle  à  Oy,  par  B  une 
parallèle  à  Ox:  soit  Mie  point  ainsi  obtenu. 

Démontrer  que  si,  sur  la  droite  menée  par  0,  symétrique  de 
Ox  par  rapport  à  OM,  on  prend  ±  01  =  OM  le  lieu  de  I  est 
un  système  de  deux  droites  parallèles  à  Ox.  (G.  L.) 

271.  —  On  considère  un  cercle  0  et  un  diamètre  fixe  AB, 
dans  ce  cercle.  Soit  M  un  point  mobile  sur  la  circonférence  0. 
Sur  AM  et  BM,  comme  diamètres,  on  décrit  des  circonfé- 
rences A,  A';  et,  par  M,  on  mène  une  parallèle  à  AB;  cette 
droite  coupe  A  en  G,  A'  en  D.  Si  l'on  trace  les  tangentes 
à  A  et  A',  en  ces  points  G,  et  D,  elles  se  coupent  en  un  cer- 
tain point  I.  Le  lieu  de  I  est  une  ellipse.  (G.  L.) 

272.  —  Soit  un  triangle  ABC.  Sur  BG  on  prend  un  point 
mobile  M  et  l'on  trace,  par  ce  point,  des  parallèles  aux 
côtés  AB,  AG  :  soient  P,  Q  les  points  de  rencontre  de  ces 
parallèles  avec  ces  côtés.  On  prend  GPr  =  AGP,  BQ'  =  ABQ, 
k.  désignant  une  constante  donnée  :  les  parallèles  menées 
par  P',  Q',  aux  côtés  AB,AC,  se  coupent  en  I;  trouver  le  lieu 
décrit  par  ce  point.  (G.  L.) 


Le  Directeur-Gérant, 

G.  de  LONGGHAMPS. 
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